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TRAITÉS 

DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


SUITE  DE  LA  SECONDE  PARTIE. 


CALCUL  INTÉGRAL. 


SECTION  IL 


De  V intégration  des  Fonctions  et  Equations 
différentielles  du  premier  ordre  à plusieurs 
variables  et  des  solutions  partiel 
ces  Equations. 

CHAPITRE  I». 

De  l’intégration  des  Fonctions  différentielles  du 
ordre  à plusieurs  variables  qui  sont  exactes. 

3i8.  Une  idée  extrêmement  simple  qui  se  présenta 
naturellement  à l’esprit,  et  dont  cependant  il  me  sembla 
a.  i 
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3 INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
qu’on  n'a  pas  fait  usage  jusqu’à  présent , est  que  le 
théorème  démontré  à l’article  56  , et  qui  est  connu 
depuis  long-temps,  donne  immédiatement  l’intégrale 
de  toute  fonction  différentielle  exacte  et  homogène 
du  premier  ordre  entre  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

Du  théorème  en  question  traduit  en  règle  d’inté- 
gration , il  résulte  que  potjr  intégrer  une  fonction  diffé- 
rentielle homogène  entre  un  nombre  quelconque  de 
variables  , il  faut,  vérifier  si  cette  différentielle  est 
exacte  ( art.  54) , et  dans  le  cas  où  elle  l’est,  substituer 
aux  différentielles  des  variables,  les  variables  mêmes  ; 
enfin  diviser  le  résultat  par  le  degré  de  la  proposée  , 
augmenté  de  l’unité  , ce  qui  donnera  l'integrale  de- 
mandée. 

Exemple  I.  Intégrer  la  fonction  différentielle  ho- 
mogène 

(3x2-j-2bxy — 3y2)  dx-f-  (bx2 — 6xy-(-3cy2)  dy. . . . (a), 

l- 

La  règle  de  vérification  d’exactitude  enseignée  à 
l’article  (54)  donne 

d*($x'+tibxy- 5y2)  „_  d*(l>x*-Gxy+3cyf  _ 

dy  , J dx  ’ 

donc  la  proposée  est  exacte.  Cela  posé , y substituant 
respectivement  les  variables  x et  _y  à la  place  de 
leurs  différentielles  dx  et  dy  , et  divisant  le  résultat 
par  le  degré  a de  la  proposée  -f-  î , ou  par  3 , on  aura 


^ ^ 5r3  + abx-y — oxy2  -f-  bx'y  — 6xy2  -f-  5cy3 

3 

= x3-+-  bx'y  — 3xy2-f-  cy3  -f-  const  (*). 


(*)  M-  l’abbé  Marie  a inlcsrc  même  fonction  différentielle 
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> A PLUSIEURS  VARIABLES. 
EXEMPLE  II.  Intégrer  la  formule  différentielle 


— a 


f" gy/Çxy)  — z~]  dx  , xdy 
L au2y/x  _]  ' 2u’y/y 

r x y/y  — z y/x-j  1/xdz 

L us  J u1 


qui  est  homogène  et  du  degré  — 

Par  le  moyen  des  méthodes  enseignées  à l'article  5 4 » 
on  vérifiera  que  la  différentielle  proposée  est  exacte. 
Cela  posé , substituant  à la  place  des  différentielles  ffx  , 
dy  , du  et  dz  les  intégrales  respectives  x ,y  , u et  a ; 
ensuite  divisant  le  résultat  par  — ^ -f- 1 — ; ; c’est- 

à-dire  le  multipliant  par  — a , on  a 


f(h)~ — 2u  ax  y/y-f-u- *z  \/x — ru-4  \/y^^xu~ 4 y/y 
— 4zu~a y/j-f-azn-4 y/i  = Y -f-  const. 

3iq.  REMARQUE  I.  Je  ne  vois  de  long  dans  la  mé- 
thode1 enseignée  précédemment  pour  intégrer  les  for-^ 
mules  différentielles  homogènes  lorsqu’elles  se  compo- 
sent de  beaucoup  de  variables , que  le  calcul  prépara-*’ 
toire  qui  est  commun  à -toutes  les,' méthodes  connues 
pour  opérer  ces  intégrations  , et  qui. sert  à vérifier  si  la 
différentielle  proposée  est  exacte  (art.  54).  Je  serais  donc 
d’avis  , vu  l’extrême  simplicité  de  notre  méthode  d’inté- 
gration , que  quelle  que  fut  la  différentielle  .homogène 
proposée,  l’on  commençât  par  l’intégrer  suivant  notre 
méthode , sans  vérifier  préalablement  si  elle  est  exacte , 
et  qu’ensuite  on  différentiât  le  résultat  trouvé , ce  qui 


dans  ses  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques  , article  938 , 
page  384?  édition  de  1770  , par  une  metfeode  assez  ingénieuse, 
mais  beaucoup  plus  longue  et  compliquée  que  la  nôtre. 

' 1 . 
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4 INTÉG  RATION  DES  FONCT.ET  ÉQUATIONS 
devrait  reproduire  la  proposée  , si  celle-ci  était  exacte. 
Dans  le  cas  où  la  différentielle  proposée  et  celle  trouvée 
ne  seraient  pas  identiques , on  en  serait  quitte  pour 
avoir  fait  un  calcul , à la  vérité  inutile  , mais  beaucoup 
plus  court  que  s’il  avait  fallu  commencer  par  recon- 
naître , suivant  la  méthode  de  l’article  54 , si  la  pro- 
posée était  une  différentielle  exacte.  Par  exemple  , 
dans  la  seconde  application  de  l’article  précédent , le 
calcul  que  nous  avons  fait,  plus  celui  de  la  différentia- 
oc  l/v z wx 

tioff  de  ■ VJ  ^ a — , demandent  bien  moins  de  temps 

, et  de  peines,  que  la  recherche  des  six  équations  de 
condition  requises  par  la  méthode  de  l'article  54 , 
pour  vérifier  si  une  formule  différentielle  entre  quatre 
variables  est  exacte. 

320.  Remarqué  II.  Si  le  degré  de  la  forfhule  diffé- 
rentielle homogène  proposée  est  = — x , et  $i  toutes 
_ les  variables  du  dénominateur  passées  au  numérateur 
par-le  changement  des  signes  de  leur  exposant,  ne 
•donnent  pas  des  termes  différentiels  de  logarithmes 
tels  que  Kx~'dx  , alors  notre  méthode  s’applique  éga- 
lement à l’intégration  d une  telle  formule  différen- 
tielle ; ce  qui  doit  être  , puisque  le  cas  du  degré  nul 
pour  la  fonction  homogène  F (x  , y,  z. . . .)  que  nous 
avons  considérée  à l’article  56’,  et  qui  donne  dans  ce 
même  cas , le  degré  de  la  différentielle  = o — 1 = — î , 
n’est  pas  exclu  du  théorème  général  démontré  dans  cet 
article.  Cependant  le  résultat  qu’on  trouve  en  suivant  la 
méthode  précédente,  laisse  encore  dans  1 incertitude 
sur  les  vrais  signes  des  termes , et  admet  quelquefois 
un  facteur  général  constant  qui  ne  doit  pas  être  dans  la 
vraie  intégrale.  IVftis  on  rectifie  ce  résultat  en  mêma 
temps  qu’on  vérifie  si  la  différentielle  proposée  est 


■». 


Digitized  by  Google 


I 


/ 


A PLUSIEURS  VARIABLES.  5 

exacte,  en  différentiant  le  résultat  trouvé,  et  en  exa- 
minant quels  doivent  être  les  signes  des  termes , ainsi 
que  le  facteur  constant  qu’on  doit  supprimer,  pour  que 
la  différentielle  trouvée  par  le  calcul  soit  identique 
avec  la  proposée.  Rendons  ceci  plus  sensible  par  un 
exemple , en  nous  proposant  d’intégrer  la  formule  diffé- 
rentielle homogène  du  degré  — 1 
! 

xydz  -f-  o.z^dy — zxzdy-\-yzdx — ayzdz 

T5  1 (a)- 

. y 

La  méthoded’intégration enseignée  à l’article  3i8  étant 
appliquée  à cette  formule  , donne 


xyz  -f-3sav — axzy-f-yzx — ayi*  _ 


yc— t+o 

o.(xyz—xy£)+o.{yz1—yz'i)  __ a (xyz+yz*)  (1-1  ) 

/O—)  yc  i-o 


Or  , nous  remarquerons , î®,  que  le  rapport  des  numé- 
rateur et  dénominateur  nuis  de  - — - qui  absorbent 

i-*-i 

eux-mêmes  les  numérateur  et  dénominateur  du  der- 
nier membre  de  l’équation  (6) , étant  égal  à l’unité 
( voyez  la  note  II  du  Calcul  différentiel  ) , on  aura 


r,  ^ a (xz  + z*)  , x 

f(a)  = - ■>-  (c)j 

a°.  qu’à  cause  que  dans  la  première  valeur  de  / (a) 
[]  équat.  (fi)]  , la  quantité  xyz  — nxyz-f-  xyz  ou 
a(x_yz  — xyz)  peut  être  écrite  sous  la  forme  de 
axyz(i — i),  ou  sous  celle  de — axyz  ( î -*•  i ) , 
et  que  de  même  ayz®  — ayz*  peut  être  écrit  sous  la 
forme  xyz'  ( i — î ) , ou  sous  celle  — iyz'  ( i — î ) , 
il  s’ensuit  que  les  signes  de  xz  et  de  z*  dans  l’équa- 
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6 INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
tion  (c)  , sont  encore  indéterminés  , et  que  le  résultat 
de  notre  intégration  est 

a (±.u±i*) 

y 

Four  déterminer  les  vrais  signes  qui  appartiennent  aux 
termes  de  cette  intégrale  , et  en  même  temps  pour 
vérifier  si  la  différentielle  proposée  est  exacte  , diffé- 
rentions  l’équation  (</) , ce  qui  nous  donne 

a[  ±yxdz  ±yzdx  rh  azyréz  rp  a xzdy  rp  zz*dy] 

(ÛJ  -j  ’ • 

Comparant  cette  différentielle  avec  la  proposée , on 
voit  d’abord  qu’il  faut  supprimer  le  facteur  général 
et  constant  3 ; ensuite  que  xz  doit  être  pris  positif , 
et  za  négatif  : ainsi  la  vraie  intégrale  de  la  proposée 
(a)  est 

xz  — z*  , 

^ h const. 


5 x*y 


Si  la  formule  différentielle  qu’on  veut  intégrer  était 
celle  homogène  du  degré  — î . 

4xydx  + x'dy 

syxa  ' ' * 

la  méthode  appliquée  directement  donnerait 

ce  qui  est  un  résultat  absurde  ; mais  si  l’on  avait  passé 
les  variables  du  dénominateur  de  la  proposée  (e)  dan* 
le  numérateur,  cette  formule  serait  devenue 

ax-'dx  -f-  i y~'dy  -, 

d'où  l’on  voit  qu’elle  se  réduit  à deux  termes  qui  sont 
des  différentielles  logarith (biques  , et  il  est  aisé  d'en 
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a plusieurs  variables. 
conclura  que  la  vraie  intégrale  de  (e)  est 

l ) ■+■  const- 

3a^.  En  dilFérentiantun  raonome  kxmy*s? . . . . d’un 
degre  quelconque  m -f-  n -f-  p + etc. , quels  que  soient 
ces  exposans,  on  a la  différentielle 

mAxm~'ynzf . . . .dx  n A xmyn~'z/ . . ..dy 

■f- pA.xmynzf~ 1 . . . ,dz-\-  etc (a). 

Or,  j’observe  i°.  que  cette  fonction  différentielle  est  ho- 
mogène ; a°.  qu’elle  renferme  autant  de  termes  qu’il  /a 
de  variables  ; 3°.  que  chaque  terme  renferme  toutes 
les  variables  , ou  que  du  moins  si  l’une  des  variables 
manque  dans  l’un  des  termes  , sa  différentielle  s’y 
trouve,  ce  qui  aura  lieu  si  l’exposant  primitif  de  cette 
variable  est  l'unité. 

Ainsi  toute  fonction  différentielle  entre  un  nombre 
quelconque  de  variables  qui  sera  exacte  , et  qui  rem- 
plira ces  trois  conditions,  pourra  être  intégrée  com- 
plètement par  la  règle  enseignée  à l'article  3i8,  et 
aura  pour  intégrale  un  monome  renfermant  toutes  ces 
variables.  . 

Cela  posé  , étant  proposé  d’intégrer  une  fonction 
différentielle  hétérogène  entre  plusieurs  variables , et 
exacte  , on  rassemblera  entre  eux  tous  les  termes 
qui  auront  les  trois  conditions  requises  ci-dessus  pour 
les  différentielles  des  monomes  , et  tous  ces  rassem- 
ble mens  étant  faits  de  justesse , puisque  la  différen- 
tielle proposée  est  supposée  exacte  , on  Us  intégrera 
chacun  particulièrement , en  se  servant  de  la  méthode 
de  l'article  3i8.  La  somme  de  toutes  ces  intégrales  sera 
la  vraie  intégrale  de  la  proposée. 


8 INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
Exemple.  Intégrer  la  fonction 


j + voix- agi +Mz 
<“Vy  3 lV 

T 

\/zây  d\[/y 
a\/y  z 


x^/yd* 

? 


Le  premier  terme  renferme  les  trois  variables  x,y,  t, 
et  est  du  degré  — £ : conséquemment  je  cherche  deux 
termes  parmi  les  six  derniers  de  la  fonction  proposée  , 
qui  soient  du  même  degré  que  le  premier,  dont  l’un 
soit  multiplié  partir  , l'autre  par  dz  , et  qui  contiennent 
les  trois  variables.  Je  trouve  que  les  cinquième  et  der- 
nier termes  satisfont  à ces  conditions  ; je  forme  donc  le 
premier  rassemblement 


xdy 

2z  Vy 


dont  je  trouve  , par  le  moyen  de  la  méthode  enseignée 
à l’article  3i8,  que  l’integrale  est 

" ' 1 1 / 

xVy  _ *xVy  , **Vy  _ =y\/y  ,a) 

Z Z Z Z 


Le  second  terme  de  la  proposée  étant  du  degré  a , 
et  ne  contenant  que  les  deux  variables  x et  z , il  est 
aisé  de  voir  que  son  conjugué  est  le  quatrième  terme 
x*dz  : ainsi  le  second  rassemblement  est 

axzdx  -1-  x^dz , 

* " 

dont  l’intégrale  est 

| x*z  -f-  -J-  x’z  ou  x*a ( b ). 

Enlin  les  deux  termes  restans  qui  sont  les  troisième 
et  sixième , ayant  lçs  trois  conditions  requises  , j’ai  le 
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troisième  rassemblement 

3 

— dz\/y  dyyz 

~zyz'~~*Vÿ’ 

dont  l’intégrale  est 

— t v'Wy  — ! t/zt/y  ou  —VWy- • • •(<-)• 

Rassemblant  les  intégrales  particulières  (a  ) , (£)  et 
(c) , il  vient  pour  l’intégrale  totale  de  la  fonction  diffé- 
rentielle proposée , la  quantité 

— — -f-  x*z  — y z y'y  -f-  const. 

7» 

3aa.  Mais  lorsque  la  fraction  différentielle  qu’on 
veut  intégrer  a un  dénominateur  multinome  , la  sépara- 
tion indiquée  dans  l’article  précédent  pour  former  des 
assemblages  intégrables  par  la  méthode  de  l’article  3i8, 
ne  peut  s’exécuter  directement,  et  il  faut  alors  recourir 
à l’artifice  suivant.  v 

On  fera  le  dénominateur  de  la  fonction  différen- 
tielle proposée , égal  à une  seule  variable  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  cette  fonction;  on  déduira  de  l’égalité 
qu'on  a formée  , la  valeur  de  l’une  des  anciennes 
vàriablcs  que  F on  substituera  dans  la  proposée  , ce 
qui  transformera  cette  dernière  en  une  fonction  diffé- 
rentielle dont  le  nombre  des  variables  sera  le  même  ’ 
dans  le  numérateur  , mais  dont  le  dénominateur  ne 
sera  plus  qu'un  monome  à une  seule,  variable  ; ainsi 
on  rentrera  dans  le  cas  précédent , et  “lorsqu'on  aura 
intégré  la  transformée , on  y substituera  la  valeur  de 
la  nouvelle  variable  introduite  en  fonction  des  an-  ' 
ciennes,  ce  qui  donnera  la  vraie  intégrale  de  la  pro- 
posée. 
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10  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
Exemple  I.  Intégrer 

xdy  — xdz  -{-  zdx  — ydx 
(x  — y+z~ÿ  y 

Faisons  x — y -f-  zxz  g , d’où 
y x-{-z  — et  dy=zdx-\-dz  — i d'. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (a)  , on  a la 
transformée  ^ qui , étant  homogène  du  de- 
gré — i , a pour  intégrale 

£r  ( 1 — i ) x , _ . 

TT. } T OU  - ( art.  3ao)  : 

è ( 1 — 1 ) S 

remettant  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  on  aura 
x 


/(«)  = 


x—y  + z 
Exemple  II.  Intégrer 

dx  -f-  x2dy  -1-  dy  -J-  y*dx 

(xy  — » )* 

/ 

Faisant  \ — xy — î , d’où 


-f-  const. 


.(*)• 


y — 


et  dy^-^—i  ■ 


x% 


ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (b)  , on 
a la  transformée 

Cdx  xd%~ | dx  r dç  jÆr  ~1 

T "FJ  **  "**  5**  J * 

dont  l’intégrale  est 

ï+'x  + ïl(art3a')} 
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donc  l’intégrale  de  la  proposée  est,  toutes  réductions 
faites , 


xy—  1 


-f-  const. 


3a3.  Voici  une  autre  méthode  pour  intégrer  les 
fonctions  différentielles  du  premier  ordre  à plusieurs 
variables  et  exactes  , qui* pose  sur  un  principe  très- 
simple  , et  dont  nous  étendrons  l’usage  jusqu’aux  diffé- 
rentielles à plusieurs  variables  qui  renferment  des  quan- 
tités transcendantes  de  variables. 


Nous  avons  démontré  â l'article  19,, que  représen- 
tant par  U une  fonction  quelconque  des  variables 
x,y,  x on  avait 

efU  = d* U -f-  dy U -f-  -f-  etc.  £ équat.  (27)]  ; 

donc  indiquant  par  /*,/>,  /* les  intégrais 

particulières  d’une  fonction  différentielle  de  plusieurs 
variables  x,y,z  ....,  en  n’y  considérant  comme 
variable  que  celle  placée  comme  exposant  du  signe 
d’intégration  f,  on  aura  pour  le  cas  où  U est  un  po- 
lynôme rflont  chaque  terme  est  affecté  de  toutes  les 
variables  x , y , x.. . .,  et  toujours  pour  le  cas  de  U 
monome , la  suite  d’égalités 

U = fxd*  U = pd*V  =f‘d*U , etc (a), 


ou  représentant,  comme  à l’article  20,  par  fz(Uy, 

y>(U)  , y*(U) les  coefiiciens  de  dx , dy,  dz 

dans  les  différentielles  partielles  effectuées  , on  aura  la 
suite  d’égalités  (a)  qui  deviendra 

V=f*f*(TJ)dx==fyfy(U)dy=f‘f'  (U  )dz , etc ...  (281)  ; 

donc  , généralement , pour  intégrer  une  fonction  diffé- 
rentielle hétérogène  du  premier  ordre  entre  un  nombre 
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quelconque  de  variables , il  faut  rassembler  tous  les 
termes  qui  renferment  chacun  les  mêmes  variables  , et 
qui  sont  successivement  multipliés  par  la  différentielle 
de  l'une  de  ces  variables , en  regardant  comme  termes 
qui  renferment  toutes  les  variables,  ceux  où  l'une  d'elles 
manquerait , mais  qui  serait  multipliée  par  ladijféren~ 
tielle  de  la  variable  absente.  On  formera  autant  de 
pareils  rassemblcmens  quon'le pourra , et  chacun  d'eux 
sera,  si  la  proposée  est  exacte,  la  différentielle  d'un 
monome  ou  d'un  polynôme  dont  chaque  terme  est  affecté 
de  toutes  les  variables  qui  se  trouvent  dans  le  rassem- 
blement différentiel  correspondant  ; ensuite  on  intégrera 
dans  chaque  rassemblement  les  seuls  termes  affectés 
d’une  même  différentielle  de  variable  par  rapport  à 
cette  seule  variable  ; et  la  somme  de  toutes  ces  inté- 
grales particulières  sera  F intégrale  totale  demandée. 

^Exemple  I.  Intégrer 


y’dx  -f- 


V'yd* 

ay/x 


+axydy (o). 

3 iV 


Tous  les  termes  de  cette  fonction  différentielle  ren- 
fermant toutes  les  variables  x ety,  forment  un  seul 
rassemblement,  et  son  intégrale  , si  elle  est  exacte,  ne 
peut  être  qu’un  polynôme  dont  chaque  terme  est 
affecté  des  deux  variables  x et  y.  Donc  intégrant  par- 
ticulièrement par  rapport  à l’une  des  dei»  variables  , 
par  exemple,  celle  x,  on  a 


3 

m — —y'x + • (*)• 


En  intégrant  particulièrement  par  rapport  à ^ 
on  a 


( 


Digitized  by  Google 


t 4 


X PLUSIEURS  VARIABLE*. 


i3 


/(a)= fy(j^  ■4^+*xydy)  — v>\/^+^ya-‘(0- 

Ces  deux  résultats  étant  identiques,  nous  prouvent  que 
la  proposée  est  exacte , et  que  nous  avons  trouvé  sa 
vraie  intégrale. 

Exemple  II.  Intégrer 


bpyriz — ^bdy  y/y-f-apzilx4-n<lxv^v — bpzrty — ;axy  ady — apxdz 


( Vy  -+-  p z) 

Faisons  ^/y  -f-  pz  =s  g , d’où 

,=£=Li4  et  & = 

p p *pVy 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  ( d ) , réduisant 
et  faisant  les  rassemblemens  convenables  prescrits  dans 
la  règle  précédente  , parce  que  les  trois  variables 
x,y  et  ^ ne  se  trouvent  pas  réunies  dans  chaque 
terme  de  la  transformée,  on  aura 

[^-^]  + [2f-=f].....  M. 

Prenant  l'intégrale  particulière  du  premier  rassemble- 
ment par  rapport  à y , et  l’intégrale  particulière  du 
second  par  rapport  à x,  oa  aura 

ai>--pÈL.+ — ’sl 


(d). 


•+ 


aqc 


i ' J t r ï" 

Les  intégrales  particulières  des  premier  et  second  ras- 
serablemens  par  rapport  à £ auraient  donné  le  même 
résultat  (f)  ; donc  on  a réellement 
* 

■ by 


/(«)  =» 


ax  - 


+ comst.  j 


/ 


Digitized  by  Google 


1 4 INTÉGRATION  DES  FOXCT.  ET  ÉQUATIONS 


et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  $ , on  a.pour  la  vraie  intégrale  de  la  proposée  (d)  , 
la  formule 


ax  — by 

Vy  + pz 


-f-  const. 


3a  4-  Remarque.  11  peut  arriver  que  dans  les  rassem- 
blemens  prescrits  suivant  la  règle  de  l’article  précédent , 
il  y ait  des  termes  dont  l’intégrale  particulière  se  trouve 
fort  aisément , et  d’autres  dont  l’intégrale  particulière 
soit  fort  difficile  à trouver  ; il  est  donc  alors  à propos, 
lorsqu’on  a pris  dans  chaque  rassemblement  l’intégrale 
particulière  la  plus  aisée  à obtenir , de  vérifier  l’exac- 
titude de  la  proposée , et  par  conséquent  la  réalité  de 
l’intégrale  totale  trouvée  , non  en  cherchant  l’identité 
des  intégrales  particulières  de  chaque  terme  dans  cha- 
cun des  rasSemblemens  , ce  qui  serait  trop  difficile 
d'après  la  supposition  précédente  , mais  en  différep- 
tiant  le  résultat  trouvé , et  en  examinant  si  la  formule 
différentielle  obtenue  par  le  calcul , est  identique  avec 
la  proposée.  Par  exemple , si  l’on  avait  à intégrer  la 
fonction  différentielle 


a dy  — y ( 5x* — a)  dx 
a \/(x3  — ax  b )3 


il  faudrait  prendre  l’intégrale  particulière  du  terme 

dy  . 

p , que  1 on  trouve  sans  peine  etre 


V/(x3- 


-ax 

J. 


V/Cx3—  ax'+bÿ  et  au  Iieu  de  prendre  rintéSrale 

particulière  du  second  terme  - — 
r a y/(  x3  — ni  + b y 

pour  vérifier  si  le  résultat  qu’on  obtiendrait  serait 

identique  avec  celui  obtenu  par  l'intégration  paiticu- 
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lière  du  premier  terme,  et  par  conséquent  si  ce  ré- 
sultat est  l’intégrale  demandée,  il  est  plus  simple  de 

differentier  la  première  intégrale  y 

* V/(x'3  — ax  + b)3  * 

et  de  voir  si  sa  différentielle,  est  identique  avec  celle 
proposée  (a).  C’est  ce  qu’on, trouve  être  vrai  dan* 
l’exemple  actuel  ; donc,  etc. 

3a5.  En  differentiant  un  monome  variable , tel  que 

(*0",  41  Clair  que  si  dans  le  terme  où  on 

différente  partiellement  par  rapport  à lx , on  met  la 

valeur  — - de  dix , ce  terme  sera  d’un  degré  moindre 

d une  unité  que  les  autres  , lesquels  sont  homogènes 
entre  eux,  en  considérant  la  variable  logarithmique' lx 
comme  les  variables  algébriques  ^ ,z...}  donc  d’après 
cette  remarque  et  la  méthode  enseignée  à l’article  3a3 
il  sera  très-aisé  d’intégrer  les  différentielles  exactes  où 
il  entre  des  logarithmes  de , variables  telles  que  lx  • 
car  mettant  dans  le  terme-  où  lx  est  d’un  degré  moindre 
d une  unité,  la  quantité  xdlx  à la  place  de  sa  valeut 
dx , on  rétablira  l’homogénéité  nécessaire  aux  termes 
de  chacun  des  rassemblemens  qu’on  doit  former  pour 
1 exécution  de  la  règle  prescrite  à l’article  3a3. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  l’exemple  suivant. 

Intégrer  la  fonction  différentielle  et  transcendante 
SyQxydx  a (Ixfydy  zdy  ydz 

*Vyy  (fyy  i\ 


_ 2y(lx)\ly  zydr 

(Ô03  k (/£) 


Je  vois  que  des  trois  termes  qui  sont  chacun  fonc- 
tions des  seules  variables*  ou  de  leurs  logarithme* , 
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savoir,  les  premier,  second  et  cinquième  termes  ; le 
premier  a la  variable  Ix  élevée  à une  puissance  moibflre 
d’une  unité  que  les  deux  autres,  et  le  dernier  a l’ex- 
posant — 3 de  ly  moindre  d’une  unité  que  celui  *—  2 
de  la  même  variable  dans  les  deux  premiers  termes. 
Je  substitue  donc  xdlx  à dx  dans  le  premier  terme, 
et  ydly  à dy  dans  le  troisième  des  trois  termes  en 
question.  De  même  l’exposant  — 2 de  dans  le  der- 
nier terme  du  polynôme  différentiel  (a)  , étant  moindre 
d’une  unité  que  celui  — 1 de  la  même  quantité  dans 
les  troisième  et  quatrième  termes  qui , comme  le  der- 
nier, sont  fonctions  des  seules  variables  z,  y et  Ç •,  je 
, substitue  à la  place  de  d\  sa  valeur  ; ces  substi- 
tutions étant  faites  , et  opérant  les  rassemblemens 
prescrits  par  la  règle  de  l’article  3a3  , j’ai 

r*3 y*(Zx)*<fZx  2 (Ix'Ÿydy  zyl  (/x)3d/y~l 

+ C iyÿ  Oyy  . J 

rzdy  , ydz  zydl%~\ 

Lis  il 

dont  l’intégrale  est 


/ 


•yq(lxYydy 

t lyy 


rzdy  —.yV*) 

J il  ~ (ly)' 


s 


const. 


Il  est  aisé  de  vérifier , d’après  une  des  méthodes  ensei- 
gnées précédemment , que  cette  dernière  quantité  est 
la  vraie  intégrale  de  la  formule  différentielle  pro- 
posée (a)y 

3z6.  11  peut  arriver  que  dans  un  polynôme  diffé- 
rentiel dont  une  partie  des  termes  est  affectée  du  lo- 
garithme d'une  variable , et  dont  l’autre  partie  est 
algébrique , il  y ait  dans  ces  derniers  termes  quelqu’un 
d’eux  qui  doive  s’assembler  avfcde  ceux  transcendans , 

puisque 
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puisque  Ix  étant  élevé  à la  seule  première  puissance  # 
dx 

sa  différentielle  — ne  laisse  plus  aucune  trace  de 
x 

transcendance  ; mais  il  est  aisé  , lorsqu’on  a un  peu 
l’usage  du  calcul , de  trouver  parmi  les  termes  différen- 
tiels algébriques  , ceux  qui , si  la  proposée  est  exacte  , 
doivent  se  grouper  avec  des  transcendans.  Par  exemple  ■ 
suit  proposé  d’intégrer  ■ * 

e 

xdylx-\-ydxlx- j-  xdz  -t-yrfx-f-  zdx (a). 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  troisième  èt  dernier  termes 
de  ce  polynôme  différentiel  ne  peuvent  être  assemblés 
avec  les  deux  premiers,,  puisqu’ils  sônt  affectés  de  la 
variable  z qui  n’est  pas  dans  les  deux  premiers  termes  ; 
donc  le  terme  cherché  renfermant  la  différentielle  de 
Ix,  ne  peut  être  que  l’avant-dernier  terme ydx  de  (a)  : 
en  effet  , y substituant  xdlx  à dx , et  groupant  à 
l’ordinaire  les  termes  de  la  proposée  (a),  elle  devient 

[_  xdylx  -f - y dxlx  -f-  y xdlx  ] -f-  £ xdz  -f-  zdx  J , 

et  son  intégrale  est  « 

= pxlxdy  -j-  p xdz  ~ xylx  -j - xz -f-  const. 

327.  Nous  n’âvons  précédemment  considéré  parmi 
les  différentielles  exactes  qui  renferment  des  transcen- 
dantes logarithmiques , que  celles  où  se  trouvent  les 
puissances  quelconques  des  logarithmiques  d’une  seule 
. variable  : examinons  maintenant  tous  les*  autres  cas  , 
lesquels  peuvent  être  réduits  aux  suivans  : 
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d[ymVxp)"l  = Upy  (/Xp  -'^r  +m (a); 

, r yL~l  ~ _ "py-ffL  (i); 

d L(terJ ~~~  (lx!T  x(lxrY+l  w 

ngrymCU^)]— ' 'dz  +m[/ Cx?*9)]"/"— «*y . . . (c) ; 
p y"  -J  _ mym~'dy npymdx 

d Lll  C^’)T‘J  “ lL  )J  x C /Cac^**) 3"+‘ 

nqym.dz  (d)  . 

w *Î^(^S*ÏPÎ’, ; 

. _ _ rcnpy"  T l(ax>±  a»)T ~'x^'dx 

d[ymV  {axP±zm  = aj,  ±^i 

nqym[_l  (axP  =fa 
—*  ax p ± z.9 

4.  m [_  l(  axP  ± zi  )yym^'dy («)  ; 

> 

G*  ym  n — mym~'dy 

[/  (axf  rt  a9 )]“J  ~ [/ (ax? ±z9)p 

anpymxP~'dx , ! 

“ (ax^^iC^ax^iia*)]^1 

nqymzi~'dz  -■  ' ^ /y . 

% ( axP  ±.  a9  ) [T(  axP  ±.  z9  

d [y*[  l(axP±.b )]*  = mym-'dy  ll(,axr±b)¥ 

anpy -G/(qjp±M:y'y^ . 

y aÔcP±jb  »'• 

Ey”*  ' “] mym~'dÿ 

[/(«x'îfcéjj'd  — {^(«x^Ü)]* 

. anpymxP~'dx  rirt; 

(fcxHfcé)  [*( ax? ± 6 ) 3*2 

* 
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11  est  aisé  de  voir,  i°.  qu’on  rendra  homogène  chacune 
des  deux  équations  (a)  et  (è) , en  substituant  à dx  sa 
xd  (IxP) 


Valeur 


a*.  Que  quand  on  aura,  comme  dans  les 


équations  (c)  et  (d) , des  termes  affectés  de  logarithmes 
de  produits  de  plusieurs  variables  x,  y. . . élevées  à 

des  puissances  quelconques  p , q , on  aura  autant 

de  termes  flans  lesquels  la  puissance  du  logarithme  sera 
moindre  d’une  unité  que  la  plus  haute  puissance,  qu’il 
y aura  de  variables  dans  le  produit  affecté  de  la  lettre 
caractéristique  l , et  qu’ainsi  on  rendra  ces  termes 
♦omogènes , en  substituant  respectivement  à dx,  dz...\  , 
dans  les  termes  affectés  de  ces  différentielles , leurs 

valeurs  C*' etc.  3-,  Qu. 

p....  q... 

s’il  se  trouve  dans  une  fonction  différentielle  exacte 
qu’on  veut  intégrer , des  logarithmes  de  polynômes  dont 
tous  les  termes  sont  variables  comme  dans  les  équa- 
tions (e)  et  (/),  ou  partie  variables,  partie  constans 
comme  dans  les  équations  ( g ) et  (A)  , il  faut  grouper 
,les  semblables  ; et  lorsqu’on  voudra  ou  qu’on  sera 
obligé  d’intégrer  partiellement  par  rapport  au  loga- 
rithme du  polynôme  variable  , il  faudra  faire  ce  poly- 
Ijome  affecté  de  la  lettre  caractéristique  l,  égal  à une 
variable  quelconque  étrangère  à la  fonction  donnée  , 
ce  qui  réduira  à un  seul  terme  variable , tous  les  termes 
variables  du  polynôme  ; et  alors  il  sera  fort  aisé  de 
prendre  l’intégrale  partielle  du  logarithme  du  polynôme 
transformé  par  rapport  à ce  logarithme  d’une  seule 
variable.  ■ . ' • 1 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  un  exemple , en  nous 
proposant  d’intégrer  la  fonction  différentielle  * 

2.. 
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dx(  1)  6 suxdxlKx?  + u)],(a)  _ Vxdy(& 

ay\/x  + u y 1 

ay<kc(5)  . mym~‘dy(6-y 
+ i[/(x*4-u)]  du(4)r)  - f- 

ymr/z.  (7)  mym~'lzdy  ( 8 ) _ npymdx  (9) 

“ z ( lx'  )"+*  (lxr)n+'  y.  x [ l ( xni  )]”+‘ 

p ( n+ 1 ) ymlzdx  (10)  3su  [/(x*  -f-  Ùy^du  Q 1) 

‘ X (lx?)’'**  x*-f-u 

-j-  axdy.ii-l  — axydzSi^.  .{■  u u)]3&  04) 

z 2» 

w7ymiJz  (i5)  / jy 

, 

dans  laquelle  les  indices  (1) , (2) marquent  le  rang 

des  termes  où  elles  se  trouvent. 

Pour  faire  les  rassemblemens  prescrits  par  la  règle 
de  l’article  3s3 , nous  commencerons  par  ceux  des 
termes  algébriques  et  qui  n’offrent  aucune  difficulté  , 
savoir,le  terme  (1)  avec  celui  (3) , ensuite  les  termes  (5),. 
(13)  et  (î  3).  Passant  aux  termes  transcendans,  nous  ob- 
serverons que  le  terme  (s)  doit  avoir  ses  conjugués  dans 
ceux  (4)  , (1 1 ) et  ( 14)  ; cependant  il  paraît  y avoir 
dans  ce  rassemblement  un  terme  de  trop , puisqu  il  n ÿ 
a,  à proprement  dire,  que  trois  sortes  de  variables  à y 
considérer , savoir  , u , s et  l ( x3  + u ) ; mais  il  est  aisé 
de  voir  , après  un  peu  de  réflexion , que  les  second  ' 
et  onzième  termes  se  réduisent  à un  seul.  En  effet, 

(2) + 00- ^^-^-(axdx  + dü) 

_ Su6[J(x^+^?d(x;-fn)  U)]’d/(x*+u); 


\ 
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ainsi  l’assemblage  des  quatre  termes  (a),  (4),  (n) 
et  (î/Q  ne  donne  qu’un  trinôme  homogène  du  troi- 
sième degré  qui  satisfait  aux  conditions  exigées  par  la 
règle  de  l’article  323.  • 

Le  terme  (G)  a évidemment  ses  conjugués  dans  les 
termes  (g)  et  (i5),  et  le  trinôme  (G)  — (9) — (i5) 
peut  se  ramener  à un  simple  binôme  entre  deux  va- 
riables y et  En  effet, 

<9)+C5)=(7(^(^  + ^> 

Mais  ce  dernier  facteur  binôme  peut  s’écrire  sous  la 
forme  * * 


px?~'dx  , qzi~'dz  zid.xP-\-x?d.zi 
xP  1 zi  ~ ârtâ» 


donc 


d (xPzi') 
xrzi 


— dl  ( x?zi  ) ; 


.(9)  + (i5)  = 


nym  dl  ( xPzi  ) 


ainsi  l’assemblage  de  ce  terme  et  de  celui  (G)  donne 
un  binôme  homogène  du  dé£ré  m — n—  1 entre  les 
deux  variables  y et  l • 

e 

Enfin , les  conjugués  du  terme  (7)  sont  ceux  (8)  et 
{1  o)  , et  il  est  aisé  de  voir  que  l’on  rendra  le  trinôme 
(io)  — (7)  — (8)  homogène  du  degré  m — n — 1 entre 
les  trois  variables  y , h et  Ix?,  en  mettant  dans  le 
terme  (10)  la  quantité  d.lx?  à la  place  de  son  égale 

, et  substituant  dans  le  terme  (7)  la  différentielle 


d h à la  place  de  son  égale 


f 
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rassembler  la  fonction  différentielle  proposée  ( i)  ainsi 
qu’il  suit  : v 

LC*)-(3)]+[(5)+(i3)-(i3)]+[(2)+(4)+(ii)+(i4)l 
-K(6)-(9)-(i5)3+[(io)-(7)-(8)J (A); 

et  intégrant  partiellement  dans  chacun  de  ces  rassem- 
blemens  ; un  seul  terme  à volonté , et  par  conséquent 
le  plus  aisé  à intégrer  , on  aura  , si  la  fonction  diffé- 
rentielle proposée  (t)  est  exacte  , 

/(0=—  + fZ2±+f'‘lK*+u)ysdu 

myn~'dy  /^mym~'Izdy  \/'x  ayx 

V OÏ&t'u*  ~~  J (lxry+l  ~ y + z 


+ [ l (jr'-f  u)]3su  -f 


ymlz 


[/(X^)]“  (/x'')"4 


const. 


Si  nous  avions  voulu  prendre  l’intégrale  partielle  du 

troisième  assemblage  [ form.  (A)]  , par  rapport  à 

i (x*  -}-  u)  , nous  aurions  fait 

. , ,,  , . dt  — du  * 

d ou  xdx  = , 

2 « . . ' 

• 

et  mettant  ces  valeurs  dans  lçs  second  et  onzième 
termes  d#  la  proposée , ils  se  seraient  réduits  au  seul 

tenue  ^ ou  3 us  (ltyd.lt,  dont  l’intégrale 

partielle  fh  est 

IM  ( uy  — us  1 1 (x*  + u )]*, 

comme  nous  l’avons  déjà  trouvée  par  l’intégration  par- 
tielle par  rapport  à u du  quatrième  terme  de  la  pro- 
posée (i). 

3s8.  Remarque  L II  nous  serait  aisé  de  démontrer 


U 


Digitized  ty  Google 


A PLUSIEURS  VARIABLES.  ft3 

de  même  que  nous  l’avons  fait  précédemment  relative- 
ment aux  différentielles  exactes  affectées  de  logarithme* 
variables  , qu’on  pourrait  aussi  se  servir  de  notre  mé- 
thode d’intégration  partielle,  pour  intégrer  les  fonc- 
tions différentielles  exactes  renfermant  des  arcs  de 
cercle  variables  , c’est-à-dire  ayant  pour  lignes  trigo-^ 
nométriques des  fonctions  variables  dex,  y,  z. . Maià 
à cause  qu’un  peu  de  réflexion  de  la  part  de  nos 
lecteurs,  suppléera  aisément  aux  démonstrations  que 
nous  donneriohs  , et  qui  exigeraient  un  trop  grand 
échafaudage  de  formules  et  de  calculs , et  que  d’ailleurs 
des  quantités  transcendantes  par  les  arcs  de  cercle , oa 
peut  revenir  à celles  transcendantes  par  les  logarithmes 
féquat.  (186). . .(îgi)],  nous  passerons  outre. 

339.  Remarque  II.  Si  dans  l’intégrale 
JJ  [=  F (à, y,  *....)] 

«* 

de  la  différentielle  exacte  dU  qu’on  veut  intégrer  , rly  a 
quelqu’une  des  quantités  transcendantes  élevée  à la 
première  puissance  , et  non  multipliée  par  ufie  fonc- 
tion algébrique  ou  même  transcendante  ; alors  la  diffé- 
rentiation ne  laissant  plus  aucune  trace  de  ces  quantités 
transcendantes  , la  différentielle  dU  ne  se  présente  plus 
que  sous  une  forme  purement  algébrique  , et  par  con- 
séquent, il  sera  extrêmement  long  et  difficile,  même 
pour  le  calculateur  le  plus  exercé  , de  réduire  la  pro- 
posée dU  sous  une  forme  qui  mette  en  évidence  les 
différentiellesdes quantités  transcendantès.  Par  exemple, 
ce  ne  pourra  être  que  par  tâtonnement  et  après  un  grand 
nombre  de  tentatives,  qu’on  parviendra  à mettre  la  fonc- 
tion différentielle 

y1  y/W.r -4-4j  \Zxdy — la x'dy-r^iy'xdy — yxdx — zy  y/rix 

3 iy*x  v'ar-HLr3 


#4  intégration  des  fonct.  et  équations 
jous  la  forme 

dx  , dx  n \/xdx 

y yV*  y*  , 


Vx — y 


* + 


4c 

y 


#qui  est  favorable  à l'intégration  , et  d’où  l’on  conclut 
sans  peine  que  l’intégrale  de  la  proposée  est 

i ( v/ x — y)—"  arc  (tang  = + const. 


CHAPITRE  IL 

Des  équations  différentielles  du  premier  ordre  à 
plusieurs  variables  , et  examen  • des  formes 
quelles  doivent  avoir  apres  la  différentiation  ' 
immê  iale  des  équations  primitives , dans 
lesquelles  on  a isolé  la  constante  qui  doit 
être  éliminée. 


33o.  Une  équation  différentielle  qu’on  veut  inté- 
grer , et  dans  laquelle  tous  les  termes  sont  réunis  dans 
un  seul  membre  , se  présente  presque  toujours  sous 
la  forme  d’un  polynôme  différentiel  égalé  à zéro , dont 
les  termes  stfnt  privés  de  dénominateurs  , et  n’ont  pas 
<le  facteurs  communs  ; car  s’il  y avait  eu  des  dénomi- 
nateurs dans  quelques  termes  , ils  auraient  disparu  par 
la  multiplication  de  l’équation  par  le  produit  de  ces 
dénominateurs , et  s’il  y avait  eu  un  facteur  commun  , 
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?1  aurait  disparu  par  la  division  de  l’équation  par  ce 
facteur  commun.  , 

Or,  l’équation  primitive  de  l’équation  différentielle 
proposée; , peut  avoir , i°.  1?  constante  qui  a disparu 
dan*  la  différentiation , combinée  avec  les  termes  va- 
riables par  simple  voie  d’addition  ou  de  soustraction , 
et  alors  elle  a pu  être  isolée  dans  un  seul  membre  de 
l’équation  primitive  sans  donner  de  dénominateur  au 
polynôme  variable,  a®.  Cette  même  constante  peut  être 
combinée  dans  l’équation  primitive  par  voie  de  multi- 
plication avec  des  termes  friables , et  alors  elle  n'a  pu 
être  isolée  dans  un  seul  membre  qu’en  donnant  un  dé- 
nominateur variable  à l’autre  membre. 

331.  Considérant  d’abord  les  équationsprimitives  où 
la  constante  éliminée  ne  se  combine  que  par  voie  d’ad- 
dition ou  de  soustraction  avec  les  termes  variables  ; 
j’observe  , i°.  que  si  dans  une  pareille. équation  tous  les 
termes  variables  sont  algébriques , et  si  les  exposans  des 
variables  sont  des  nombres  positifs  entiers  ou  fraction- 
naires , mais  ]>  1 ; enfin , s’il  n’y  a pas  de  facteur  va- 
riable commun  à tous  les  termes  du  polynôme  variable  , 
ou  du  moins  si  ce  facteur  n’est  élevé  qu’àja  première 
puissance  dans  l’un  des  termes  ; alors  la  différentielle 
de  cette  équation  sera  la  différentielle  exacte  du  po- 
lynôme variable  de-  l’équation  primitive  , ce  qu’on 
pourra  reconnaître  à priori  par  les  méthodes  enseignées 
à l’article  54;  ainsi  l’intégration  de  l’équation  différen- 
tielle proposée  s'obtiendra  dans  Ce  cas-là , comme  celle 
des  fonctions  différentielles  exactes  que  nous  avons 
appris  à intégrer  dans  le  chapitre  précédent. 

332.  a1?.  Si  tout  restant  dans  l'équation  primitive 
Çpnsrne  dans  le  cas  que  nous  venons  d’exautiner , avec 
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cette  seule  différence  que  nous  supposerons  ici  que 
quelqu'un  des  exposans  des  variables  est  positif , frac- 
tionnaire et  < 1 , alors  la  différentiation  par  rapport 
à ces  variables , rejetant  dans  des  dénominateurs  ces 
mêmes  variables  avec  des* exposans  fractionnaires  , et  * 
ces  dénominateurs  ayant  disparu  dans  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  , celïe-*ci  ne  sera  plus  la  différen- 
tielle exacte  du  polynomé  variable  de  l'équation  pri- 
mitive. Mais  il  est  assez  aisé  dans  ce  cas-là  , de  rame- 
ner la  proposée  à la  forme  convenable  qui  rend  son 
polynôme  différentiel , la  différentielle  exacte  du  poly- 
nôme variable  de  l’équation^rimitive. 

333.  3°.  Si  tous  lés  termes  du  polynôme  variable  de 
l'équation  primitive  sont  multipliés  par  un  facteur  variable 
dont  l'exposant  est  > i , alors  il  est  évident  qu 'après 
la  différentiation , il  restera  encore  un  facteur  variable 
commun  à tous  les  termes  de  la  différentielle  qui  a 
disparu  dans  l’équation  proposée  ; ainsi  il  faudrà  ré- 
tablir ce  facteur  pour  pouvoir  effectuer  l’intégration. 

334.  4°.  Si  eyfin  il  y a dans  l’équation  primitive  des 
termes  variables  transcendans , et  si  ccs  quantités  trans- 
cendantes sont  isolées,  c'est-à-dire , non  affectées  de 
facteurs  variables  algébriques  ou  transcendans  ; alors  la 
différentiation  d'une  pareille  équation  ne  donne  que  des 
termes  différentiels  algébriques.  Mais  ceux  de  ces  termes 
provenant  de  la  différentiation  des  quantités  transcen- 
dantes , sont  affectés  de  dénominateurs  variables  qui  ont 
disparu,  dans  l’équation  différentielle  proposée  ; ainsi 
cette  dernière , sous  la  forme  où  elle  se  présente , n’est 
pas  la  différentielle  exacte  de  la  proposée. 

335.  Considérons  enfin  l’équation  primitive  lorsque 
la  constante  qui  doit  être  éliminée,  dans  l’équation 
différentielle  proposée  , est  engagée  avec  des  ternies 
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variables  par  voie  de  multiplication  -,  et  pour  fixer  le* 
idées , représentons  une  telle  équation  par  celle 

F ( x ,y. . .)  + cf(x,y. . .)=o. . . .(a) , 

, , 1 

dans  laquelle  la  lettre  c représente  la  constante  qui  ne 
se  trouve  plus  dans  la  différentielle  proposée.  DifFé- 
rentiant  l’équation  (a) , on  a 

. <*F  (x>y).  + «ÿ'(x,.y)=:0....(i); 

• ^ 
éliminant  c entre  les  équations  (a)  et  (b) , il  vient 

F (x  ,y)  df  (x  — /(x,  y)  dF  (a: , y ) = o. . . (c) 

dont  le  premier  membre  n'est  pas  la  différentielle  de 
l’équation  primitive  après  l’isolement  de  la  constante  c , 
mais  seulement  le  numérateur  de  la  différentielle 
exacte.  En  effet,  isolant  c dans  l’équation  (a)  , il 
vient  celle 

qui  étant  différentiée  donne 

F (*.,)')  df{x,y)—f{x, y)  d¥  (x,y) 

On  voit  donc  qu’il  manque  au  premier  membre  de 
• l’équation  (c)  , pour  être  la  différentielle  exacte  de 
l’équation  (a)  mise  sous  la  forme  (d)  afin  d’éliminer 
la  constante  c , le  dénominateur  £f  (x,^)]*  (*). 

336.  Il  résulte  de  cet  examen  des  différentes  formes 
que  doivent  avoir  les  équations  différentielles  , d’après 
celle^ des  équations  primitives,  qu’excepté  le  premier 


(*)  Tonte  cette  théorie  est  conforme  it  c<  que  nous  avons  dit  1 
l’article  39. 


âS  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
cas  traité  à l’article  33i , il  faut  dans  tous  les  autres  cas, 
user  de  certains  artifices  pour  ramener  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  à une  forme  convenable  à l’intégra- 
tion qui  doit  reproduire  l’équation  primitive.  Nous 
allons  finir  ce  chapitre  par  donner  un  exemplf  pour 
chacun  des  deux  pruniers  cas  (art.  35i  et  33a)  , et 
nous  traiterons  les  autres  cas  dans  le  chapitre  suivant , 
en  n’y  considérant  d’abord  que  les  équations  différen- 
tielles entre  deux  variables. 

* 

Exemple  I.  Intégrer  l équation 

( 3y  v/x-f-ay5)  dx  -f  ( a v/x3  + 6xy*  ) dy  = o . . . (a) . 

Nous  servant  de  l’équation  de  condition  (5a)[art.  54] 
pour  déterminer  si  le  premier  membre  de  la  proposée 
est  une  différentielle  exacte , nous  avons 

dy(3y\Zx  + zy!)_  ? g dJ(a  \/xH- 6*y0 

dy  • r -r  j fa 

L’exactitude  de  la  proposée  étant  prouvée , nous 
aurons,  en  nous  conformant  à la  règle  prescrite  à l’ar- 
ticle 3a3 , l’équation 

/(o)  =■  f*ayscLx:  -f- po.y/z^dy  =zy3x -f-y  \/x3  = const , 

dans  laquelle  la  constante  arbitraire  comprend  le  divi- 
seur constant  a après  la  division  de  toute  l’équation  par 
le  facteur  commun  a du  premier  membre. 

Exemple  II.  Intégrer  l'équation 

ioax,^/z<y/udy  + 2oaxy  (/u  ^/'zfdx  — 5bzdu 
— 2budz  =o (6). 

Il  est  aisé  d’obserVer  que  les  deux  premiers  termes 
de  la  proposée  renferment  les  quatre  variables,  et  rien 
que  les  différentielles  de  deux  de  ces  variables , taudis 
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que  les  deux  derniers  termes  renferment  les  différen- 
tielles des  deux  autres  variables,  et  seulement  deux  des 
quatre  variables  : il  n’y  a donc  d’autre  moyen  de  ra- 
mener la  proposée  à la  forme  convenable  aux  intégra- 
tions des  fonctions  différentielles  Exactes,  que  de  déli- 
vrer les  deux  premiers  termes  des  deux  variables  qui 
s’y  trouvent  sans  leurs  différentielles  ; c’est  ce  qu’on 
obtient*  aisément  , en  divisant  toute  l’équation  par 


, et  l’on  a 


, „ . /Sby'zdu  ab\/udz\ 

( loax'dy+aoaxydx)  — f-*— J = 


Donc  si  la  proposée  est  exactement  intégrable , son 
intégrale  est  • 

V*  /'“5  bi/zdu  , s.  . 

jy  1 oax'dy  — J — — = ax'y  — b yz yu  = const.  ; 

comprenant  dans  la  constante  arbitraire  le  facteur  o,  i 
provenant  de  la  division  de  l’intégrale  par  le  facteur 
commun*  io  du  premier  membre. 


CHAPITRE  III. 

De  r intégration  des  équations  différentielles  du 
. premier  ordre  à deux  variables. 

337.  Lorsque  le  membre  de  l’équation  différentielle 
proposée  où  se  trouvent  réunis  tous  les  termes , n’est 
pas  une  fonction  différentielle  éxacte , ou  ne  peut  s’y 
ramener  aisément  par  la  division , alors  il  faut  recourir 
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i 

à d’autres  moyens  pour  intégrer  ces  équations,  et  l’un 
des  premiers  rüoyens  qu’on  emploie , est  celui  de  la 
, séparation  des  variables,  c’est-à-dire  , que  l’équation 
différentielle  proposée  étant 

& = °. 

on  cherche  à la  ramener  à la  forme 

f(x)  dx  +f  (y)  dy—  o ; 

et  alors  on  n’a  plus  qu’à  intégrer  des  fonctions  diffé- 
rentielles dit  premier  ordre  à une  seule  variable: 

338.  La  séparation  des  variables  peut  toujours  s’ef- 
fectuer sur  les  équations  différentielles  à deux  termes  ; 
car  de  telles  équations  ne  peuvent  se  présenter  que 
sous  des  formes  dont  la  plus  compliquée  est  celle 

XY  dx  + X'Y'f/y  o (282) , 

en  représentant  par  X et  X'  des  fonctions  de  la  seule 
variable  x,  et  de  même  pour  Y et  Y'  relativement  à1 
la  variable  y.  Or  , divisant  les  deux  termes  de  l’équa- 
tion (282)  par  X'Y , on  a l’équation  séparée  * 

dx  + y dy  = °. ..  • . .(a83) , 

dont  l’intégration  rentre  dans  les'  cas  que  nous  avons 
déjà  traités  dans  la  première  section. 

33q.  Tonte  équation  différentielle  homogène  à deux 
variables  se  peut  transformer  en  une  autre,  dans  laquel  le 
la  séparation  des  variables  s’opère  fort  aisément.  Ln 
effet,  soit  représentée  par 

T (x,y)dx  +f(x , y)  dy  — o (284)  , 

une  équation  homogène  du  degré  n ; faisant 
y = xz. ....  .(285)  , 
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ôl 


d'où 


dy  — xdz  -f-  zdx  , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  ^ équation  (a8/Q  , ce  qui 
nous  donnera  la  transformée 

x"F'  (a)  dx  -f-  x"f  (a)  (zdx+xdz)  ==  o , 
ou 

lF'(z)  + zf  (a)]  dx  = ~ xf'  (a)  dz  , 
d’où  l’on  tire  l’équation  séparée 

dx f(fi)  dz 

^ ~ “ F'  (z)  + zf(z); 

et  intégrant , il  vient 


Ix 


r f w 

— J F (!) 


dz 


+ const. . . .(q86). 


I +,  zf  (*) 

Il  est  clair  que  si  l’on  fait 

x=y* (^),  ♦ 

on  trouvera  par  le  même  calcul  que  le  précédent  , 
une  équation  de,  la  forme 

/>•=-/,.  rw* 


.(288). 


f («v+rf'W*. 

Nous  avons  successivement  considéré  les  deux  équa- 
tions (s85)  et  (287)  servant  aux  transformations  res- 
pective^ de  la  proposée  en  d’autres  équations  où  les 
variables  sont  séparées , afin  que  si  l’une  de  ces  deux 
équations  conduit  à une  transformée  dont  le  second 
membre  est  trop  difficile  à intégrer  * on  recoure  à l’autre 
qui , bien  souvent , donnera  une  transformée  qui  s’inté- 
grera beaucoup  plus  aisément. 

Application  I.  Intégrer  l’équation  différentielle 
homogène 

axdx  -f-  bydx  -f-  exdy  -f-  gydy  = 0 (389). 


5J  intégration  des  fônct.  et  équations 

Si  l’on  avait  5 = e,il  est  plair  que  le  premier 
membre  de  cette  équation  serait  une  fonction  différen- 
tielle exacte  t et  l’on  prouverait  sans  peine  que  l’ift- 
tégrale  de  la  proposée  serait  • 

ax'  -f-  nbxy  -f-  gy*  — const. 

Mais  si  les  deux  coefficiens  b et  e ne  représentent  pas 
des  quantités  égales  ,1e  polynôme  différentiel  de  l’équé- 
tion  (289)  ne  pourra  jamais  être  rendu  exact , et  ce- 
pendant nous  trouverons  par  la  méthode  enseignée  pré- 
cédemment , l'intégrale  de  la  proposée  (289). 

Comparant  identiquement  les  équations  (284)  et 
(289) , on  a • 

F(x,j)  = ox  + ty  et  f(x,y)  = ex  -f-  gy. 

Ensuite  prenant  pom^jpérer  la  transformation , l’équa- 
tion (n#5)  , ce  qui , CTidemment , donnera  un  résultat 
aussi  simple  que  si  l’on  prenait  l’équation  (287)  ,•  puis-* 
que  la  proposée  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
variables,  on  aura 


F'  (z)  =a  -f  bx  et  /'(^)=e-fgz. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (286) , il  viendra 


Or,  il  peut  arriver  trois  cas  , savoir  : 


i°.4ag>  (é+e)»;  2°.  4a#  = ( &+«)%  3°.  4«g<  (*+«)*• 

Dans  le  premier  cas , nous  servant  de  l’équation  inté- 
grale 0 80)  [ art.  340  j en  y substituaut  la  lettre  s 

» 

» y 

'•>  • - 

/ 
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à celle  x ; ensuite  mettant  à la  place  de  z sa  valeur 
Q équat.  (a85)] , réduisant  et  comprenant  dans  une 

seule  constante  indéterminée  , toutes  celles  qui  se  com- 
binent avec  elle  par  voie  d’addition  et  de  multiplica- 
tion, nous  aurons  pour  intégrale  de  la  proposée,  dans 
le  cas  de  4ag  > ( ^ + eY  « , 

/(28g)  = l (gya  + (6  + e)yx  + ax*)  ' 

»(«-*)  „c  (,„5=  _W±$±ÜL\ 

\/4ag—(.b  + ey  \ x\/  4ag—(b+e)/ 

^ = const (290)» 


Pour  le  second  cas , on  a 


Or  , ces  deux  degÿers  bihotnes  différentiels  sont  res- 
pectivement dans  les,  second  et  troisième  cas  d’intégra* 
tion  immédiate  ( art.  ai  a et  zië  ) ; ainsi  effectuant  ces 

intégrations , substituant  à la  place  de  z sa  valeur  ; 

x 

faisant  attention  qu’à  cause  de  4ag=(.^~heT>  S>o^  a 

/ — b — » c * ■ • 

y ag — e = — - — , réduisant  et  comprenant  dans  une 

seule  constante  indéterminée  toute  la  fonction  des  seules 
constantes,  on  aura  pour  le  cas  de  4ag  — (J>  4*  eY» 

/Ca89)  = x(X+yVg  * 2 Vgl  ixya+y  Vs) 

= const (2g1) 

a.  3 
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, ...  i • ».  b+e  , a 

Dans  le  troisième  cas  , le  trinôme  z * H z-J — 

§■  ë 


pouvant  se  décomposer  en  deux  facteurs  réels 
(z  + m)  ( z + n),  alors  l’intégration  de  l’équatiôa 
(a)  se  réduit  à celle  des  deux  fractions  différentielles 


dz zdz 

(z  +m)(z  +n)  * (z+m)  (z  + n)’ 

ce  qui , d’après  ce  que  nou3  avons  enseigné  au  cha- 
pitre II  de  la  première  section , n’offre  plus  de  diffi- 
cultés réelles  , mais  quelques  longueurs  de  calciS  qui 
mènent  pour  le  cas  de  (6  + e)a  > fag , à l’équation 


. /(a8q)=-7=  — X 

V (è+e)J — . < 

; [W+^b+e+V _ C0Qst  . . (ag3). 

1 2gy+x[_b+c—  \/  (é+e)'-— 4ag]j 
II.  Intégrer  l’équation 

aydx — [ ax  — l/xx  +jy  = 0 (b). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(28 4) , on  a • 

F (x,y)=zay  et  f {x  ,y)—-~\_ax—)/ xx+yy'\. 

Ensuite  prenant  pour  opérer  la  transformation , l’équa- 
tion (a85),  c’est-à-dire,  substituant  dans  les  deux 
équations  précédentes  zx  à la  place  dey/,  et  suppri- 
mant x,  il  vient 

F'(z)=cz  et  /T(z)= — (a — * \/i  + zz)  ; 

enfin  substituant  ces  deux  valeurs  dans  l’équation 
(a86),ona  
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fc=/> 


— y/ 1 -f-zz)  dz 

zV(i+zz) 


=/r 


adz 


35 

/z-f- const. 


zy/  i-f-zz 

Quoique  l’intégration  de  la  fraction  différentielle 


irrationnelle  - 


dz 


j7 — ; > n offre  pas  de  grandes  difli- 

z v i -f-  zz 

cultes  d’après  ce  qui  a été  enseigné  au  chapitre  III  de 
la  première  section  ; cependant  les  calculs  à faire  sont 
assez  longs  , ce  qui  nous  engage  à chercher  ri  la  trans- 
. formation  par  le  moyen  de  l’équation  (387)  n’abré- 
gera pas  les  calculs. 

Substituant  donc  dans  les  équations 
F(.T,yO=ay  et  f(x,y) 
la  quantité  zy  à la  place  de  x , et  supprimant  y,  on  a 
F'(z)=:a  et  f (z)  = — [ az  — — 1 ]• 

ainsi  l’équation  (a88)  donnera  dans  cet  exemple 


*=~afi 


dz 


s±  -f-  const.  ; 


V*'  + \ 

d’où  l’on  déduit  tout  de  suite , par  le  moyen  de  la 
formule  (i38)  [art.  207]  , 

ly  — — ^ [*  +■  + 1 ]“•+•  const. 

Substituant  à la  place  de  z sa  valeur  - [ équat.  (287)  , 

passant  tous  les  termes  variables  dans  le  premier  menv 
bre  , mettant»/  const.  à la  place  de  const.  ; enfin 
passant  des  logarithmes  aux  quantités  naturelles , on 
a l’équation 

J y- 


(*+  V x2  +y  ) 

qui  est  l’intégrale  de  la  proposée  (b). 


— const, , 
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3/(o.  J’ai  donné  assez  d’étendue  à la  première  ap- 
plication de  l’article  3og  , parce  qnç  c'est  à l’intégra- 
tion de  l’equation  (289)  que  se  ramène  celle  de  l'équa- 
tion 

( h + ax' b/)  dx'+  (i+ex’+gy')  dy'  = o<... (0g3) , 
quoique  cette  dernière  ne  soit  pas  homogène.  Eu 
effet , faisant 

a:'r=ar  + « et  y'=y+<ï (a), 

les  lettres  * et  J1  représentant  des  quantités  indéter-  • 
minées  , on  aura  la  transformée 

( h + a»  +ax  + by)  dx 

+ (i+«»  +g*  + ex  + gy')dy  = o, 
et  faisant , à cause  des  indéterminées  a et 

h -f-  au  -j-  bf  = o et  i + e»  +gJ“  = o, 

, d’où 

eh  — bi  . tii  — eh  . 

a— S- et  } = r — .«..<$)> 

be  — ag  be  — ag 

l’on  n’aura  plus  qu’à  intégrer  l’équation  (289)  *,  ainsi 
mettant  dans  les  intégrales  (290),  (291)  et  (29a), 
respectivement  correspondantes  aux  trois  cas , 


= (i  + e)*i 


gh  — bi 
ag  — be 


et  y-f 


ai  — eh 


des  quantités 

+ Tc  J ^-^TTe  . 

à la  place  de  celles  respectives  x et  y , on  aura  exac- 
tement l’intégrale  de  l’équation  (2g3)  dans  les  trois  cas 
eu  question. 
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Cependant  cette  méthode  est  en  défaut  lorsque 

ag  —’be  , puisqu’alors  les  valeurs  de  * et  de  f sont 

infinies  ; il  faut  donc  dans  ce  cas-là  , recourir  à un  autre 

artifice  pour  intégrer  l'équation  (ag3)  qui , à cause  da 

be  , . ■ j 

tr  — — , devient 

° CL  ' r 

{k+ax' +bf)  dx'  -f  (i+ex'-t-  ty  = o.î.(ag4). 

Soit  fait  ax'  -f-  by'  — z , d’où 

, z — ax'  . , dz  — adjd 

y=—r~  " Jy= — s — ■ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (294)  » on  R 

(j+o^+(i+;,)i^2"=oi 

d’où  l’on  tire 

j f (ai-j-ez)dz 

a[(e — b ) z -J-  la  — b h 3' 

Le  second  membre  de  cette  équation  n’étant  qu’une 
fonction  différentielle  à une  seule  variable  des  plus  fa- 
ciles à intégrer , on  trouvera  bientôt 

/(a94)=:Æc  + ey  + — 1 |_a*  + by  + -— t-J 

= const.  f ...  .^ (2g5). 

Si  l’on  avait  e~b,  cette  méthode  serait  encore  en 
défaut , mais  dans  ce  cas-là  , l'équation  (29 4)  devient 

hdyf -} -ax'dxd -\-b(y'dx! ^-x' dy^+idy' —y'dy'zx.  a, 

et  il  est  facile  de  voir  ^que  l’intégrale  de  cette  der- 
nière équation  est 

uahy'  -f-  aV*  aabxy'  4*  saiy- f-  è^y'3=const. 
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34i  . L’intégration  de  toute  équation  de  la  forme 

AF  (y)  d.F  (x)+BF (x) dF (y)+/  (j)dy=o. . .(296), 

dans  laquelle  F (y)  et  F (x)  sont  des  fonctions  égales, 
l’une  en  y et  l’autre  en  x,  et  f (y)  une  fonction 
quelconque  de  y , se  ramène  aisément  à l’intégration 
d’une  fonction  différentielle  à une  seule  variable.  En 

• Ci)  , 

effet,  multiplions  l’équation  (396)  par  [F  (y)]  , la 
lettre  a représentant  une  quantité  indéterminée  , ce 
qui  nous  dpnnera 

A[F(y)3"+‘rf.F(x)*+BF(x)CF  (y  )3^-F  (y) 

+[*003700  dy~° w- 

Or  , afin  que  les  deux  premiers  termes  de  cette  équa-, 
tion  forment  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  de 
x et  de  y , il  faut  qu’on  ait 

. /F  ^A  [F  (y  )3  ' + 1 d¥  (x) 

= /F  Cy^BF  (x)  [F  (y)3"dF  O ) [art-  3fl33 » 


d’où 


i BrF(v'n4,+1FCx). 

A [F  (y)3“+1F  (x)  = » 

B . 

Ass- 


oit 

d’où  on  tire 


ai  -f-  1 * 

B—  A 


donc  substituant 
et  intégrant,  011  a 


cette  valeur  de  ai  dans  l’ équation  (a)  ; 
pour  intégrale  de  l’équation  (296)  celle 


B B— A 

ACF(y)3AF(xH/[F(y)3  A /(y^y^const...^ 


I 
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Exemple  I.  Intégrer  V équation  P. 

aydx  + bxdy  + nydy  -f  pdy  — o.  • * 

, Cette  proposée  étant  dans  le  cas  que  nous  venons 
d examiner  , nous  la  comparerons  à l’équation  (296)  , 
ce  qui  nous  donnera  • * 

A = a,B=ft>F(<y)=:y,F  (*)=*,  f(y)=ny+p, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (207)  , nous 
aurons 

t S 

ay>x  + nfy'dy  + pfy  * dy  = const. 

OU  4 

ce  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée. 

Exemple  II.  Intégrer  l’équation  ^ 

3adx-f-3ydx  + xdylx+9aXdy  + 9xydy  = o.  ..(b). 

Cette  équation  ne  se  présente  pas  sous  une  forme 
convenable  à la  méthode  précédente;  maison  l’y  ra- 
mènera aisément  en  opérant  de  la  manière  suivante, 

Soit  fait  a- f-y=s  d’où  dy~dz, 

ce  qui  réduit  l’équation  (5)  à celle 

3zdx  -f-  xlxdz  -f-  gxzdz  — o , 

laquelle  étant  divisée  par  x,  donne  l’équation 

"5 -dix  - f - Ixdz  -j-  g zdz  — o 

qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (a9S);  ainsi  l’intégrant 
d après  la  méthode  précédente , et  substituant  dans 

* 
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son  intégrale  la  valeur  a -j-y  de  s , on  aura  pour  in- 
tégrale  de  la  proposée , 

‘ *3  • 

V/(a+J')  [4^  + 9 (a+^)]=const. 

34n.  Passons  maintenant  à l’intégration  des  équation* 
du  premier  degré,  appelées  par  presque  tous  les  Géo- 
mètres , Équations  linéaires  du  premier  ordre  ( voyez 
pour  cette  dénomination,  l’article  422),  et  qu’on  peut 
généralement  représenter  par  celle 

dy  -j-yXdx  -f-  \ dx=  o (298)  , 

dans  laquelle  X et  § représentent  des  fonctions  quel- 
conques de  x. 

Soit  posé  l’équation 

y '-(a), 

en  représentant  parfx  une  fonction  indéterminée  de  x , 
et  différention^a , ce  qui  nous  donnera 

dyz=fxdz-\-zd.fx. . . . <.(&). 

Substituant  ces  valeurs  de  y et  de  dy  dansl’équat.  (298), 
il  viendra  celle 

fxdz  -f-  zd.fx  -f-  zXfxdx  -f- j \dx  =0 (c). 

Or , puisque  fx  est  une  fonction  variable  indétermi- 
née , nous  pouvons  en  disposer  de  manière  à faire  éva- 
nouir la  somme  des  second  et  troisième  termes  de 
l’équation  (c)/,  ce  qui  nous  donnera  les  deux  équa-; 


tions 

zdfx  -f-  zXfxdx  = 0 (c?)  ; 

fxdz  -f-  Çdx  =0 (e)’, 

De  la  première , nous  tirons 
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fx  = e~fXd* (/)[*], 

et  de  la  seconde  équation  (e)  , il  vient 
dz  = — % ( fx-Y'dx ; 

donc  intégrant  et  substituant  à la  place  de  fx  sa  va-  ' 
leur  [équat.  (/)],  nous  aurons 

.y  fXjdXj  , 

a ~ — /çe'  <£r  + const (g)  ; 

enfin  substituant  ces  valeurs  d efx  et  de  z dans  l’éqna* 
tion  (a), "il  viendra 

y H*  e ^ ^ [ fidXdx dx  + const.  ] = o (299) , 

ce  qui  est  l’intégrale  de  l’équation  ( 298). 

Exemple  I.  Intégrer  l’e'quation 

dy  — xdy  — aydx  — bdx  -f-  bxdx  = o.  ' 
Divisant  la  proposée  par  1 — a:, 'il  vient 

dy  — — (Jx  _ l(lx  __  D> 

1 — x 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (298) , on  a 


X = 


1 — x 


et  % = -b, 


(*)  Nous  ne  mettons  pas  de  constante  h cette  intégrale,  parce 
qu  elle  doit  entrer  dans  l'intégrale  tutali^de  l'équation  (398) , oit 
noutf  placerons  la  constante  indéterminée  d’une  manière  beaucoup 
plus  commode  que  si  nous  l'avions  placée  dans  I équation  ( f ). 


I 
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donc  ' * 

l » 

‘ fXdx=al(i— x),  e“ /Xt?x=e  (■-*)“— - 1 < 

( i — x)“’ 

efXdx  = ( i —xy, 

{%efXdxdx=  — bf(i—xydx  = bf(i—xy  d (i — x) 
_ b (i — x)**"1 
o+i  ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (299) , il  vient 

y + tri c 1 -^+,+const.]= • 

qui  est  l’intégrale  demandée. 

Exemple  II.  Intégrer  réquation 

dy  4-  ay  dx  + be**dx  = 0 (3oo) . 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (298)  , on  a 
X = a , ? = beüx, 

donc 

fXdx  —ax , e-~fXdx=e~xx,  efXdx=<?*, 


fie/Xdxdx=  bfe^+a>dxz 


a+q 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (299) , on  a 
pour  l’intégrale  de  la  proposée  , l’équation 

r-JeCa+O* 


y+e~ 


— ; H const 

o+Ç  _i 


.(3oi). 


Faisant  q = o } on  a 

f[dy-\-aydx  bdx  = o]  = [(ay  + £)  eox=con$t.].' 

Exemple  III.  Trouver  réquation  d'une  courbe  entre 
ses  coordonnées  rectangulaires,  telle  que  si  de  I origine 
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des  coôrdonnées  on  mène  une  droite  faisant  un  demi- 
angle  droit  avec  chacun  des  deux  axes  , on  ait  pour  un 
point  quelconque  de  la  courbe  cherchée,  le  rapport  de 
l'ordonnée  à la  squs-tangenCe  correspondante , égal  d 
celui  dune  ligne  donnée  m à la  partie  de  V ordonnée 
comprise  entre  la  diagonale  tirée  et  la  courbe. 

Représentant  par  x une  ordonnée  quelconque  de  la 
courbe  cherchée,  et  pai^y  l'abscisse  correspondante,  il 
est  clair  que  cette  abscisse  sera  égale  à la  partie  de  l’or- 
donnée x comprise  entre  l'axe  des  abscisses  et  la  dia- 
gonale ; donc  la  partie  de  cette  ordonnée  comprise 
entre  la  diagonale  et  la  courbe  est  x — y ; ainsi  d’après 
l'énoncé  de  la  question , on  aura  la  proportion 


x : ( art.  102  ) ::  m : x — y-} 

■ • 
d’où  l’on  tire  l’équation  différentielle 

= 0,-. 

« m m 


m 


m 


qui  est  de  la 
faisant 


donc  . 


forme  de  l’équation  générale  (298)  en 


Xdx  — 


dx 
m ’ 


fXdxxz 


e^Xdx=  e*" 


flefXdxdx=x—J'^-  e'"dx=z—mj'- 


x — , x 
emd-z 
m m 


(*— m) 


£ voyez  laform.  (214)  , art.  2663.  Substituant  ces  valeurs 
dans  l’équation  (299) , il  vient 


X 

y-f.e  m [ const.  — e"'  (x— m)]  = o. 


f 
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Mais  lorsque  x = o , on  a 

y — o , donc  const.  — — m , 
et  par  conséquent  on  a complètement 

X 

y ~ me  m-4~x  — m ; 
ce  qui  est  l'équation  de  la  courbe  demandée. 


Exemple  IV.  Intégrer  l’équation 
xdy  -4-  xmydx  -f-  dx  = o. 
Divisant  cette  équation  par  x,  on  a 


donc 


X = xm~l  et  £=-, 
^ x 


-vj  x”1  ±fXdx  - 
JA.dx~  — , G J = 0 


m 


et 


emdx 


Soit  fait  pour  effectuer  l'intégration  de  cette  dernière 
formule  , 


**  J*  V 

z = — , d ou 
m 


x = m'"  z 


dxz 


dz 


m — i m — l 


et 


dx  dz 


X 


donc 

• S . 


/axe m I pdze*  «*  F 1 3 

= — / = — i H 1 — j + etc. 

X mjz  mz  L z a 

xm  £ form.  (si 5) , art.  267 

em  r , m , 2™*  . . ~1 

=^Li+^+^+etcJ; 
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et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (2g  ))  il 
vient 

t 


Tva.  1 . m , sm!  2.3m3  \“i 

Ly+  ^ \ + ^ + ^ + + etc)  J 

(a). 


— const. 


Si  la  série  entre  parenthèses  était  divergente  , alors 
nous  servant  de  la  formule  (ai8)  [art.  268]  pour  in- 
. , eldz 

tegrer  , nous  aurions 


/dxe m 1 pe*dz  1 , xm 

x ~mj  ~z~  ~ml~^+etc- 


îü  r 

L. 

donc  l’intégrale  de  la  proposée  serait 


— e Ix  — Int  — f™ 

m 


xm  xM 

l + L.  

2 ■‘m  2 . 3“  m“ 


-etc 


]* 


_yen‘4-ic  + ^J^1  4. 


m 


oc™ 


X m “~T 

a \m  1 2T3W  + etC  j 


= const i ,{b). 

Les  deux  intégrales  (a)  et  (i)  ne  pourraient  servir  si 
1 on  avait  m = o , mais  alors  la  proposée  se  réduirait  à 
l’équation 

xdy  4 -ydx  -J-  dx  = o , 
dont  il  est  évident  que  l’intégrale  est 
y$  + x = const. 

v * * f * • 

543.  Les  équations  différentielles  de  la  forme 

dy  +yXdx  + ym+l%dx  = o (3oa) , > 

dans  laquelle  X et  \ représentent  toujours  des  fonc- 
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tions  quelconques  de  x , peut  toujours  se  ramener  à 
la  forme  de  celle  (298)  que  nous  savons  intégrer  j en 

effet,  faisant  ym  = - , d'où 

Z 


dy~' 


dz 


nr-h  I 


et 


yîM-i . 


m 4-i  * 


mz 


ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3oa) , 
on  a la  transformée 

dz  — mzJCdx  — » m%dx  r=  o , 

qui , étant  intégrée  suivant  la  méthode  enseignée  dans 
l’article  précédent  , et  substituant  dans  l’intégrale  la 

valeur  de  z = , donnera  l’intégrale  de  la  propo- 

sée (3o2). 

344-  Quoique  l'équation  différentielle 

axdy  + bydx  -j- xcym  ( nxdy+pydx)  =0 . . . . (3o3) 

soit  assez  compliquée  , cependant  elle  se  transforme 
aisément  en  une  autre  équation,  dans  laquelle  les  va- 
riables sont  séparées  , et  des  plus  faciles  à intégrer. 

En  effet , divisant  l’équation  (3o3)  par  xy , on  a 


Soit  actuellement  fait 

{ z —yaxl  et  u z=>ynxP  J , 


d’où 


fdz  ady  bdx  du ndy  pdx'ï 

! ™ — ■ I et  — } liii.ii  te) , 

la.  y x u y x ) v 
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et  represéntant  par  ai  et  A des  quantité*  indétermi- 
nées , on  aura  > 

{z*  =yau>  xba  et  u*—ynKxp>'} (d). 

Divisant |la  première  de  ces  équations  en  (d)  par  la 
seconde , il  vient 

*“u~x  = y^^bu-px ^ 

Mais  les  quantités  respectivement  représentées  par  * 
et  a étant  indéterminées , on  peut  faire 

{a» — nK  = m et  bu — p\  — c} (/)  J 

d’où  on  tire 

{ne  — pm  . ac  — brn)  , „ 

• = b^rP  •'  *=c=^} fe). 

ce  qui  réduit  l’équation  (e)  à celle 
ymxc  ~ z*u~x. 

Substituant  cette  valeur  de  ymxc,  ainsi  que  celles  de 

3T+~  Ct  ~y~  + [ équat.  (c)3  dans  l’équa- 

tion (a) , on  aura 

dz  z"du  dz  .du 

~ + -rx;  — ° > ou  — — - -1 —o (h)  , 

équation  séparée  dont  l’intégrale  est 

A <3 

— ; H : = const , (z): 

za  uK  .. 

Substituant  dans  cette  équation  ( i ) les  valeurs  de  A 
et  de  « [ équat.  (g)] , ainsi  .que  celles  de  z et  de  u 
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[équat.  (6)3  , on  aura  . . 

• p m — rtc 

/[équat.  (3o3)3=C(ac--^,n)  (^axt)‘'n~ar 

■ bm — dt  t 

■+•  (rtc — pm)  (_yn.r,’ ) bn~aP  = const.] < • • .(3o 4).  * 

345.  Nous  remarquerons  que  si  l’on  avilit 'en  même 
temps  ac  — brn  et  pm  — nc  , ce  qui  rendrait  l’intégrale 
précédente  nulle  ; cela  ne  pourrait  avoir  lieu  qu’eu 
tant  qu’on  aurait  m = o et  c = o , puisque  dans  le 
cas  des  égalités  précédentes,  on  aurait  • 


A = o et  a = o [ équat.  (g) , art.  3 44  ] > 
et  alors  les  équations  (/)  [ art.  3443  donneraient 
m = o et  c = o , 

ce  qui  réduirait  la  proposée  (3o3)  à l’équation  • 
axdy  -f~  bydx  + nxdy  -+-  pydx  = o , 
dont  il  est  aisé  de  voir  que  l’intégrale  est 


yn+nj-b-t-p _ const, 

346.  Mais  si  l’on  a seulement 


bm 
a ’ 


ac  — bm. , d’où  c 
c’est-à-dire , si  l’équation  à intégrer  est 


bm 

axdy  + bydx  -+-x*ym(  nxdy  -f- pydx  ) = O . . . (3o5). 

Alors,  à cause  de  a = 05  l’équation  (h)  [art.  344 1 se 
réduisant  à celle 

dz  du 

dont 
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dont  l’intégrale  est 

lu  — • ==  const.  ; 

ecz" 

ôn  aura,  par  le  moyen  des  substitutions  des  valeurs  de 
u • z C equat.  (é)  ,■  art.  et  de  « = — , l'équation 

/Iéq.  (3o5)]  = [V** a~T^=  constfj  ...(3oS). 

mymx  “ 

3 47-  Si  une  équation  difFérentielle 

F ( x,y  >dx,  dy  ) = o , 
ést  le  produit  d’une  équation  primitive 

<?  (.*  >y)  =o, 

par  une  équation  différentielle 

f(x,y,  dx,  dy)  = o; 

fl  est  clair  que  l’intégrale  de  la  proposée  se  réduit'  4 
celle  de  cette  dernière  équation  différentielle/  c’eSt 
ce  qui  arrive  à l’équation  (3o3)  lorsque  bn  =*  ap,  d’où 

^ ~ ~n  ' c est-à-dire , lorsque  l’équation  proposée  est 

axdy  +aZydx+  ( nxdy  +pydx')=* o. .... (a); 

car  la  multipliant  par  n } elle  devient 

{nxdy  +pydx)  {a +nxcym)z=z  o. . . .(A), 

équation  à laquelle  on  peut  satisfaite  de  deux  ma- 
nières , soit  en  faisant 

nxdy+pydx^  à.....(c), 

ët  alors  l’intégrale  de  I équation  (a)  est 

xyn  =:  const. (d)f 


a: 


4 
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soit  en  faisant 


a + nxcym  = o.„ . < . . .(«) , 
et  alors  la  fonction  différentielle  facteur 


nxdÿ  + pydx (/) 

qui  n’est  pas  intégrable  tant  que  l’on  considère  les 
deux  variables  x et  y indépendantes  l’une  de  l’autre  , 
sera  intégrable  dans  ce  cas-ci  à cause  de  la  relation 
entre  ces  deux  variables  données  par  l’équation  (e) , 
et  qui  réduit  la  fonction  ( f ) à la  fonction  différen- 
tielle à une  seule  variable 

mp — ne  mj — a dx 
m v n m * 

v v"*4 

dont  l’intégrale  est 


ne—  mp 
c — m 


const.  = 


o. 


(g). 


ce  qui  est , dans  le  cas  que  nous  examinons,  l’intégrale 
de  l’équation  (a)  , puisqu’il  faudrait  multiplier  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  (g)  qui  est  l’intégrale  im- 
médiate dufacteurdifférentielf,  parla  quantité a-+-nx*ym 
laquelle  est  nulle  d’aprèsl’hypotbèse^équat.  (e)3- 
Nous  remarquerons  que  l’intégrale  (d)  correspon- 
dante à la  première  hypothèse  [équaî.  (r)]  étant  ab- 
solument indépendante  des  constantes  a,  m et  c qui 
entrent  dans  le  facteur  variable 


a -f-  naty". 

Cette  intégrale  ( d'y  appartient  à un  nombre  infini 
d’équations  de  la  forme  de  celle  (a) , puisqu’on  peut 
faire  variera  l’infini  dans  cette  équation  (a)  les  quan- 
tités a,  m et  c,  sans  que  l’équation  (d  ) change; 
observation  essentielle  que  nous  rappellerons  dans  la 
suite, 
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3/(8.  Toute  équation  différentielle  hétérogène  à deux! 
Variables  et  d’un  nombre  quelconque  de  termes,  telle 
que  celle 

( B.r*ÿ*  -f-  C xfy*  -f-  etc.)  dx 

-f-  (Dxay*,+  Ex'Y  4-  Gxf'yf  + etc.)  dy  = o....(a ) , 
sera  évidemment  intégrable  si  nous  pouvons  la  trans- 
former  en  une  autre  qui  soit  homogène  (art.  33g ). 
Afin  de  connaître  la  relation  qui  doit  exister  .entre 
les  exposans-des  variables,  pour  que  l’équation  propo- 
sée (n)  soit  susceptible  de  la  transformation  en  question, 
commençons  par  la  diviser  par  l'un  des  termes  varia- 
bles , par  exemple  , par  celui  A x“yb,  ce  qui  donnera  à 
la  proposée  la  forme 

( i + Hxy  -}-  ri*y*  -f-  etc.)  dx 
-}-  ( L xmyn -f-  Mxy  -f-  P.r*j’r  +* etc.  ) dy  = o. . . . (5) .’ 

Soit  fait  dans  cette  équation, 

(c) y =r  s“  , d’où  dy  ss  dz (d) , 

ce  qui  la  transformera  en  celle 


( 1 -f-  ï -f-  etc.  ) dx 


r#Lxw*fn+l>-,4-  M/jH” 

+ L -f  etc 


3 


dz. 


•H* 


Or,  le  premier  terme  de  cette  équation  étant  d'un* 
degré  nul  par  rapport  aux  deux  variables  , il  faut , 
pour  que  la  transformée  ( e ) soit  homogène  , qu'on 
ait  la  suite  d'égalités 

etc.  = m.~f-  (n-f-i  ) » — 1 

— o “H /H-*)  * — i=<7-t-(r+0  *—  t et ; 
de  la  première  de  ces  égalités  on  tire  celle 


\ 


4’..; 


«r 
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donc  si  cette  valeur  de  * satisfait  à toutes  les  autres- 
égalités  en  (/)  , c’est-à-dire , si  elle  rend  nuis  tous 
les  polynômes  compris  entre  les  signes  d'égalité  , on  en 
conclura  que  la  proposée  (a)  est  susceptible  de  trans- 
formation en  une  équation  homogène , et  on  aura  la 
transformée  demandée,  en  substituant  dans  1 équation 
(e)  Ja  valeur  de  » £équat.  (g)}. 

34.9-  Appliquant  cette  méthode  à l’équation  générale 
à trois  termes 

dx  + axmyndx  = bxfyidy (3c>7)  , 

nous  y substituerons  les  valeurs  dey/  et  de  dy  données 
par  les  équations  (c)  et  ( d)  de  1 article  34&  , ce  qui 
nous  donnera  la  transformée 

dx-\-axmznmdx  — ldz  — o . . . .(fl)  » 

qui  ne  peut  être  homogène  qu’en  tant  que  nous  aurons 
(è). . ..m+n*  = o et  p -f  (q+l)  «— i = c , . ..(c). 
de  la  première  de  ces  équations , nous  tirons 


et  substituant  cette  valeur  de  « dans  l’équation  (c)., 
il  vient  celle 

n (p — O =m  ( 9+  1 ) » 

qui  est  l’équation  dé  condition  pour  que  la  proposée 
(307)  soit  susceptible  d’être  transformée  en  une  équa- 
tion homogène.  , 

Substituant  à la  place  de  « sa  valeur  - - dans 
l’équation  (a)  , il  vient  celle  . 

dx+axmzrmdx-t-Tjibxn  0+  \ ^ dzx=o (O 
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mais  l’équation  (3o8)  donne 

2?(q+0  + i=p; 

donc  l’équation  (e)  se  réduit  d’après  celle  de  condition 
(3o8)  , à la  transformée 

dx  -(-  eixmz~~mdx  4-  — xfz~Pdz  = o . . . ( f) . 

Faisant  suivant  la  méthode  enseignée  à l’article  33g  , 
z = ux  , d'où  dz  — udx  -f  xdu , on  aura  l’équation 
séparée  v 

f dx — bmdu  _ . 

x nu*  + anu7~m  4-  bmu " 

ê 

Substituant  dans  l’intégrale  de  cette  dernière  équation, 
la  valeur  de 

U(=ï)  = -^-”(3l0) 

xj/yn 

[ équat.  (et)  de  cet  article  et  équat.  (c)  de  l’art.  3483  , 
on  aura  l’intégrale  de  la  proposée  (3o7).  . 

• Exemple.  Intégrer,  si  c'est  possible , téquation 
a. 

l/ydx  4-  3xay  * dx  r=  ax*dy (g) . , 

Divisant  cette  équation  par  \/y,  il  vient  celle 
> _i 

dx  4-  Zx*ydx  = ax^y  * dy (A)  , 

qui , comparée  avec  l’équation  générale  (307) , donna 
a = 3;  171=3,  n=i,  i = a,p=3,q  = — i. 

Substituant  les  valeurs  de  m , r^,  p et  q dans  l’équation 
de  condition  (3o8)  , on  a l’identique  r = î ; ‘donc  la 
proposée  (g)  peut  être  transformée  en  une  équation 
homogène  d’un  degré  nul.  Ainsi  substituant  tout  de 
cuite  les  valeurs  numériques  des  lettres  dans  l’équatioq 
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(3og)  , on  aura  celle 

de «—  4du  — 4du  a 

jc  u*  -f-  4u  -f- 3 (u -t-  i)  (u-+-3) ’ 


et  intégrant , il  vient 


const. 


Maiî  u==  C équat.  (3io)J  ; donc  l’intégrale  de 
l'équation  {g)  est  « 

xB^]=“n*’, 

35o.  Mais  lorsque  l’éqnation  de  condition  (3o8)  ne 
sera  pas  satisfaite , on  pourra  transformer  la  proposée 
(307)  éti  une  autre  équation  qu'il  sera  possible  d’inté- 
grer dans  un  nombre  infini  de  cas  ; voici  en  quoi  con- 
siste cette  transformation. 

Divisant  l'équation  (307)  par  bx f,  on  a 

x~'dx  , a , - ' . 

— I ^ ry"dx~yidy (a). 

Soit  fait 

{ y*-*-'  =z  et  xm~^h,~  a} . . . . ; 

d’où 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , et  multi-r 
pliant  la  transformée  par  q- f-  x , il  vient 

ji, — a ^ g,i+‘du . . . (jt) 

. • b (in — p+i)  à(m — /H-1) 
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55 


ez 


P 771—1 


<7+i 


b (771—  /H- O’ 

, a (9+0 

è(7i*— p+0* 
on  a la  transformée  * 

<£s  = cuedu  -f-  (3n). 

Faisant  i = o , cette  équation  est  séparée  (*)  ; et  fai- 
sant itszi,  l’équation  (3ii)  prend  la  forme  de  celte 
(298)  dont  nous  avons  donné  l’intégrale  générale  (agg) 
à l’article  34a  r » 

35 1 . Mais  si  i = a , on  aura  l’équation 

dz  = eu* du  -f-  fjz*du (3ia)  , 

qui  a acquis  de  la  célébrité  parmi  les  savans , parce 
qu’elle  a été  l’objet  des  recherches  de  plusieurs  grand» 
Géomètres,  et  entre  autres  de  Jacques  Bernoulli , du 
comte  Jacques  Riccati , dont  elle  porte  le  nom , et 
d "Euler , qui  ont  trouvé  un  nombre  infini  de  cas  dan» 
lesquels  cette  équation  est  séparable. 

Le  plus  simple  de  ces  cas-là , et  qu’on  aperçoit 
tout  de  suite  , est  celui  où  g = o;  car  alors  on  trouve 
subitement 

^ “rp?- (c)» 

équation  séparée  dont  l’intégrale  est 

arc^tang=^^^const.v(ù)  [éq.  (i35)]. 


V(cA) 


(')  Dan»  le  meme  cas  de  i = o , l’équation  (307)  se  sépare  en  Ig 
divisant  par  .rf,  puisque  el’aprè»  la  quati’ème  équation  en  (e) , l’on 
* n = o lorsque  l£=  o. 


\ 
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Faisant a-=  »,  d'où  dz  = q^~'dl,  et  substituant  ce» 
valeurs  dans  l'équation  (3ia)  , on  a celle 

qt}~'d\  = çufdu  -f-  h%“<du 
qui  est  homogène  si 

<7  — 1 — a7.=  g ; 

or,  la  première  égalité  donne  q = — î , donc  la  se- 
conde donne  gz= — a , ain»i  l’équation 

dz  = cu~*du  -J-  h z* du 

fe  transforme  en  une  équation  homogène  , en  fai- 
sant z = et  la  transformée  est 

uJd'-\-  cgdu  -f-  hu!'du  = o. . . ,(3i3). 

Après  avoir  considéré  ces  deux  cas  particuliers  , 
• passons  à la  recherche  générale  de  tous  les  autres  ca^ 
où  l’équation  du  comte  Riccati  est  séparable. 

Soit  fait 


z = — 

f"-  + - 

L hu  u\ 

]• 

d’où 

• 

, du 

-â  + i 

U*  ^ 

x'qdu 

us 

et 

J * il 

^ hu 3 ^ 

' 

u< 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3ia)  , il  vient, 
toutes  réductions  faites  , 

. U°dq  — — cu*+*du — h^du , 
et  faisant  dans  cette  dernière  équation  u = - , on 
aura  celle 

d\  = cs-ï~*ds  + h>ds (3i4). 
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Or,  si  l’équation  (3 1#)  est  séparable  par  une  valeur 
de  g que  je  représente  par  n , elle  le  sera  aussi  lors- 
qu’on y fera  g = — n — 4 } car  substituant  cette  va- 
leur de  g dans  l'équation  (3i4)  > on  a celle 

= csnds  -f-  h'zfds. 

Mais  nous  avqns  vu  que  l’équation  (3 12)  est  séparable 
lorsque  g = o ; donc  elle  est  encore  séparable  lorsque 
g=—4. 

Actuellement  si  dans  l'équation  (3ie),  on  fait 
’ 1 , . dl 

z = — dou  dz  = 

.elle  se  transformera  en  celle 


et  faisant 


d$  = c'fufdu  -f-  hdu  , 


ds 


u*+1  = s ,•  d’où  ut  du  = < , 


l’équation  précédente  devient 


g+  1 


dl  — - 


h , . c 


s *'+'' tii  “f- 


i'ds. 


.(3i5). 


g + i 

Donc  si  l’équation  (3ia)  est  séparable  pour  une  valeur 
jle  g que  je  représente  par  n , elle  le  sera  encore  lors- 

« V • fl  ^ 

qu’on  fera  e— ! — ; car  substituant  cette  valeur 

^ 0 n -f- 1 

__  , 1 

de  g dans  l’exposant  — — s—  de  s £ équat.  (3 1 5)] , il  se 

O • ^ 

réduit  à n;  or  nous  avons  démontré  que  l’équation 
(3 12)  est  séparable  lorsque  g—  — 4;  donc  elle  se:# 
encore  séparable  lorsqu’on  fera 

4 


4 
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De  même  , puisqu’elle  est  sépaj^ble  pour  pette  der-« 
nière  valeur  de  g , elle  le  sera  encore  pour  celle 


é 

3 .4  — 3* 


et  par  conséquent  aussi  pour 

-(-») 


g — 


8 , 

-3+1 


et  continuant  ainsi  ce  calcul  qui  pose  sur  ce  que  si 
l’équation  (3 12)  est  séparable  lorsque  g — n , elle  l’est 
encore  lorsque 

g=-n-4  et  g = ~~l, 

en  représentant  par  n le  dernier  exposant  trouvé  à la 
variable  u,  on  en  conclura  que  l’équation  (3ia)  est 
séparable  lorsque  l’exposant  de  la  variable  u est  égal 
à l’un  des  termes  de  la  6uite  infinie 


•(5x6), 


, 4 8 8 1 
o,  2,  4'"“3>  3*  5 ' I 

13  ,3  ifi  4 ï'  - 

~ T ‘ ~J  ’ ’ etc) 

dont  le  terme  général  , à partir  du  troisième  terme, 
est 

— . . .(3t7) , 
zqtç.  î v ' J 

en  faisant  successivement  q = 1 , 2,3,  etc.  Si  l’on 
fait  q — o,  le  terme  'général  (3i7)  donne  le  premier 
terme  de  la  suite  (3i6);  et  si  divisant  les  deux  tenues 
de  la  fraction  (317)  par  q , on  fait 

„ 1 j.  • 1 

a = o ou  o = - , 
o q 
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ce  terme  général  donnera  le  second  terme  de  la 
suite  (3 16). 

Il  est  à propos  d’observer  que  si  l’exposant  de  la 
.variable  dont  la  différentielle  multiplie  deux  termes  de 
l'équation  (3ia)  du  comte  Riccati , est  égal  à l'un  des 
nombres  occupant  les  places  impaires  de  la  série  (3iS), 
il  faudra  la  comparer  d’abord  avec  l’équation  (3i^); 
et  substituant  les  valeurs  numériques  des  symboles  des 
quantités  constantes  dans  l’équation  (3ia),  on  aura 
une  équation  qui  deyra  être  comparée  a l’équation 
(3i5);  ensuite  substituant  les  valeurs  numériques  des 
symboles  des  quantités  constantes  dans  l’équation  (3ia), 
on  en  aura  une  qui  devra  être  comparée  à l’équation 
(3.4),  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne 
à une  équation  dans  laquelle  l'exposant  qui  a diminué 
de  valeur  à chaque  opération  , se  trouve  enfin  = o , 
et  alors  on  n’a  plus  qu’a  intégrer  l’équation  séparée  (a), 
dont  nous  avons  dopné  l’intégrale  [équat.  (i)J. 

Si  l’exposant  que  l’on  cherche  à diminuer  jusqu’à  le 
rendre  nul  , était  l’un  des  termes  occupant  les  places 
paires  de  la  série  (3i6),  on  commencerait  par  com- 
parer la  proposée  avec  l’équation  (3i5)  , et  l’on  con- 
tinuerait à opérer,  comme  précédemment. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  une  application  numé- 
rique , en  nous  proposant  d’intégrer  l'équation 


L’exposant  de  x étant  — * qui  est  le  cinquième  terme 
de  la  série  (3i6),  nous  sommes  sûrs  que  l’équation 
(c)  est  séparable,  et  à cause  que  l'exposant  — J oc- 
cupe une  place  impaire  , nous  comparons  la  proposée 
aAec  l'équation  (3i4)  , abstraction  faite  des  symboles 


• • 


(0. 


Die 
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des  variables  , ce  qui  nous  donne 
c = a>*  g+4=*.  d’où  g=—  enfin  h=i. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3ia),  nous 
avons 

dy  = 9.x'  3 dxf  +y'dxf  ; 

comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (3i5)  , 
il  vient 


’ J1..  -fl  — 4 et  _ , 

&+l  ’ g+i  ? g-t-i 

d’où 

c = — 3,  h=—6,  g — —4, 


et  substituant  ce#  valeurs  dans  l'équation  (3iu),  nous 
avons 

dy"  = — 3 x"~*dx"—  Gy"'dx"  ; 

comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (3i4)  » 
il  vient  • 

c — — 3,  h — — 6 et  g+4-s=z4,  d’où  g— o. 
Substituaut  ces  valeurs  dans  l’équation  (3ra),  nous 
avons 

dym=  — Zdx” — Sfda*, 
dont  l’intégrale  est 


x"=  arc  tang(=y*t/2)+const (d)  [éq.  (è)]. 

Mais  en  remontant  des  valeurs  de  xm  et  de  y*  jusqu’à 
celles  de  x et  de  y , il  vient 


et 


d’où 


a;"=  y/x  et  xlw  = -£~. 

\/x 
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Énsuite  nous  avons 

d'où  , 

- y«_ ] et  V'^+yVx^-S 

x(i+xy)  ^ 6 (i+xy)  ÿx 

Substituant  ces  valeurs  de.x®  et  de  y”  dans  l’équa- 
tion (,d)  , nous  avons  pour  l’intégrale  demandée  de 
l’équation  (c) , celle 

‘ J 3 

1 î r t/^+yt/x5— S~i 

:= arc  I tang  = — — | -+~  const. 

•—  3i/a\/x('i-t-xy')-J 

35a.  Toute  équation  différentielle  de  la  forme 
dy  ■=.  ax*dx  -+-  by*xfldx (3 1 8)  , 

dans  laquelle  q représente  un  nombre  quelconque  dif- 
férent de  l’unité  , pourra  se  transformer  en  une  autre 
de  même  forme  que  l’équation  du  comte  Riccati.  Ea 
effet , soit  fait 

xidx  = dz , 

d'où 


3 ■ 

yx 


q+i 


= z et  x — Kq+i)  * ]’+1  î 


différentiant  cette  dernière  équation , on  a- 

/ . ' 

dx  = 

de  plus 


zi+'dz 


»+*. 


xf=  i/[0+  O*?; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3i8)* 
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on  aura  la  trausformée 

, , fcf  tf 

dy  = a (q  4- dz  -f  by'dz  , 

qui  est  de  même  forme  que  celle  (3ia). 

353. *Proposons-nous  enfin  de  trouver  quelles  valeur* 
doivent  avoir  le  coefficient  p et  l’exposant  q,  poùr 
que  l’équation  à quatre  termes 

dy  = ay'dx  -f-  baf'âx  -f  pyxüdx (3 19) 

«e  réduise  à une  équation  à trois  termes , et  de  la  forme 
de  celle  du  comte  Riccati.  ■* 

Faisons  y a-ï  -f-  ia? ',  i et  r étant  deux  quantités 
Constantes  et  indéterminées.  Diiférentiaut  cette  der- 
nière équation  , ce  qui  donne 

dy  = dz  -J-irxr~'dx  ; • 

ensuite  substituant  les  valeurs  de  y et  de  dy  dans 
Téquation  (3ig) , on  a 

dz  = — rix'—'dx  4 -.az?dx  -f-  aazix'dx  -f-  ai*x,rdx 
bxmdx  -f-  pzxidx  + pixf+’dx (a). 

Rendant  homogènes  les  premier,  quatrième  et  septième" 
termes  du  second  membre  de  cette  équation,  c’est-à- 
dire, faisant  r — 1 = ir—r-\-q,  d’oùr  = — 1 ,r  = q ,■ 
et  par  conséquent  q = — 1 , on  aura  l’equation 

dz  = ( i -j-  ai* pi  ) ar~‘dx  -f-(  a ai  -J - p)  zxr’dx 
4-  az*dx  -J-  bxmdx  ; 

et  afin  que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre 
de  cette  dernière  équation  s’évanouissent , faisant 

■«*  + /»*  + *=o  «t  aai-j-p=o,- 
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on  aura 


i 


d’où  p = 


donc  il  n’y  a que  les  équations  à quatre  termes  de  la 
forme 

dy  — ay*dx  -f-  bxmdx  — • • • (3ao) 

qui  puissent  se  transformer1  en  l’équation  du  comte 
Riccati , ' 

ds  = az“dx  + bxmtLc (3a  1 ) , 


en  faisant 


(3aa). 


354.  Si  l’équation  à quatre  termes  que  l’on  veut 
réduire  à une  équation  à trois  termes  de  la  forme  de 
celle  du  comte  Riccati , est  la  suivante, 

dy  = ay'xndx  -f-  bxmdx  -f-  pyxfldx (3a3)  , 

on  fera 

xndx  — dç , 

d’où 

m—n  m — n 

x"+‘  =,(  n -f-  1 ) £ , xmdx  ==  (n+0n+‘  §“4‘1  d' , 

ç—n  q—n 

xfdx  = (n  -f*  1 ; 

ce  qui  donnera  la  transformée 


(*)  On  aurait  pu  satisfaire  h L'équation  ai'  -f-  pi  en 

faisant  i = o ; mais  alors  celle  aat*  -+-  p = 0 aurait*  donne*  p — o , 
ce  qui  aurait  réduit  La  proposée  (3 19)  & l'équation  dy^ay2-biixmdx, 
qui  est  celle  même  du  comte  Riccati. 
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m— g m — n g— n 

dy  =aytd%-t~b  çn+1  d5+p(n-f-i)’"’",j'£','+'ld£. 

Mais  afin  que  cefte  équation  qui  est  de  la  forme  de 
celle  (3iq),  puisse  se  ramener  à la  forme  de  l'équation 
du  comte  Riccati,  il  faut , d’après  ce  qui  a été  démon- 
tré dans  l'atticle  précédent , que 

q—n 

P(«+  1)^*=  — a,  et  que  = 

d’où 

(p  + a ) 

n — — i-C.-T.../  et  n =—  i. 
a 7 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3a3)  , on  aura' 
Celle 


_£±» 

dy  = ay“x  * -f-  bxmdx  -f-  pyx~'dx ....  (3a4)  , 

qui  se  transforme  en  une  équation  de  la  forme  de* 
celle  du  comte  Riccati,  en  faisant 


et  J'=a+^}.....(3a5). 


355.  Lorsque  dans  une  équation  séparée 

d.Fx  -f-  d.F 'y  -f-  d.F“z  -f-  etc.  = o. . . .(a) 

on  pourra  intégrer  chacune  des  fonctions  différen- 
tielles à une  seule  variable,  de  manière  que  leurs  in- 
tégrales soient  toutes  transcendantes  par  le*  loga- 
rithmes , ou  toutes  transcendantes  par  les  arcs  de 
cercle,  il  est  évident  que  l’intégrale  totale  de  la  pro- 
posée (a)  pourra  se  mettre  sous  une  forme  algébrique , 
car  dan*  le  premier  cas , soit 

/a.  Fx  = Ifx , fd.T’y  = If  y,  fd.F"z  = Ifz , etc. 

l'intégrale 
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l’intégrale  de  la  proposée  sera 

IZfxfyj*..  "Internat,  ou  fxfyfc.  ■ • .=  const.  ; 

et  dans  le  second  cas , les  intégrations  par  les  arcs 
de  cercle  pouvant  se  ramener  aux  intégrations  par  les 
logarithmes.(art.  24®  et  *47)  , il  n’y  aura  d’autre  in- 
convénieitt  que  «d’éliminer  dans  l'intégrale  algébrique 
affectée  de  y' — 1 , cette  quantité  imaginaire. 

Ir*  application.  Trouver  l’intégrale  algébrique  de 
réquation  séparée 

mdx  ndy 

• v/(a -x3)  ~ v'<y— ya)  ~ °‘ 

On  voit  tout  de  suite  quç  l’intégrale  par  les  arcs  de 
cercle  de  la  proposée  est 

• * 

marc^sin=-^  — n arc  ^sin=  J^=const.[éq.(i2>4)]. 

Mais  si  l’on  écrit  la  proposée  sous  la  forjpe 

mdxitf^  , ndy  ' 1 ,;i  . n 

\/  x2 — a1  y — 1 V y’ — b1  V — 1 

ou  • 

mdx  , ndy 

-,  — y=éz=r-.  — °» 

y x *■ — o“  V y%  — o* 

on  trouvera  que  son  intégrale  est 

ml[_x+  V/  a*-]— nl[y+  V y’—  61]— /C[éq.  (i  38)] , 

en  représentant  par  C une  constante  indéterminée  et 
arbitraire  ; donc 

i * 

[x-f  \/  (a? — x1)  y'—  i]m  = C [y+  V(P*—y%) 

Développant  les  puissances  respectives  m%t  n des  deux 
binômes  , passant  dans  un  seul  membre  tous  les  termes 
affectés  de  \/ — î et  «levant  au  quarré , ,on  aura 
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l’intégrale  algébrique  de  la  proposée  ,*  et  d’un  nombre 
limité  de  termes  , si  m et  n sont  des  nombres  entiers 

et  positifs.  ^ 

Lorsque  m=n,  ôn  trouve  tout  de  suite,  en  repré- 
sentant toujours  par  C la  racine  m de  cette  constante 
arbitraire  , que  l'intégrale  de  la  proposée  est  » 

— 2Cy = aC 

IP  appucatION.  Trouver  l’intégrale  algébrique  de 

réquation 

dx  =_ÊZ_ (b).  * 

a’+r 

T ’ l 

Faisant  „ . 

■C,  or  — a — » 

,,  , — c ‘ et  dx  =S  — — - » 

d ou  rc  — a a 

on  a la  transformée 

* dz,  _ c{y  . 

dont  l’intégrale  est 

1 [a,c(.„6  = î)-»<«“6=!)]  = ’ 

i arc  jjang 


OU 


a ( z y )~1  const.  . 

_ aa  + ay  J 

Multipliant  cette  équation  par  2a  y/-  » , Posant  aux 
logarithmes  [equat.  (186)]  , et  faisant 

aa  — 1 X const.  = IC  , 

°n  * . raM-gy+g  (g-~y)  -V^zTl  — /C , 

a (*“?)  V/— 1 J 
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et  pfesant  aux  quantités  algébriques,  il  vient 


a (C+i)(z  — y ) j/_ i = ( C_  i ).(zy  _f_  a.)  > 
ou  divisant  par  a (C-f  i)  ( zy+a>)  \/—  , , et  fai- 
abréger , -(  c ~ ~ ; = co,,,. , ..  a 


z— .y 

*y-f-«a 


const.  , 


et  substituant  la  valeur  de  z , il  vient  définitivement 
pour  intégrale  de  la  proposée  (è),  l’équation  algébrique 

i ■ . • • 

[/  ax — a* — y 

./— ■ — — — — const. 


55S.  Lorsque  l’équation  différentielle  séparée  qu’on 
veut  intégrer , a des  termes  qui  ont  leurs  intégrales 
logarithmiques  affectées  de  l’imaginaire  \/—  i et 
d’autres  termes  dont  les  intégrales^Iogaijthmiques  ne 
sont  pas  affectées  de  cette  imaginaire  ; il  est  clair  que 
si  Ion  prend  les  intégrajes  par  les  arcs  de  cercle 
de  tous  les  termes  de  cette  équation , celles  des  pre- 
miers termes  que  nous  venons  de  considérer  ne  seront 
• pas  affectées  de  l’imaginaire  y/—  i , et  les  autres 

le  seront  [voyez  les  équations  ( i8fi) (191  )] 

Donc  il  sera  impossible  de  pouvoir  obtenir  l’intégrale 
algébrique  dépouillée  de  l’imaginaire  l/— i , d’une 
pareille  équation  , car  l’on  ne  pourrait  délivrer  les 
termes  affeotés  de  \/—  i , qu’en  en  embarrassant  les 
*rmes  qui  n’en  étaient  pas  affectés.  Ainsi  il  vaut 
mieux  dans  ce  cas-là  , se  contenter  de  l’intégrale  trans- 
cendante, partie  par  les  logarithmes,  et  partie  par  les 
arcs  de  cercle  de  1 équation  proposée. 


5.. 
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Soit,  par  exemple,  demandé  l'intégrale  de  l’équation 

dx  dy 

y/^a'—x*)  ~~  V/(a2+y) 


.(«). 


Si  l’on  voulait  l'intégrer  entièrement  parles  logarithmes, 
o»  aurait 


, tr  + + œ _ 


ou 


I>  + \/ a“ — i’  y/—  i]  y'  '=Çy-f-C  y/cd-j-y*, 

équation  qui  est  réelle , mais  qu’on  ne  pourra  jamais 
mettre  sous  une  forme  algébrique  dépouillée  de  la 
quantité  imaginaire  y/ — I ; ainsi  il  est  préférable  , 
pour  intégrer  l’équation  (a)  , de  prendre  l'intégrale 
par  les  arcs  de  cercle  de  la  fonction«en  x , et  celle 
pour  les  logarithmes  de  la  fonction  en  y , ce  qui  pro- 
duira i’équation 


arc  ^sin  = ^ C Çy  -f-  C Y a* * 

Nous  verrons  au  chapitre  II  de  la  quatrième  section, 
qu’il  existe  d’autres  équations  séparées  dont  les  deux 
membres  ne  sont  intégrables  séparément , ni  algébri- 
quement , ni  par  les  arcs  de  cercle  , ni  par  les  loga-  * 
rithmes  , et  qui  cependant , par  la  combinaison  des  . 
deux  membres,  donnent  une  intégrale  algébrique. 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  méthode  générale  des . facteurs  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  à plusieurs  variables  , lorsque  ces 
équations  , dans  leur  état  primitif  ne  sont 
pas  intégrables . 

357.  Ainsi  que  nous  l’avons  démontré  au  cha- 
pitre II  (art.  333  , 334  et  335)  ,1e  polynôme  égalé  à 
zéro  d’une  équation  différentielle  , ne  se  présente  pas 
ordinairement  sous  la  > forme  d’une  fonction  différen- 
tielle exacte  , parce  que  très-souvent  ce  polynôme  est 
privé  d’un  facteur  variable  qui  a disparu  dans  le  pas- 
sage de  l’équation  primitive  à sa  différentielle.  Nous 
avons  traité  au  chapitre  III  plusieurs  équations  diffé- 
rentielles qui  étaient  dans  ce  cas-là , et  par  certains 
artifices  qui,  pour  la  plupart,  avaient  pour  objet  d^ 
séparer  les  variables  , nous  sommes  parvenus  à inté- 
grer ces  équations.  Mais  s’il  existait  une  méthode  sûre 
et  qui  pût  s’appliquer  à tous  les  cas  possibles , pour 
déduire  de  l’équation  différentielle  à plusieurs  variables 
qu’on  veut  intégrer,  le  facteur  par  lequel  on  doit 
multiplier  cette^squatioii , pour  que  le  produit  fût  une 
fonction  différentielle  exacts  lorsque  la  proposée  en 
est  susceptible  ( ce  qui  n’est  pas  toujours , ainsi  que 
nous  le  verrons  à l’article  36o),  cette  méthode  serait 
très-précieuse  et  éviterait  les  recherches  particulières 
à chaque  cas,  telles  que  celles  dont  nous  nous  sommes 


# • 
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occupés  dans  le  chapitre  précédent  (*).  Mais  malheu- 
reusement l’analyse  a fait  jusqu’à  présent  bien  peu  de 
progrès  dans  la  recherche  du  facteur  qui  rend  inté- 
grable une  équation  différentielle  susceptible  de  le 
devenir.  Nous  allons  examiner  quelques-uns  des  cas 
des  plus  simples  où  l’on  peut  trouver  ce  facteur , et 
nous  ferons  connaître  les  relations  q|ii  doivent  exister 
entre  les  coefficiens  des  équations  à plus  de  deux  va- 
riables , peur  qu’elles  soient  susceptibles  de  devenir 
des  différentielles  exactes  par  la  multiplication  d’un 
facteur. 


358.  Soit  l’équation  différentielle  et  inexacte 


P dx  -J-  Qdy  =o (3a6)  , 

dans  laquelle  P et  Q représentent  des  fonctions  quel- 
conques des  variable  a?  et  y , et  représentons  par  fl 
le  facteur  variable  qui  doit  rendre  l’équation  précé- 
dente intégrable , facteur  que  dorénavant  nous  appelle- 
rons  facteur  intégrant.  On  aura  donc,  d’après  l’équation 
de  condition  (5a)  [art.  543  » celle 

<fr(Pfl)__  tfr(Qfl) 

• dy  dx  * 

► 

ou  développant,  il  viendra 


Ptfrfl 

dy 


<«. 


équation  dont  il  est  fort  difficile  de  tirer  la  valeur  du 
facteur  ô lorsqu’il  est  fonction  des*îdeux  variables  ; 


( * ) Nous  a -von»  déjà  trouve  A l’article  34 1 , le  facteur 

B- A 

[ F (y  ) ] A , par  lequel  il  faut  multiplier  l’équation  (o 96)  pour 
pouvoir  l’intégrer.  * 


V a 
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mais  s'il  n’est  fonction  que  de  l’une  des  deu^  variables , 
par  exemple  , de  celle  x , alors  on  déduira  aisément 
de  l’équation  (027)  la  valeur  de  fl,  puisqu’on  aura 


= o , dz6  = dQ  , 


et  par  conséquent 

dd 


«• 


Il  faut  donc  pour  que  ô ne  soit  fonction  que  de  la 
variable  x , qu’on  ait  Q dans  l’équation  proposée  (3a6)  , 
ne  contenant  pas  la  variable  y , et  P = à une  fonc- 
tion quelconque  de  x , dans  laquelle  il  n’entrera  que 
la  première  puissance  positive  de  y.  Ainsi  représen- 
tant par  X'  le  coefficient  de  dx  dans  l’équation  (a)  , 
ou  aura 


/XV* 


•(*), 


ft  l’équation  (3a6)  étant  multipliée  par  dette  valeur 
de  ô , aura  son  premier  membre  qui  sera  une  fonction 
différentielle  exacte. 

L’équation  (298)  [art.  342]  est  dans  le  cas  que  nous 
venons  d’examiner;  car  la  comparant  avec  celle  (3a6), 
on  a ' 

P =yX  + l;  et  Q = 1 , 

donc 

x'=irÿ-|s-|=x. 

• yL  dy  dx  J 

ce  qui  réduit  l’équation  (ô)  à celle 

. Z*** 


et  multipliant  l’équation  (298)  par  cette  valeur  de  ô , 


^ n 
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il  vient  # 

^/Xr/x  Jy_l_y^Çcf^dr  — O . . . . (c)  , 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  différentielle 
exacte , car 


rgPUx  = /Xdxx=^e- 


fXclx 


X+ge^]. 


<£*  " 5 ~dy 

Pour  intégrer  l’équation  (c)  , nous  observerons  que 

d.y/Xdx=  /***&+ yX/^dx, 
et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 

de  e^~Xdxdy  déduite  de  celle  (c)  , nous  aurons,  toutes 
réductions  faites , l’équation 

d.y/Xdx=-^dx, 
qui,  étant  intégrée,  donne 

y = e~^Xdx  [ const.  — f^Xdxdx~] , 
même  intégrale  que  celle  (29g)  trouvée  à l’art.  3^2. 

359.  L’exactitude  c^une  fonction  différentielle  entre 
trois  variables  , peut  être  vérifiée  par  les  trois  équa- 
tions de  condition  (53)  , ou  même  par  une  seule  équa- 
tion de  condition  provenant  de  la  combinaison  de  ces 
trois  équations.  En  effet , soit  l’équation 

P dx  -f-  Qdy  -f-  R dz  = 0 (328)  , 

dans  laquelle  P , Q , R sont  des  fonctions  quelcénques 
des  trois  variables  x , y , z ) on  aura , si  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  une  fonction  différcn-. 
Jielle  exacte,  les  trois  équations  de  condition 

CtM»_d*Q  <PP__d*R  1 

\dy  dx  dz  dx  * dz  dy  J 
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Prenant  la  râleur  de  dr  dans  les  deux  premières  équa-* 
lions,  égalant  ces  deux  valeurs;  ensuite  de  l’équation 


résultante  tirant  la  valeur  de  ^ , et  égalant  cette  valeur 


avec  celle  de  ~ tirée 
dz 


de  la  dernière  des  trois  équa- 


tions en  ( a ) ; enfin  chassant  les  dénominateurs  de  l’équa* 
tion  résultante , on  à l’équation  de  condition  unique 


. d*T’d:QdxR  ■=  d*PdIQd?R (329)  • 

pour  vérifier  l’exactitude  de  la  fonction  différentielle  à 
trois  variables  Prie  -f-  Qdy  -f-  Rdz  (*).  Mais  si  l’équa- 


(*)  Généralement  on  peut  réduire  les  - — — équations  de 

condition  indiquées  à l’article  54,  pour  vérifier  si  une  fonction 

...  ...  . (n  — i)(n  — *)  , 

différentielle  entre  n variables  est  exacte,  à - équa- 

tions , c’est-à-dire  avec  n — i équations  de  moins.  Par  exemple  , 
pour  vérifier  si  la  fonction  différentielle  à quatre  variables 
Vdx  -f-  Qtlf  -f-  Rdz  -+-  S du 

est  exacte,  l’article  54  donne  les  six  équations  de  condition 


drV  _ d*Q  £•_ P _ d*R  d-  P __  d*Q  * 

dy  dx  * dz  dx  * du  dx  * 

d»Q  _ dr R d- Q _ drS  d- _R  _ d» S 

dz  dy  r du  dy  du  dz  * 


Divisant  la  première  de  ces  équations  de  condition  par  la  seconde  , 
la  cinquième  par  la  sixième  ; prenant  dans  chacun  de  ces  deux 

résultats , la  valeur  de  , égalaAt  ces  deux ‘valeurs  , et  chassant 

les  dénominateurs , ou  a la  première  équation  du  groupe  suivant. 
Divisant  la  seconde  équation  par  la  troisième  , la  quatrième  par 

la  T^nqùième  j prenant  dans  les  deux  résultats  la  valeur  de  ~ j 


égalant  ces  deux  valeurs  et  chassant  les  dénominateurs,  on  p la 
seconde  équation  du  groupe  suivant.  Enfin  faisant  changer  de 
place  aux  deux  membres  de  h*  première  équation , et  dans  cet 
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tion  (329)  n’étant  pas  satisfaite , la  proposée  (3 2 8)  est 
cependant  susceptible  de  devenir  intégrable  par  la 
multiplication  d’un  facteur  0 , il  existera  certaine  rela- 
tion, entre  les  fonctions  variables  P,  Q,R  et  leur» 
différentielles  partielles  que  nous  allons  déterminer. 

Si  la  fonction  différentielle 

bPdx  -f-  6Qt/y  + SRdz 

est  exacte , on  doit  avoir  les  équations  de  condition 

edxQ  QcH 

dx  dx 

bd*R  RcH 

dx  dx 

(d'Q  Qd* 8 _ W RM 

dz  ' dz  dy  ' dy 

qui  sont  les  développemens  des  équations  (o)  , après 
y avoir  mis  les  quantités  0P , 0Q  et  6R  à la  place  des 
respectives  P , Q et  R. 

Par  le  moyen  des  trois  équations  (è)  , éliminant 
dzb , d>& , dlb , ensuite  divisant  par  0 , on  a l'équation  de 


bd/ P P M _ 

dy  dy 

Jldz  P P d‘6 

dz  dz 


état  divisant  membre  h membre  par  la  quatrième  ; divisant  de 
•même  la  troisième  équation  pal'  la  sixième  , prenant  dans  les  deux 

résultats  la  valeur  de  — . égalant  ces  deux  valeurs  et  chassant  les 

dénominateurs , on  a la  troisième  équation  du  groupe 


= d‘Pd*Qd‘RdrS, 

’ d‘Pd“QdrRd’S  = d'Pd’Qd'RdrS , 

d‘Vd*QdrRd*S  = drPd’Qd‘Rd*S.  £ 

Telles  sont  les  trois  éqrrations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu 
lorsque  la  fonction  différentielle  h quatre  variables  est  exacte.  Oo 
opétera  d'une  manière  semblable  pour  les  fonctions  à 5»  G»  vie. 
variables. 


* 
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conation 


£1?_p±Q_ 


dz 


o.  *(33o). 


qui  doit  avoir  lieu  toute*  les  fois  que  la  proposée  à trois 
variables  (3a8)  est  susceptible  d’exactitude  par  la  mul- 
tiplication d’un  facteur. 


36o.  Donc,  iB.  toute  équation  différentielle  à deux 
variables  (3a6)  est  susceptible  d'être  intégrée  par  la 
multiplication  d’un  facteur  è , puisque  dans  une  telle 
équation  on  a 


Rs=o,  dK  az  o , d‘P  = o et  dlQ  — o , 


ce  qui  réduit  celle  (33o)  à l’équation  identique  o = o. 

36 1.  a°.  Toute  équation  eittre  trois  variables  qui  ne 
satisfait  pas  à celle  (33o)  , n'est  pas  intégrable , et  par 
conséquent  parait  au  premier  abord  insignifiante.  Ce- 
pendant M.  5longe  a démontré  dans  les  Mémoires  de 
l Académie  des  Sciences  de  Paris  (année  1784)  , qu’une 
telle  équation  différentielle  entre  trois  variables  qui  11e 
pouvait  pas  s'intégrer  , représentait  une  infinité  de 
courbes  à double  courbure  jouissant  d’une  propriété 
commune.  D’ailleurs , nous  observerons  que  dans  ces 
équations  non  intégrables , celle  (33o)  donne  un  rap- 
port entre  les  trois  variables,  qui , tel  qu’il  se  présente,? 
ou  augmenté , ou  diminué  d’une  quantité  constante , 
satisfait  souvent  à la  proposée  ; telle  est , par  exemple  , 
l'équation 

( y—z)  dz  + (z — ■ y)  dx+  (x+fl)  dy=o (o)  , 

pour  laquelle  l’équation  de  condition  (3&>)  n’est  pas 
satisfaite  , puisqu'elle  est  dans  ce  cas-ci 


z—x  -f-j'  + û ; 


i 
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cependant  si  l'on  sifbstitue  cette  valeur  de  s dAs  la 
proj^sée  (a)  , on  a l'équation  identique  o = o. 

Soit  encore  l’équation 

{ i + \/0— y— x)  [ 1 -f-a  )/(z— y— x)— i \/(z-y-x)]  }dx 

-f  [ 1 +X  \/(z— y— x)]  dy—dz  = o {b)  , 

pour  laquelle  l’équation  (33o)  devient 
<3  a\ 


z — ? +y  + 


.(c). 


Ainsi  la  proposée  ( b ) n’est  pas  intégrable  , elle  n’est 
pas  non  plus  -satisfaite  en  y substituant  la  valeur  de  z 
donnée 'par  l’équation  (c);  mais  si  l’on  retranche  de 
cette  valeur  le  terme  constant , l’équation  restante 
z = x -f  _y  satisfait  à lâ  proposée. 

3 6a.  Soit  généralement  l’équation  différentielle 
P dx  + Qdy  + RJz  -}-  Sdu  -1-  etc.  o (a) 

,entre  un  nombre  quelconque  m de  variables.  Il  est 
clair  que  si  le  polynôme  différentiel  de  cette  équation 
étant  multiplié  par  le  facteur  0,  devient  une  fonction 

différentielle  exacte  , tous  les  !_)  binômes 

a 

6Vdx  -f-  fiQdy  , 6Pdx  -f-  bRdz  , etc.  qu’on  pourra 

former  en  combinant  de  deux  à deux  les  m termes  de 

la  proposée  (a)  multipliée  par  0 , seront  des  différen- 

. , ..  m (m — i) 

exactes , ce  qui  donne  lieu  aux 


tielles 


équations  de  condition  semblables  à celles  dont  il  est 
parlé  à l’article  54.  Pareillement  dans  ce  même  cas  , 
m (m — i)(m — a) 
a.3 

{ 6Pdx-f-0Qif> +6Rda , éPdx+SQrfy+SSdu,  etc} ...(6) 


tous  les 


trinômes 
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qn’on  peut  formel'  en  combinant  de  trois  à trois  les 
m termes  de  la  proposée  multipliée  par  0 , seront  des 
différentielles  exactes.  Donc  si  ^ différentielle  pro- 
posée (a)  est  ■susceptible  d’exactitude,  chacun  des 


m ^ — 1 ^ -J-— — trinômes  (b)  devra  satisfaire  à 

2.0 

une  équation  êe  condition  semblable  à celle  (33o)  ; d’où 
il  parait  au  premier  abord  que  pour  une  équation 
différentielle  entre  m variables  , il  doit  y avoir 

a)  équations  de  condition.  Mais  par  le 


calcul  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  lorsqu’on  a calculé 

(m-i)(m-_2)de  cea  équations>  ie3 

2 2.3 

autres  s’ensuivent  immédiatement  des  premières,  et 
par  conséquent  sont  inutiles  à calculer.  Ainsi  pour  une 
équation  à quatre  variables , on  n’a  besoin  que  de  cal- 
culer trois  équations  de  condition  au  lieu  de  quatre  } 
pour  une  équation  entre  cinq  variables , on  n’a  besoin 
que  de  calculer  six  équations  de  condition  au  lieu  de 
dix,  et  ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple , l’équation  à quatre  variables 
• Pifîc  -f-  Qdy  -f-  R dz.  -f-  Sdu  — o. 


Il  est  clair  que  si  son  premier  membre  est  susceptible 
de  devenir  une  fonction  différentielle  exacte , en  mul- 
tipliant cette  équation  par  fl  , on  aura  les  quatre  équa- 
tions suivantes  : 

Pifx-j-Qdy-f-Rda=o  , Pdx-f-Rrfz-f-Srfo  = o , 
PcLc-J-Qr/y-f-Sdu  = o , Qc/y-f-Rrès-f-SJu  = o , 


dont  les  premiers  membres  doivent  aussi  être  des  fonc- 
tions différentielles  exactes  en  les  multipliant  par  le 
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facteur  S , puisque  si  la  fonction 

• Pidr  -j-  Qêdy  -f-  R 5dz  -f-  Sidu 

est  une  dilférentielfe  exacte,  il  faut  qu'elle  le  soit 
encore  en  faisant  successivement  du,  dz  , dy  e t dx  égal 
. à zéro.  On  aura  donc , conformément  à l'équation  de 
condition  (33o)  , les  quatre  équations  suivîtes  : 


dx 

d*Q 


-»£+<Æ-»9~ 


dx 

dx 

s 55- 

Jy 


dx  dy  dy  ‘ x dz  dz 


-R 


d^”1"*  dy  djT^x  du  r du  *-ur 

d*S  . „d‘S  „d*P  . „d“P_pd»K_;o) 


dx 


+ P-£-S~ +R 


dz 


du 


du 


Mais  si  l’on  multiplie  la  première  de  ces  quatre  équa- 
tions par  S , la  seconde  par  R et  la  troisième  par  Q ; 
qu’ensuite  on  ajoute  la  première  équation  résultante 
avec  la  troisième  résultante  ; que  de  cette  somme  on 
retranche  la  seconde  équation  résultante , et  qu’enfin  on 
divise  par  P , on  aura  la  dernière  des  quatre  équations 
précédentes.  Donc  cette  quatrième  équ|tion  n’étant 
qu’une  suite  évidente  des  trois  premières,  il  fl’est  né- 
cessaire que  de  calculer  les  trois  grcrupées  sous  le 
n°  33i. 


363.  Il  résulte  de  ce  qui  a été  démontré  précédem- 
ment, qu’on  peut,  toujours  connaître  si  une  équation 
différentielle  à plus  de  deux  variables  est.  intégrable 
par  la  multiplication  d'un  facteur  intégral  ; mais  cette 
connaissance  en  fait  sentir  plus  vivement  le  regret  de 
ne  pouvoir  généralement  déterminer  le  facteur  en 
question.  Cependant  les  équations  différentielles  homo. 


* 


r 

\ 
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gènes  entre  un  nombre  quelconque  de  variables,  se 
soustraient  à cette  impuissance  de  l'analyse.  En  effet , 
■oit  l’équation 

dU'  = P dx  -f-  Qdy  -j-Rdz  -j-  etc.  = o (a)  , 

que  nous  supposons  homogène  et  inexacte.  Représen- 
tons toujours  par  0 le  facteur  intégral  dont  le  produit 
par  la  fonction  différentielle  inexacte  dU'  doit  donner 
une  fonction  différentielle  homogène  et  exacte  dU  ; on 
fura  donc  6 dU'  ou  • 

0P dx  + fiQdy  -f-  6Rdz  + etc.  — dü  = o . ! . . (i) . 

Mais  d’après  la  propriété  des  équations  différentielles 
démontrée  à l’article  56 , on  a , en  représentant  par  n le 
degré  d’homogénéité  de  U* 

6Px  + SQy  -f*  6Rz  -f-  etc.  =nU . . . . (c) ; ' 

donc  divisant  membre  à membre  l’équation  ( b ) par 
celle  (c) , il  viendra 

* Pdr+Qdy  + Rdz-f-  etc.  dU  , 

Px  + q)y+.iU+etc.  ~ Æ 

Or  , le  dernier  membre  de  l’éîpiation  (d)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  puisque  son  intégrale  immédiate  est 

1 * 

- /U  •,  donc  le  facteur  qui  rend  la  proposée  (a)  une 
différentielle  exacte  , est 


" Px  -f-  Qy  -f-  Rz  -f-  etc. 


.(33a). 


Exemple.  Intégrer  l’équation  différentielle  inexacte 
et  homogène 

(yx+y»)  dx  — (x*—  yx)dy  = 0. 
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Nous  avons 

V=yx+y\  Q=—x'  + xy,  , 
Px  -f-  Qy  — a y*x , 

i 


donc 
* 

ainsi  le  facteur  cherché  est 


ay%x  » ce  qui  donne 


const. 


l’équation  différentielle  exacte 

dx  xdy  , dx  , dy 

-i  -I = O , 

• a y 2y“  ax  sy 

dont  l’intégrale  immédiate  est 

J ay  J ax  J *y 
ou  • 

-f-  Ixy  = const. 

y 

3 64-  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  le 
degré  n d’homogénéité  de  l’intégrale  cherchée  U est 
nul  , puisqu’alors  intégrant  l’équation  ( d)  de  l’article 
précédent , on  aurait  l’intégrale  du  premier  membre 

= — = oo.  Mais  dans  ce  cas  de  n = o,  on  a , en  ne 
o 

considérant  d’abord  que  l’équation  à deux  variables, 

Pdj?  -f-  Qdy  =o (a)  , 

celle  (f)  de  l’article  précédent  qui  donne 


■ (6); 


Px  -f-  Qy  = o , d’où  Q = — P 

j 

ce  qui  réduit  l’équation  (a)  à celle 

p(fc^)  = o,  ou  v(|)=o..  ci); 

f 

donc  afin  de  pouvoir  intégrer  la  proposée  lorsque  son 
• • intégrale 
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intégrale  homogène  est  d’un  degré  nul , ce  qui  est  indi- 
qué par  l’équation  (&)  , il  faut  multiplier  l’équation 
(c)  par  un  facteur  0 qui  rende  flPy>  = à une  foncw 


tion  de  -. 


Exemple.  Intégrer  l'équation  différentielle  inexacte 
et  homogène 

( xay  -f-y3)  dx  — (xs-f-  xy1)  dy  = o. 

On  a 

P=.y(«*+y%  Q=  — x(x*+y); 

donc 

Q = — P ■ - » 
y 

ce  qui  indique  d’abord  que  l’intégrale  de  la  proposée 
est  de  degré  nul.  Il  faut  donc  multiplier  la  valeur  de 
Py' , c’est-à-dire  y*  (x*  + _y*)  par  un  facteur  ô qui 
rende 


¥(^+y)=/(j); 


et  il  est  aisé  de  voir  que  ce  facteur  doit  être_y*x*  ; 
ainsi  l’on  aura  à intégrer  l’équation 


o+£k;-)=°- 


ou 


"(y) 


(y) 


^=o. 


dont  l’intégrale  est 


(y)’  ‘ 


x y X1 — y* 

^ = const.,  ou  - ■■  — const», 

y X xy 
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Considérons  maintenant  l’équation  différentielle 
inexacte  et  homogène  à trois  variables 

• Prix  -f-  Qdy  -f-  Rriz  = o (d)  , 

dans  le  même  cas  de  n = o 0ce  qui  donnera  l’équa- 
tion 

Px+Qy-I-  Rz  = o (e)  , 

d’où 

(f);  ' 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (ri)  , elle  se 
réduit  à celle 

P + Q (ytyr&^o, 

laquelle  étant  divisée  par  z donne  l’équation 

M@+<3,î©  = 0-Tfe)' 

Ainsi  afin  que  cette  dernière  équation  , et  par  consé- 
quent la  proposée  ( d ),  soit) intégrable  , il  faut  multi- 
plier l’équation  (g)  par  un  facteur  fl  qui  rende  6P 

oc  • y 

fonction  de  - et  60  fonction  de-^-. 

Z z 

Exemple.  Intégrer  téqualion 

z*x“dx  -J-  zy3dy  — (zx3 -f- y4)  dz  = o (h). 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (d) , on  a 

P = zax* , Q — ~y3  , R=—  (zx3-!- y4)  , 

donc  x 

Px-f  Qy  + Rz  = z"x-3  -f-  zy*  — zy*=o  ; 

d’où  nous  conclurons  que  l’intégrale  de  la  proposée , 
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si  elle  est  susceptible  d’intégration,  est  une  équation 
homogène  d’un  degré  nul.  Substituant  les  valeurs  de 
P et  de  Q dans  l’équation  (g) , on  a celle 

zVd  0)  + zfd  0)  = o i). 

OC 

Or , $z*xa  ne  peut  être  fonction  de  — qu’en  faisant 
fl  = ~ , et  cette  même  valeur  de  fl  rend  flzy5  fonc- 
tion de  donc  la  proposée  est  intégrable  , et  l'on  a 
l’équation 

intégrant  cette  dernière  équation  , oa  a pour  intégrale 
exacte  de  la  proposée  (A)  , l’équation 


+ — = const. , 
3 z-  1 4 a»  ’ 


ou  ■r=£-=  const. 

12Z4 


Enfin  , ce  que  nous  avons  dit  précédemment  suffit  pour 
voir  que  généralement  dans  toute  équation  différen- 
tielle inexacte  et  homogène  entre  un  nombre  quel- 
conque de  variables , représentée  par 

P dx  -f-  Qdy  -f-R dz +Tdt  = o, 

dans  laquelle  on  aura 

Px  -f- Qy -J-  Rz. . . .+  Tt  — o ( k ) , 

il  faudra,  pour  que  la  proposée  soit  intégrable,  qu’on 
puisse  trouver  un  facteur  9 qui  rende  en  même  temps 


«P 


=/©•  ,q=/(D-  •*/©.-- 
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o 65.  Cependant  il  y a des  cas  où  l’équation  (e)  de 
l’article  précédent  étant  satisfaite , et  la  proposée  étant 
susceptible  d’une  intégration  exacte  , on  ne  peut  trou- 
ver le  facteur  8 qui  rend  en  même  temps  le  produit 

OC 

6P  une  fonction  de  - , et  celui  60  une  fonction  de 
z 

, il  faut  alors  avoir  recours  à une  transformation 

2 

qui  conduit  à une  équation  ne  renfermant  plus  que 
deux  variables  qu’on  peut  séparer  si  la  proposée  est 
susceptible  d’intégration  ; telle  est  , par  exemple  , 
l’équation 

(ey — bz ) dx-f-  (cz — ai)  dy-f-  (ùx — cy)  dz—o...(a)  , 
qui,  comparée  avec  l’équation 

Pdx  Qdy  -f-  Rds  = o , 

donne 

P3c=cy — bz , Q —cz — ax  et  R = bx — cy  , 
d’où  . 

Px-f-Qy-f-Rz=ayx — bzx-\-czy — axy-\-bxz — cyz=o  ; 

il  faudrait  donc  , suivant  la  règle  précédente , trouver 
un  facteur  6 qui  rendit  en  même  temps 

fi  (oy  — àz)=/ï  et  6 (cz  — ax)x=fZ, 

Z Ai 

ce  qui  est  impossible  : mais  faisant 

{ y — tx  et  z = ux}  , 

d’où 

dy—rdx  -f-  xdr  et  dz  — udx-\-xdu, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( à ) , on  aura, 
toutes  rcductions^aites  , l’équation 

(eu — a)dr—  (cr  — b)  du, 


l 
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d’où  l’on  tire  celle  séparée  • 

dr  du 

cr  — b eu  — a * 

dont  l’intégrale  est 

ou  passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques , 
et  substituant  les  valeurs  de  r et  de  u déduites  des 
équations  (A)  , on  a pour  intégrale  de  la  proposée  (a) , 


ez  — ax 


On  opérerait  d’une  manière  semblable  pour  les  équa- 
tions homogènes  à un  nombre  quelconque  de  variables 
qui  satisferaient  à l’équation  (A)  de  l’article  (364)  > 
ci  l'on  avait  trop  de  peines  à trouver  le  facteur  inté- 
gral 6 qu’exige  la  méthode  de  l’article  364,  e*  l’on 
n’aurait  plus,  comme  par  cette  dernière  méthode  où 
le  nombre  n de  variables  x , y , z. . . . s,t  se  réduisent 

aux  n — i variables  - , •£,  qu’à  intégrer  une 

équation  qui  renfermerait  une  variable  de  moins. 

366.  Lorsque  dans  l’équation  différentielle  et  homo- 
gène qu’on  veut  intégrer,  celle  (A)  de  l’article  364 
n’est  pas  satisfaite,  alors  le  facteur  intégral  6£éq.(33a)j 
est  toujours  connu.  Mais  il  est  souvent  plus  commode 
pour  opérer  cette  intégration,  de  se  servir  d’un  procédé 
semblable  à celui  de  l’article  365 , lequel  conduit,  dans 
ce  cas  , à la  transformation  de  l’équation  qu’on  vert 
intégrer  en  une  autre  , dans  laquelle  il  ne  reste,  comme 
à l’article  33g  relativement  aux  équations  homogènes 
à deux  variables , que  l’une  des  anciennes  variables 
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isolée  dans  un  seul  membre  avec  9a  différentielle  ; da 
manière  qHe  l’on  n’a  plus  , qu’à  intégrer  une  fonction 
différentielle  renfermant  une  variable  de  moins  que  la 
proposée.  Par  exemple  , soit  proposé  d’intégrer  l'équa- 
tion différentielle  inexacte  et  homogène 

( y * -{-y  z -f-  z3)  dx  -f-  (x3  -f-  xz  -f-  z3)  dy 

+ xy  -f  y)  dz=o . . . (a) . 

Il  est  évident  d’après  ce  que  nous  avons  démontré  à 
l’article  363  , que  pour  rendre  cette  équation  une 
différentielle  exacte  , il  faudrait  la  diviser  par  la 
quantité 

(j34-yz+z3)  x -f-  (x*+xz+z*)y  -f  (x*+xy-fy)  z ; 

fnais  il  est  beaucoup  plus  commode  pour  opérer  l’in- 
tégration de  la  proposée , de  se  servir  de  la  méthode  que 
nous  venons  d'indiquer.  Soit  donc  fait 
y = rx  et  z = ux , 

d’où 

dy  xz  rdx  + xdr  et  dz  = udx  4-  xdu. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( a ) , on  a , 
toutes  réductions  faites , 

dx  du-\-  dr  rdu  -f-  udr  -f-  du  -J-  dr 
x u-t-r-f-i  ur-j-u-f-r 

dont  l’intégrale  est 

/x=  / ( « 4-r-f- 1)  — Z(ur-f-u-f-r)  +/.const.j 
donc  mettant  à la  place  de  r et  de  u leurs  valeurs 
respectives  et  - , et  passant  des  logarithmes  aux  ex- 
pressions algébriques , il  vient 


yz  xz  -f  yx 

J- , J 3=  const. , 

y 4-x-j-z 

ce  qui  est  l’intégrale  de  l’équation  (a). 


Digitized  by  Google 


A PLUSIEURS  VARIABLÇS.  87 

367.  Il  est  évident , d’après  ce  qui  a été  démontré  à 
l’article  363  , qu’on  trouvera  aisément  le  facteur  0 de 
toute  équation  différentielle  qui  pourra  se  transformer 
en  une  homogène , puisque  le  facteur  (33a  ) de  cette 
transformée  étant  connu,  il  n’y  aura  qu’à  y substituer 
les  valeurs  des  nouvelle“variables  en  anciennes.  Par 
exemple , l’équation  (aq3)  Q art.  34o]  se  ^ransforme  en 
l’homogène  (289)  [art.  33g  ] ; or  , le  facteur  qui  rend 
cette  dernière  équation  une  différentielle  exacte , est 

1 

nx*  + ( è + #)  xy -f-gy*  ’ 

donc  mettant  pour  abréger  a et  J1  à la  place  des 
valeurs  déterminées  de  ces  quantités  [ équat.  ( b ) , 
art.  34o] , et  faisant  attention  que  des  équations  (a) 

1 du  même  article  34o , on  tire 

ot—x'  — a et  y ~y  — $ , 

on  aura  pour  facteur  intégral  de  l’équation  (ag3)  la 
quantité 

1 

a Cx'_„)‘4  (6+e)(x'-«) 

368.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  plus  long-temps 
sur  la  recherche  des  facteurs  intégraux  des  équations 
différentielles  inexactes  à plus  de  deux  variables  ; car 
cette  recherche  offre  presque  toujours  des  difficultés 
insurmontables  , ce  qui  paraît  éton^pnt  lorsqu’on  fait 
attention  que  toute  équation  différentielle  inexacte  , 
susceptible  de  devenir  exacte  par  la  multiplication 
d’un  facteur  intégral , peut  encore  devenir  exacte  par 
la  multiplication  d’un  nombre  infini  d’autres  facteurs 
intégraux  qui  résultent  du  produit  d’un  seul  de  ces 
facteurs  par  une  fonction  quelconque  de  l’intégrale  de 
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la  proposée.  En  effet,  soit  supposé  que 
Pdx  -f-  Qdy  4-  Rdz  -f-  etc. 

étant  une  fonction  différentielle  inexacte  , le  facteur  9 
la  rende  exacte , et  que  conséquemment  dU  repré- 
sentant la  différentielle  exacte  d’une  fonction  U des 
variables  x , y , z — on  ait 

flPdx  4#âQdy  -f-  (SR dz  -f-  etc.  s=  dU (a). 

Il  est  clair  que  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  dernière  équation  par  une  fonction  de  U que 
je  représente  par  F (U) , de  sorte  que  le  second  membre 
de  l 'équation  * 

(F  (U)Pdx-f-SF  (U)Qdy-fflF(U)  Rdz-l-etc.=F(U)dU 

soit  une  différentielle  exacte  ; le  premier  membre  de 
cette  équation  sera  une  fonction  différentielle  exacte  ; 
et  à cause  que  F (U)  peut  avoir  un  nombre  infini  de 
valeurs  différentes  , qui  rendront  F (U)  dU  une  diffé- 
rentielle exacte  , il  s’ensuit  que  si  un  seul  facteur  fl  est 
susceptible  de  rendre  exacte  une  fonction  différentielle, 
il  y en  a un  nombre  infini  d’autres  àF  (U)  qui  opére- 
ront le  même  effet. 


CHAPITRE  Y. 

De  la  ntéthode  inverse  des facteurs. 

3Sq.  Toute  équation  différentielle  à deux  variables 
étant  susceptible  de  devenir  intégrable  par  la  multi- 
plication d’un  facteur  à ( art.  36o  ) , et  cependant 
l’analyse  étant  presque  toujours  insuffisante  pour  trou- 
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ter  ce  facteur  , nous  allons  prendre  une  marche  inverse 
de  celle  que  nous  avons  prise  dans  le  chapitre  précé- 
dent, c’est-à-dire  qu’au  lieu  de  chercher  directement 
le  facteur  qui  rend  intégrable  une  «quation  différen- 
tielle, nous  allons  chercher  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coefiiciens  variables  des  différentielles  d'une 
équation  donnée  de  forme  seulement , pour  qu’un  fac- 
teur donné  aussi  de  forme  seulement,  rende  l’équation 
intégrable.  C’est  dans  ces  recherches  qui  servent  à 
trouver  les  facteurs  propres  «prendre  intégrables  un  * 
nombre  infini  d’équations  différentielles  à deux  varia- 
bles, que  consiste  la  méthode  inverse  des  facteurs  dont  ’ 
nous  allons  nous  occuper.  ? 


370.  Problème  I.  Trouver  la  relation  qui  doit  exis- 
ter entre  les  fonctions  indéterminées  X , X'  de  x qui 
entrant  dans  t équation 

Xydx  4-  A'dx  + ydy  =0 (333) , 

et  celles  ?,  if ... . de  même  nature  qui  entrent 

dans  1 expression  du  facteur 

6 ~ [y  m+ f(x)y  +|y  m-a-f  f y m'3. . ’ 

pour  qug  r équation  (333)  soit  intégrable  en  la  multi- 
pliant par  le  facteur  fl. 

Solution.  Comparant  l’équation  (333)  avec  la 
générale  * 

Pc?x  + Qdy  = o , 

on  a 

P = Xy4-X'  et  Q=y, 
et-  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 2ay  ) 
( art.  358)  , il  vient 


-y  g=-X! (335). 


j 


I 
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Substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs  de 
d/6,  dx&  et  6 que  donne  l’équation  (364)  . et  faisant 

à •/ (x)  ==f  ' (x)  dx,  d l = l , rlx  , 
d'~  %[dx , dr'  = ^[xdx  , etc.  , 

il  viendra  une  équation  complète  du  degré  m par 
rapport  à la  variable  y qui , devant  avoir  lieu  indépen- 
damment des  valeurs  de  .y , ne  pourra  généralement 
être  satisfaite  qu’en  faisant  chacun  des  coefliciens  égal 
à zéro , ce  qui  donnerPun  nombre  m -J-  i d’équations 
par  le  moyen  desquelles  on  cherchera  à déterminer 
les  valeurs  des  m -f-  1 indéterminées  X,  X',  , 

£" etc. , et  substituant  convenablement  ces  valeurs 
dans  les  deux  équations  (333)  et  (334),  on  aura  satis- 
fait à la  solution  du  problème  proposé. 

Nous  allons , pour  éclaircir  cette  théorie , en  faire 
quelques  applications. 

I®.  Proposons-nous  d’abord  de  trouver  les  valeurs  des 
quantités  indéterminées  X et  X'  de  l’équation  (333) , 
pour  qu’elle  devienne  intégrable  en  la  divisant  par 

ly  +/(*)]•• 

Faisant  0 = r — — >7— z=- , on  a 

[)+fW]n  • 

* cM  __  —n  _ 

dy  ~ [y'+ftâ}**1  ’ 

et 

dzè — nd f (x)  — nf  (x) 

~dx~  [^+/(x)],H-,<iE  — [.y  +/(x)3*+1' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 335  ) , on  a 
celle 

(n  — i)Xl  y -f-  nX'  x=o 
-nf(x)/  —f  (x)  X 
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qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
de^,  donne  les  deux  équations 

{("— O X— nf'  (x)  = o et  nX! — f(x)X~o  } . . . (a), 
â’où  l’on  tire 

X = ^ — . ”4f(x) 

n — t \n—i)dx * '* 

et  v * 

n — 1 ( Jfc-l) dx  ‘ " V 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (333) , il  vient 
celle 

^+fW+ydy^0 p36)> 

qui  n’est  pas  immédiatement  intégrable  , mais  qui  le 
devient  en  la  divisant  par  la  quantité 

Zy  +/(*)]“ (337)[*].' 

Soit , par  exemple  , 

f (x)  — x et  n = a , 

alors  on  aura  1 équation  différentielle  n3?n  intégrable 
* aydx  -j-  xdx  ydy  — o , 
qui  le  devient  en  la  divisant  par  {y  + x )*  f**] , et 

[*3  L équation  (33<S)  étant  homogène,  pourrait  encore  se  rendre 
«acte  en  la  divisant  par  la  quantité' 

.+  < ««• 3(33  )• 

[**ü*Ce  diviseur  est  identique  avec  celui  dont  nous  avons  parle 
dans  le  renvoi  précédent,  eu  y faisant 

n =1  et  f[x)—x. 
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il  est  aisé  de  voir  qu’effectuant  l’intégration , on  a 
fÇ9.ydx+xdx+ydy  _ _”1  _ H yfy I 

JL  (y+*)'  “ J "LJ  J 

= + 1 = const-3 

Si  l’on  fait  n=  i , l’équation  (A)  donne 
. df  (x)  = o , d’où  f (x)  = à une  constante  c (*)  ; 

et  substituant  ces  valajrs  dans  la  seconde  des  deux 
équations  (a)  , il  vient  celle 

X'  — cX  ; 

donc  l’équation  différentielle  inexacte 

Xydx  + cXJx  -j- ydy  = o (<!) 

étant  divisée  par_y+  c donnera  la  différentielle  exacte 
et  séparée 

Xdx  + A-^o... 

dont  l’intégrale  est 

fX.dx-\-y  — cl  (y  c)  = const (a). 

11°.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  X, 
X'  et  £ pourvue  les  équations  de  la  forme  de  celle 
(336)  deviennent  intégrables  en  les  multipliant  par  le 
facteur 

6_ l 

(.y+fix)y  + 

Faisant 

df{x)r=.f'{jx)dx  et  dï  = %,dx, 

(*)  Il  ne  faut  pas  considérer  cette  constante  c comme  nne  quan- 
tité constante  arbitraire;  c’est  nne  quantité  constante  quelconque  et 
déterminée  qui  entre  dans  X',  et  par  suite  dans  les  équaliofls  (<f) , 
(»);  et  la  constante  arbitraire  de  l’intégrale  de  cette  dernière  équation 
est  ce  que  nous  représentons  dans  l’équation  (x)  par  const. 
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*fl_.  -tttyf  (*)  + £,]  . 
rfx  Cr1  +/(*)  y H-  è]*'*'1  ' 


rfrfi  __  — n]>y+/(xV]  . 

^ ~ [/+/■(*) .y-f-eiT*' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (335)  et  ordon- 
nant par  rapport  aux  puissances  de  y , on  aura  l’équation 
(an— 1)  X)y*+(n— 0X/(*)]  J+nX'/C^)=o-(rf)  . 
— «/'(§>  J +2nX'.  j — X| 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
de  _y  , ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu’en  fai- 
sant chaque  coefficient  égal  à zéro , ce  qui  donne  les 
trois  équations 

X 


«• 

( n — 1 ) X/”(x)  -f-  anX'  = , 

_*L  rf) 

«/(x) 


X'= 


par  le  moyen  desquelles  éliminant  X et  X',  et  substi- 
tuant respectivement  aux  quantités  f (x)  et  celles 

et^r,  on  parvient  à l’équation 
ox  ox  jgp  * 

qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (296)  £ art.  34*3  . 
et  dont  conséquemment  on  trouvera  par  le  moyenne 
la  formule  (297)  , que  l’intégrale’ est 

—a  . iC11’^).  ■* 

[f(r)]«-‘ï-iC/(x)]'— ' =c, 
en  représentant  par  c une  constante.  Prenant  dans 
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cette  dernière  équation  la  valeur  de  Ç , on  a 

\ = i C/O)]*  + 

Substituant  cette  valeur  de-£,  ainsi  que  celle  de  X 
m £ équat.  (e)3  dans  l’équation  (f)  ; ensuite  substituant 
les  valeurs  de  X et  de  X'  dans  l’équation  (333) , et 
celle  de  | £ équat.  (A  )3  dans  le  facteur  6,  on  aura 
l’équation  différentielle  inexacte  * 

3 — «« 

nydf  (x)  /(x)ffix)  c C/Çx)]»'1— dfyc) 
an — î ' 4(a« — i)  an — i 

-f  ydy  — o (338)  , 

qui  se  rendra  exacte  en  la  divisant  par  la  quantité 

{ /+/W)+ï  [/  (*)]*+  c [/(x)]^7)». . . . (33g). 
Cette  solution  ne  satisfait  pas  au  cas  où  n = mais 
alors  l’équation  ( d ) se  réduit  à celle 
if  Wy+  i x/(x)w-  i x/(x)  =o. . . .(O , 
-X'  +X5 

+ H,  J 

d'où 


rc<=^] 


ee  qui  donne 

/♦)=«. 

en  représentant  toujours  par  c une  constante.  Les 
autres  coefliciens  de  l’équation  (i)  étant  égalés  à zéro, 

mettant  à la  place  de  sa  valeur  i1 , et  par  le  moyen 

• CISC 

des  deux  équations  résultantes,  prenant  les  valeurs  de 
X et  de  X',  on  a 

x- — c-^~ 


(4;  — 


pt  x'  — 

1 (4ç-c*yS’ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (333)  et  dans 
le  facteur  (334) , on  a l’équation  différentielle  inexacte 

= 0....P40), 

qu’on  rendra  exacte  en  la  divisant  plr 

VyÀ+  cy+Z (340- 

Pour  intégrer  l’équation  différentielle  inexacte 


(Q'-f  sg)  d' 


+ 


yfy 


=o. . . . (3^2)  , 


(4-— c‘)  V'y'+y+Z  ‘ V/y+<y-H; 

commençons  par  intégrer  partiellement  le  dernier  terme 
par  rapport  à y , ce  qui  nous  donnera  , d’après  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  n49, 


ry— — = ÿÿ+Tf+i 

J i/y+çy-H  / 

-icZ[y+i-c+v6a  + 0'+5'J (*)• 

Or  , il  est  clair  que  l’intégrale  de  l’équation  (34a)  ne 
peut  différer  de  celle  ( k ) que  d'une  fonction  de  x\  cela 
posé , différentiant  l’intégrate  précédente  par  rapport  à 
y et  ce  qui  donne  pour  sa  différentielle  complète 

ydy , [.y+y/y’-Ky+g] 

Ÿf+y+Z  v'yt+cy+ziy+c+!}-  y/y+p+ç]* 

ensuite  retranchant  cette  différentielle  de  celle  (34a), 
et  réduisant  au  même  dénominateur,  on  a la  fraction 

O (yH-p'+SD+Çç+a yiv/y-t-çy+g]^ 

4K— <]  [ay+c-f-2  y/y-Ky-KJ  y/y*+cy-K 
qui  réduite  à sa  plus  simple  expression  en  divisant  ces 
deux  termes  par 

-f  c-f  a y/y1- 1*  cy+%\V y’’+  çy+  i. 
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devient 


cdt 

4 ( £ — ■ c1  ) 


or  l’intégrale  de  cette  dernière  fraction  est 

donc  ajoutant  cette  quantité  avec  l’intégrale  (é)  , on 
aura  complètement  - » 


+ÏC 


/ [ équat.  (34a)  ] = | {/y  + cy  + £ 

* 

~j=  const.j...  (343). 


l/£-< 


y+i>c+Vy%+  cy+Z- 


Si  n = 1 , alors  l’équation  (338)  se  réduit  à celle 
homogène 

ydf  (x)  f(.xîdf  (■*)  +ydy—o.  ...(Z), 

et  la  quantité  (33g)  par  laquelle  on  doit  la  diviser 
pour  la  rendre  une  dilléreijjielle  exacte  devient 

y'  +yf(x)  + 1-4-4-  lf(x)y, 

ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  démontré 
à l’article  363. 

Si  nous  poursuivions  nos  recherches  sur  le  même 
sujet,  c’est-à-dire,  si  nous  nous  proposions  en  troisième 
lieu  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
X , X',  $ et  ^ pour  que  les  équations  différentielles 
inexactes  de  la  forme  de  celle  (333)  , pussent  devenir 
exactes  en  les  divisant  par  yne  quantité  delà  forme 

(y+/W/  + %y + %)\  # 

- il 
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il  faudrait,  pour  déterminer  et  £',  intégrer  des 
équations  différentielles  du  second  ordre  dont  nous 
n’avons  pas  encore  parlé  , et  qui  d’ailleurs  sont  géné- 
ralement très- difficiles  à intégrer. 

Il  est  à propos  d’observer  qufe  si  l’on  change  seule- 
ment les  signes  de  n dans  les  résultats  précédées,  on 
satisfera  de  même  à la  s’olution  du  problème  dont  là 
condition  est  que  le  facteur  soit  de  la  forme 

Cym+f(*')ym-,+Çyn-*+&m-3- -KO’-*)']".  (344)- 

On  trouvera,  par  exemple,  que  l’équation  différentielle 
inexacte 

3+a» 

nydf  (.r)  f(x)  df(x)  c [/(  x )]~  df(x) 


2/i-f-l  4(2/1 -fi)  2/ï-f-i 

+ydy= o (^45) 


devient  exacte  en  la  multipliant  par 

{ y+  fV)y +i[/(^)3*+cC/(x)]^*5“ (346). 

371.  Problème  II.  Déterminer  la  relation  qui  doit 
exister  entre  X et  X'  pdÊtr  que  les  trois  équations  diffé~ 
rentielles  inexactes 

(a) Xydx  -f-  X'dx  -f  ydy  = 01 

(*) Xydx  + X'dy  + ydy  = o [ (347) 

(c) Xydx  -f-  X'dy  -f-  xdx  = oj 

deviennent  mxaetes  en  les  multipliant  par  le  facteur 

B = (x+yr (348). 

Solution.  1°.  Comparant  l’équation  (a)  avec  celle 
Vdx  -f-  Qrfy  = o. . , . .(d)  [équat.  (3a6),  art.  3583 , 
on  a 

P = Xy+X'  et  , 

a.  • rr 
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Si  l’exposant  n du  facteur  (348)  était  négatif,  alore 
la  place  de  1 équation  (34g)  , on  aurait  celle 

4 

ny  +x  , 

* iï—rdx+ydy  — ? (350, 

“““  “M»r.a,t 

J ^ * y ) > “ GSt  3 1 SG  (Jg  trouver  tonîmipe  J»  » 

U méthode  de  l'article  (3o3) , ‘ " "mda‘,r“ 

/[équat.  (35 1)]  = CT  ydY  ~1 

r CC  * J Ux+Jf)-  °J 

~ — (^Xy+^^^n3^-  • • (352). 

La  solution  précédente  échappe  au  cas  où  nz=~  , 
jnais  il  est  aisé  de  voir  que  pour  cette  valeur  de  n' 
équation  (34  g) ainsi  que  celle  (a)  dü  groupe  (347)’ 

se  réduisent  a 1 équation  ° v 

y*y  — 

q«.  est  immédiatement  intégrable  sans  Ie  secours  de 
tacteur.  Donc  toute  équation  de  la  forme  de  celle  (a) 
dans  laquelle  les  fonctions  X et  X'  de  i n/  ! 
pas  des  quantités  milles,  ne  peut  s’intégrer  en  k divL 

« tT£S^*  ”eT  ”ï",i0"  ?5a)  “haPï»  “■=»« 

au  cas  de  n __  _ a dans  1 équation  (34g) , ou  n = a , 

' 

différentieUc  exacte  en  la  divisant  par 
(nyï-x.)x 

-*+  , +ra(a«.  36% 

c’est-à-dire  en  la  multipliant  par 

n i 

qui  est  Je  produit  du  premier  facteur  (r  -t-  -,  l» 
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dans  l’équation  (35i  ) , parce  qu’alors  il  y a des  loga- 
rithmes dans  l’intégrale.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que 


/[ Æ7=»]=[,W+ 


: const 


]• 


lx+yy  'J  L J x+y 

ce  qui,  conséquemment,  est  l’intégrale  de  l'équation 
( my-t-x')  dx  -\-ydy  — o. 

IP.  L’équation  (h)  comparée  avec  celle  (J)  donne 
P = Xy  et  Q = X'J-y, 


d’où 


dr  P 

~=X  et 

dy 


dx  dx  " 


Substituant  ces  valeurs  , ainsi  que  celle  n (x  -f-_y )'1— 1 
de  ^ et  de  ^ dans  l’équation  (327)  [ art.  358  3 , on 
a celle 

[c„+ox-g--  »]y-["x'yg:-*0=°. 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y,  sera  généralement  satisfaite  en  posant  les  équations 

(„+l]X-|'_n  = o (e) 

et  nX'  + -^-Xx  = o...^ (f), 

par  le  moyen  del^uelles  éliminant  X et  multipliant  la 
résultante  par  dx , il  vient  l’équation  différentielle 

xdX'  -f-  ( n + 1 ) X'dx  = xdx  , 

qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (296)  [art,  340  • 
et  dont  conséquemment  l’intégrale  donnée  par  l’équa- 
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tion  (2g 7)  du  même  article , est 

v' c -f-  . 

~(  n-f  a)  x"+l Kg}> 

en  représentant  par  c une  constante.  Mais  éliminant 

dXf 

entre  les  deux  équations  (c)  et  (f)  , on  a celle 
x— X' 


X: 


X 


et  y substituant  la  valeur  de  X'  £ équat.  (g)] , il  vient 

jç n 4-  1 c 

re  -f-  a ( /i  + 2)  x""**' 

• 

Enfin  mettant  cette  valeur  de  X et  celle  de  X' 
[équat.  (g)3  dans  l’équation  (b) , on  a celle  différen- 
tielle inexacte 

+ +7Ti+i)dy=° P53>  » 

qui  devient  exacte  en  la  multipliant  par  (x+y  )n;  et 
prenant  l’intégrale  par  rapport  à y seul  des  trois  der- 
niers termes  de  l’équation  (353)  multipliée  par  (x-f-y)", 
ce  qui  donne  l’intégrale  entière  de  cette  équation 
puisqu’après  sa  multiplication  par  (x  +y)n>  son  pre- 
mier membre  est  une  fonction  ttifférentielle  exacte 
( art.  3a3) , on  aura 

/[  équat.  ( 353  )]  = (n+a)  ^ pdy  (x+y)* 

+ Pydy  +y  T = const. , 
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et  effectuant  les  intégrations , il  vient 

/ [ équat.  (353)]  ■= 

= {(*+j)"+,[jn+0.y+  const.  j....(354). 

Si  n est  négatif,  alors  on  a l’équation  inexacte 

n — î ^ cyxn—*dx  cxn~'dy 
n — 3 J n — 2 n — a 

dy—° C355)^ 

qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  (x'-J-y)'1,  et 
intégrant  comme  nous  l’avons  fait  pour  l’équation  (353) 
d’après  la  règle  prescrite  à l’article  3a3  , on  a 

/[(éq.  (355)]  = [^^rT^=const.]..(35G).  - 

,Si  n = — t , alors  substituant  cette  valeur  de  n dans 
l’équation  (353)  , ou  plus  simplement  faisant  n = i 
dans  l’équation  (355)  , on  a l’équation  différentielle 
inexacte  • 

• * ti 

~ r^X-  4-  (x  + c)  dy  +ydy  — o . -(357)  , 

qui  divisée  par  y +.r  est  exacte  , et  l’on  trouve 

/■[éq.  (357)3  = Qc/  ^tî^+^=const.^j..(358). 

Si  7i  = — a , alors  faisant  dan  l’équation  (355)  71=2, 
le  dernier  terme  ydy  disparaît , et  il  reste  l’équation 
différentielle  homogène  inexacte 

ydx  + cydx  — cxdy  — xdy  r=  o (fi)  , 

qui  divisée  par  {y  -f-  x )*  devient  exacte , et  alors  son 
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(£+oz=congt 

y + * 


io3 


on  a 
d’où 


III0.  Pour  la  troisième  équation  (c)  du  groupe  (347) , 
P =Xy  + x et  Q=X', 


d/P_  d*Q  _ dXf 

dx  2 Ct  dx  dx  ' 


ainsi  faisant  les  substitutions  convenables  dans  l’équa- 
tion (327)  [ art.  358]  , on  a celle 

|^{n+0X-g,]y+nx-nX'-g.'x+Xx=oJ 

qui  devant  être  satisfaite  indépendamment  des  valeurs 
de  y , donne  les  deux  équations 


, , dXf 

(n+l)X__; 


■(*) 


et  nx  — tîX!  - 


dX 

dx 


x -f-  Xr  = o. 


•(*)  » 


(*)  Ce  résultat  est  conforme  à ce  qui  a été  dit  à l’article  3G.|.  En 
effet,  on  a dans  l’équation  (A)  celle  Q=  — P y qui  est  satisfaite; 
il  faut  donc  multiplier  l’équation  (A)  par  un  facteur  qui  rende 
4P y on  fl  ( i + c ) y'  une  fonction  de  — , ce  qui  aura  lieu  en 
faisant 


y* 


puisqa’alors  on  aura 


O*!)- 


(y 


(1  + c)y*  = 


o-a* 
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d’où  éliminant  X , il  vient  l’équation  différentielle 
xdX.'  -}-  ( n -f-  1 ) X'dx  = ( n — î ) xdx  , 
qui  est  de  la  même  form'e  que  celle  (236)  [art.  3 40  > 
et  dont  conséquemment  l’intégrale  donnée  par  l'équa- 
tion (297J  [art.  0413  est 

n- f-  1 


xn+'X'  ■ 


n -(-2 


rn-t-a . 


..(/) 


d\' 


Mais  éliminant  entre  les  deux  équations  (t)  et 
(é)  , il  vient 

X = ! 


X 1 


et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  X'  déduite  de  l’équation  (c) , on  a celle 

X = -4— ^ (m). 

n-j-  2 xn+a  v 

Enfin  mettant  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  X' 
[équat.  (/)]  dans  l’équation  (c),  on  a celle  différen- 
tielle inexacte 

y cy 


CT  + 


*] 


dx 


+r?±4-f 


-f  2 x"4-’* 

= o (35  g)  , 


L.R  + 2 

qu’on  rendra  exacte  en  la  multipliant  par  (x-fj)\ 
Ainsi  on  aura,  d’après  la  règle  de  l’article  (3n3)  , 
/[équat.  (35g  )3  = 

et  effectuant  l’intégration  , il  vient 

/[équat.  (35g)]  = 

— T — — = const.**|  ..(36o). 

* ' x"+ y » + 1 J 
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Si  n est  négatif , alors  i’équation  (35g)  se  réduit  à 
celle  différentielle  inexacte 

- [rEj 1 + w-_'3  dy = °-  • • <360 . 

qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  (x-f-j)n,  et 
intégrant  à l’ordinaire  suivant  la  règle  de  l’article  323  , 
on  a 

/[squat.  (36 1)]  = 

Dans  le  cas  de  n = — i pour  l’équation  (35q) , ou  de 
n — 1 pour  celle  (36i),  on  a les  intégrales  respectives 

(360)  et  (362)  de  ces  équations  qui  sont  insignifiantes. 
Mais  substituant  cette  valeur  de  n = — î dans  l'équa- 
tion (35g) , ou  plutôt  celle  de  n = î dans  l’équation 

(361) ,  on  a celle  inexacte 

(j  ~~-\*x)dx+cdy  — o (363), 


qu’on  rendra  exacte  en  la  divisant  par  y + x ; ainsi 
on  aura  à intégrer  l’équation  différentielle  exacte 


dx  ■ 


cydx 


, £tfy 

t — = o , 


ou 


* CÆ  +/)  x + y 


cd 


G) 


-=©> 


+i 

et  intégrant , il  viendra 

/[équat.  (363)] =|~*  + c/  (~-)  = const.  ] ....(364). 


loS  INTÉGRATION  DES  TONCT.  ET  ÉQUATIONS 
Si  n — — 2 , alors  faisant  dans  l’équation  (362)  n=i,' 
elle  se  réduit  à l’inexacte 

ydx  — xdy  = o , 

qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  {y  x )*,  et  a 
pour  intégrale  , après  cette  division  , 


const, 


_ y 

*+y‘ 


Z7i.  PROBLÈME  III.  Trouver  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les  quantités  X , £ , qui  représentent 
des  fonctions  de  x , afijp  que  les  équations  différen- 
tielles inexacte ! de  la  forme 

dy  -f-y5dx+  Xdx  = o (365) 

deviennent  exactes  en  les  multipliant  par  un  facteur 
de  la  forme 


F(x) 


.(366), 


, “y+«Éy+r* 

dans  lequel  F(  x ) représente  une  friction  détermi- 
née de  x 

Solution.  Comparant  l’équation  (365)  avec  celle 
Pdx  + Qdy  = o , on  a 

. P = y*  -f-  X et  Q = i » 

donc  . ' 

df  P , d*Q 

7/=^  " -e=o; 

de  plus,  faisant  pour  abréger 

r(Æ)  — -~dfr  * 1 c dx  *1 

di  * —d% 
et  ?*— S xl 


•(a). 


dx 


Digitized  by  Google 


on  a 


A PLUSIEURS  VARIABLES. 


et 


1C7 

M — ayF(x)  4-nçF(.r) 

dy~~  [y+ % +4T 


«M  C y1  + 2^y  + r 3 F'(x)  - F(  X ) [ay?,  + 1 n 
cir-  [y  + 2^-4'31 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3a7)£art.  3583 , 
multipliant  par  a \y  + X )“>  réduisant , transpo- 

sant tous  les  termes  dans  le  premier  membre  et  or- 
donnant par  rapport  aux  puissances  de  y , il  vient 
l’équation 

sF(x)  ? \y'— aF  (x)  X ) y— aF  (x)Xîf  = o) 

— F' (x)  J -aF'(x)  ç ! - F'(x)  X }.••(*), 

+aF  (x)  X { + F (x)  j 

-j-sF  (x)  X ) 


qui  ne  peut  être  généralement  satisfaite  indépendanj- 
• ment  des  valeurs  de  ^ , qu’en  faisant  chacun  des  coeffi- 
ciens  de  y égal  à zéro.  Or , le  coefficient  de  y*  étant 
rendu  nul,  donne 

h 

donc 


r-  F'(x) 
Ç aF(x) 


•(0; 


.fXr)F'’(x)-CF/(x)3> 


[3*,  a* et  ir*éq.dugrou.(a)3. 


2[F(x)]“ 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  coefficient  de  y égalé 
à zéro,  on  a 

F(x)F"(x)-a[F'(*)]> 

x ~ F(ï)3‘ + « ’ • * ’ (<0  ’ 

donc  la  troisième  colonne  de  l’équation  (6)  étant  éga- 
lée à zéro  , on  a 


F(x)£;-aF'(x)ç'. 


F(x)F'(x)F"(x)-a[F'(x)3  _ 


a[F(x)3a 


=0. 
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Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  ^ 

([dernière  équat.  du  groupe  (a)3,  multipliant  par  djc  , 
et  faisant  attention  que  F'(x)  dx  — dF(x)  [[  première 
équat.  du  groupe  («)[] , on  a l’équation  différentielle 

F(x)  d'  — a?'dF(x)  . 

_ F(x)F"(.r)-a[F'(.r)[T 

a[F(r)]‘ 


-d  F(x)  =o. 


qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (296)  [[art.  340 , 
et  dont  conséquemment  l'intégrale  donnée  par  l’équa- 
tion (397)  est 

= F(x)]‘  + i ÇF(x)3*  X 

/-F(x)F“U)-3[r(x)]“ 

J UëSF. ^(x)....(e), 

Substituant  cette  valeur  de  dans  celle  de  X [[éqnat. 

(d)3  ; ensuite  la  valeur  résultante  de  X dans  l’équation  ' 

( 3.65  ) -,  enfin  substituant  les  valeurs  de  ç et  de 
[[équat.  (c)  et  (e)3  dans  l’équation  (366)  , on  aura  celle 
différentielle  inexacte  „ 

rfj.  +y  dx  4-  dx  + 

[ ; [FM?  [ît  + y",FMF'M^Çaa:  . ,(3S7) , 


qu’on  rendra  exacte  en  la  multipliant  par 
F(x)  


y 4 


im 


F(x) 


f ïLf  toD*  x 


,..(368). 
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Soit 

. F (x)  r=  xm  , 

d’où 

F'(r)  = mim-',  F"(  x ) = m ( m — 1 ) xw 


icq 


et 


/**•(*)  F"(x) -,  çrçx)]» 

J [FW]5 

» z'  , S r dx  m* 

— — m*  (m+i)  J — 


jjïui+3  2j;1*(,,l+’0 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (367)  et  (368), 
on  a l’équation  différentielle  inexate 

■dy-\-y'dx  — x~2dx-\-cx2mdx  — o . . . (36g)  , 

qui  devient  exacte  en  la  multipliant  par 


,(37o). 


y“  + m\x~'  4-  ex2"1  -j-  j m*x  2 

Pour  intégrer  l’équation  (36g)  multipliée  par  le  fac- 
teur (37o)  , nous  nous  y prendrons  de  la  manière 
suivante 

/ [ équat.  (36g)  X (37o)]  = 
xmdy 


fr 


■<P  (v) 


yu  -f-  myx~~l  + cxum  -f-  \ max 

1 p 2 ry+m  *1 

= -^,rCL 

-+-?(*)  [équat.  (180),  art.  a^i  ] (f), 

Différentiant  cette  dernière  équation  , il  vient 

[ équat.  (36g)  X (37o)]  = 
—myxn'~'dx-\-xmdy — £ m (m+ 1 ) im~*d  r 
_yv-f-/ny  c_1+  exa",+  j max-a. 


-dç{x)....(g). 
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Mais 

[ équat.  (36g)  X (370)]  = 

x^dy  -f-  y‘Àxmdx  — ~ m (m-j-a)  x"'~¥'adx  -|-  cx5mdx 

y*  -)-  myx~l  -f-  cx*m  -f-  j max~a 

donc  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  ( g ) ; 
ensuite  prenant  dans  la  résultante  la  valeur  de  rép(x) , 
on  aura  , toutes  réductions  faites  , 

d<p  (x)  = x™dx , d’où  <p  (x)  = ■ -y — ; 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (/) , il  vien- 
dra complètement 

/[équat.  (369)]=[-p7  arc  (tang  = 

+ ^+T  = “”‘J <&*>• 

Remarque.  Faisant  successivement/»  ■=  o et  m= — a , 
l’équation  (36  g)  se  réduit  respectivement  à ces  deux 


* valeurs  de  m aux  deux  équations 

dy  -f-  y*dx  -f-  cdx  = o (A) 

et  dy  -f-  yadx  -{-  cx~~*dx  = o ( t ) , 


qui  sont  de  la  forme  de  celle  du  comte  Riccati 
[ çquat.  (3 12)3  , dans  les  premier  et  troisième  cas  de 
séparation  [série  (3i6) , art.  35 1 J. 

On  trouve  tout  de  suite  par  le  moyen  de  la  formule 
(371)  que 

/(*)— [^77arc  (tang  = + x = const.^j , 

(tins=^v^~^=const‘]r)' 


(*)  Comparant  l’équation  ( i)  avec  celle  (3; 4)  [art.  35 1 ] , on  a 
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373.  De  mêmP,  si  l’on  veut  connaître  la  relation' 
qui  doit  exister  entre  certaines  fonctions  indétermi- 
nées des  variables  qui  se  trouvent  dans  une  équation 
différentielle  inexacte  à trois  variables  de  forme  dé- 
signée , et  dans  le  facteur  aussi  de  forme  désignée , qui 
doit  rendre  exacte  l’équation  différentielle  ; on  cher- 
chera par  le  moyen  des  trois  équations  du  groupe  (b) 
£ art.  35 9 ] , à déterminer  les  valeurs  des  fonctions  in- 
déterminéés  par  un  procédé  semblable  à celui  dont 
nous  nous  sommes  servis  précédemment  pour  les  équa- 
tions à deux  variables.  Mais  afin  que  cette  méthode 
réussisse  , il  faut  que  le  nombre  d’équations  essentielle- 
ment différentes  , ne  surpasse  pas  celui  des  variables, 
et  que  dans  ce  nombre  aucune  ne  se  contredise. 


c — — c , h = — 1 et  g -h  4 = 4 > 011  S — °- 
Substituant  ces  valeurs  dans  lYqualiftn  (3 la)  [art.  35a]  , il  vient cell« 

dz  = — cdu  ■ — z* dit  ou  du  — — — , 

- C4-S*  , 

dont  l’integrale  est 


const.  sz  — u arc 

s/c 


(tang  = -!-); 


1 l Y 

i — - et  z = — = — (rx* — x) , 

X U.  11*  v 7 J 9 


donc 


tang  : 


. * {y*  — i ) 


y/c 


ce  qui  est  la  m<!me  intégral#  que  celle  que  nous  a donne  directement 
la  formule  (371). 
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CHAPITRE  VI 

'Des  intégrales  et  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  ; 
propriété  des  facteurs  ou  diviseurs,  qui  ren- 
dent exactes  les  équations  différentielles 
inexactes , et  qui  sert,  dans  un  grand  nombre 
de  cas , a découvrir  ces  facteurs. 

374.  Quelle  que  soit  la  valeur  que  l’on  donne  à la 
constante  qui  complète  une  intégrale  , la  différentielle 
de  cette  intégrale  étant  toujours  la  meme,  il  s’ensuit 
qu’une  seule  équation  différentielle  a un  nombre  infini 
d’intégrales  différentes,  que  nous  appellerons  intégrales 
particulières. 

075.  Outre  ce  nombre  infini  d’intégrales  qui  satisfont 
l'équation  différentielle  proposée  par  voie  de  différen- 
tiation, il  y a encore  quelquefois  des  équations  primi- 
tives variables  absolument  indépendantes  de  l’intégrale 
de  la  proposée , qui  satisfont  à cette  dernière  équation  , 
soit  par  voie  de  simple  substitution  , soit  par  vole  de 
substitution  et  de  différentiation.  Nou?  appellerons  ces 
équations  primitives , solutions  particulières  (*). 
A . 

(*)  Les  dénominations  A' intégrales  particulières  et  solutions 
particulières  que  beaucoup  de  Géomètres  n’ont  pas  données  aux 
mêmes  ciioscs  que  nous  leur  faisons  exprimer  , ont  cependant  etc 
adoptées  par  La  pince , et  nous  n’avons  pas  hésite',  d’après  cet 
illustre  Géomètre,  de  nous  en  servir  $ d’ailleurs  les  dénominations  en 
question  nous  paraissent  mieux  exprimer  que  toute  autre,  le  vrai 
caractèic  des  choses  qu’elles  indiquent. 

37e. 
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376.  Toute  équation  différentielle 

P dx  -+■  Qdy  ■+■  Rds  + etc.  — o , 

dans  laquelle  les  coefliciens  variables  P,  Q,  R..,, 
auront  des  diviseurs  variables  communs,  sera  évidem- 
ment satisfaite  en  faisant  chacun  de  ces  diviseurs  égal 
à zéro  ; donc  alors  l’équation  proposée  aura  autant  de 
solutions  particulières  de  première  espèce , c’est-à-dire, 
qui  satisfont  à la  proposée  par  simple  voie  de  substitu- 
tion , qu’il  y a de  diviseurs  variables  communs  à tous 
les  coefliciens  P,  Q , R.....  Ainsi  la  recherche  de 
ce  s solutions  particulières  n’exige  que  celle  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  plusieurs  polynômes. 

377.  Mais  il  arrive  aussi  quelquefois  que  les  coeffi- 

ciens  variables  P , Q,  R n'ayant  pas  de  communs 

diviseurs  , on  trouve  cependant  des  équations  variables 
indépendantes  de  l’intégrale  de  la  proposée,  qui  satis- 
font à cette  dernière  équation.  Par  exemple , l'équation 
différentielle 

{ VL xy  — x (x.y—]  ) V *a— y* 

+y  VxY~axy)dy 

— fyOy-t  ) \/x>—y+x  — Q.ry ] dxr=o . . .(a),'  ' 

qui , divisée  par  \/ xy  (xy — a)(xî— -y2)  , a pour  inté- 
grale complété 

y — V/[xy—  axy]  + V x1 — y*-f-c (£) , 

en  représentant  par  c la  constante  arbitraire , a pour 
solutions  particulières  de  seconde  espèce  , c’est-à-dire 
pour  solutions  particulières  qui  satisfont  à la  proposée 
par  voie  de  substitution  et  de  différentiation , les  deux 
équations 

(c) . . . . . .xy  = a et  x*=ya (rf). 
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En  effet , la  première  de  ces  équations  réduit  celle 
(a)  à l’équation  * 

x V x*-—y*dy  -f-j  V x* — yadx=  o , 
ou  xdy  -f-  ydx  = o , 

ce  qui  est  précisément  la  différentielle  de  l’équation 
(c).  De  même  l’équation  ( d ) réduit  la  proposée  (a) 
à celle 

ydy  — xdx  = o , 

qui  est  précisément  la  différentielle  de  l’équation  (d). 
Nous  allons  nous  occuper  dans  les  articles  suivans,de 
la  recherche  de  ces  solutions  particulières  , qui  sont 
presque  toujours  aussi  utiles  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes, que  l’intégration  complète  des  équations  diffé- 
rentielle! auxquelles  ont  donné  lieu  ces  problèmes. 

378.  Si  l’équation  différentielle 
dF(x>}')  = 0, 

a pour  intégrale  immédiate  l'équation  rationnelle 

il  est  clair  que  la  différentiation  de  cette  intégrale  ne 
peut  que  produire  la  proposée 

, y)  — O) 

mais  si  l’intégrale  immédiate  de  cette  dernière  équa- 
tion étant  affectée  de  quantités  radicales , telle  que 
l'équation  * 

/G*,  .y)  + Vf  (x<y)  + Vf  Cx>  y)  + etc- =c  • • • («)  » 

on  la  rend  rationnelle  , alors  cette  intégrale  se  pré- 
sentera sous  la  forme  de  l’équation 

. .+  e*=o. . .(6), 


* 
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dont  il  est  évident  que  la  différentielle  ne  reproduira 
plus  l'équation 

dF(x  ,y)=o 

dont  elle  est  l’intégrale,  mais  sera  une  équation  diffé- 
rentielle affectée  de  c et  du  degré  q — i par  rapport 
à cette  constante.  Cependant  de  la  différentielle  de 
1 intégrale  ( b ) , on  déduira.la  proposée 

y)  = o, 

en  résolvant  l’équation  rf(A)  = o par  rapport  à c , et 
introduisant  cette  valeur  de  c dans  l’intégrale  immé- 
diate (a). 

Pour  rendre  ceci  plus  sensible , prenons  pour  exemple 
1 équation  r 

(£  \/xy+x)  dy  -f~ydx  = o (c), 

qui,  divisée  par  2 \/Ty , a pour  intégrale  complète 

c ( d ). 

Eliminant  de  cette  dernière  équation  le  radical,  il 
vient  l’équation  rationnelle 


— 3cy  + c*  = a , 

dont  la  différentielle  * 

( ay  — x — qc)  dy  —ydx  = o (e) 

diffère  de  celle  proposée  (c)  ; mais  on  tire  de  l'équa- 
tion (e)  celle 

c—  v__  ? y** 

y a 

et  introduisant  cette  valeur  de  c dans  l'équation  (d) , 
on  reproduit  la  proposée  (c). 

079.  Cela  posé  , soit  l’équation  différentielle 
dF(x,y)  — o......(a), 
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dont  nous  représenterons  l’intégrale  complète  et  immé- 
diate par 

f(*.y)+  *?'  t*,y)  + Vf  fi). 

Eliminant  les  radicaux  dans  cette  dernière  équation  , 
il  viendra  pour  intégrale  rationnelle  de  la  proposé# 
(a) , une  équation  que  nous  représenterons  par 

® c)  = o (c). 

Ainsi  différentiant  cette  dernière  équation  par  rapport 
a x et  y,  tirant  de  la  différentielle 

dxy<t>  (x,y  , c)  =o (d) 

la  valeur  de  c que  nous  supposons  être  donnée  par 
l’équation 

(*,_>-) +«>"  Çx»y>j£) 00, 

et  substituant  cette  valeur  de  c , ou  toute  autre  prove- 
nant de  la  résolution  de  l’équation  ( [d )®  qui  peut  être 
d’un  degré  supérieur  au  premier  par  rapport  à c , on 
reproduira  la  proposée  (art.  378  ) j et  il  n’y  a que  ces 
valeurs  de  c qui  peuvent  produire  un  tel  effet.  Mais 
toute  autre  valeur  de  cque  je  représenterai  par  c',  qui, 
bien  loin  d’altérer  celle  donnée  par  l’équation  (e)  £*] , 
rendra  impossible  qu’elle  n’existe  pas  , devra  évidem- 
ment changer  l’équation  (6)  en  une  autre  qui  satisfera 
à la  proposée  ; car  si  cela  n’avait  pas  lieu , il  s’ensuivrait 
que  ce  que  deviendrait  l’équation  (6)  par  la  substitu- 
tion de  la  valeur  en  question  de  c',  ne  réduisant  pas 
celle  (a)  à l’identique  0=0,  on  aurait  une  autre  équa- 


[*]  Je  ne  considérerai,  pour  abréger,  qu’une  seule  des  valeurs 
de  c donnée  par  l’cquation  {d). 
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tion  différentielle 


dF'(.x  ,y)  = °, 

dontconséqueromentl’intégrale  serait  différente  de  celle 
(ù) , ce  qui  changerait  l'équation  (c)  et  par  conséquent 
celle  (d)  ; donc  la  valeur  de  c serait  différente  de  celle 
donnée  par  l’équation  (e)  ; d’où  il  s’ensuivrait  que  la 
valeur  en  question  de  c',  substituée  dans  l’équation  (5) , 
ne  nécessiterait  plus  celle  c donnée  par  l’équation  (e)  , 
ce  quiest  contraire  à ce  que  nous  supposons  devoir  exis- 
ter , et  que  nous  allons  démontrer  pouvoir  toujours 
avoir  lieu.  En  effet,  différentiant  l’équation  (c)  pqr 
rapport  à x , y et  c , en  effectuant  seulement  la  diffé- 
rentiation par  rapport  à c , on  a 

d*y<b  (x,.y,c)+?(x,.y,  c)dc=  o (/■). 


Or , il  est  évident  que  cette  équation  se  réduira  à celle 
( d ) , et  par  conséquent  donnera  nécessairement  à c la 
valeur  exprimée  par  l'équation  (e)  , si  l’on  fait 
9 (x.y,  c)dc=  o, 

équation  à laquelle  on  peut  satisfaire  de  deux 
manières,  i°.  en  faisant  de  — o,  ce  qui  donne 
c = const.  ; et  comme  on  peut  faire  cette  constante 

égale  à une  quantité  quelconque  a,  b , , il  en 

résulte  pour  l'équation  (i)  une  simple  intégrale  parti- 
culière de  la  proposée  (a) , que  nous  savons  devoir  tou- 
jours satisfaire  à cette  dernière  équation  (art.  374); 
20.  en  faisant  ç (_x , y , c)  = 0 ; d’où  résulte 

c'  —<P'  O,  y) (gO, 


qui  substituée  dans  l’équation  ( b ) , donne  lieu , comme 
nous  l’avons  vu  précédemment , à une  solution  parti- 
culière de  la  proposée:  et  généralement  on  aura  autant 
de  solution»  particulières  de  l’équation  (c)  que  l’oa 
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pourra  déduire  de  valeurs  de  c de  l’équation 

9(x,y,c)  = o. 

Si  la  valeur  de  c donnée  par  l’équation  (g ) était  cons- 
tante, alors  on  aurait  encore  par  la  substitution  de  cette 
valeur  de  c dans  l'équation  (6) , une  simple  intégrale 
particulière  de  la  proposée. 

38o.  De  la  théorie  précédente , il  suit  évidem- 
ment qu’une  équation  différentielle  rationnelle  algé- 
brique ne  peut  avoir  de  solutions  particulières , puisque 
l’intégrale  d’une  telle  équation  se  présentant  toujours 
tous  la  seule  forme  algébrique  rationnelle , on  ne  pourra 
pas  obtenir  pour  c une  valeur  telle  que  celle  donnée 
par  l’équation  (e)  de  l’article  précédent , et  par  consé- 
quent à des  valeurs  de  c'  qui  conduisent  aux  solutions 
particulières  de  la  proposée. 

38t.  D’après  toutes  ces  considérations,  nous  con- 
clurons la  règle  générale  suivante,  pour  trouver  les 
eolutions  particulières  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  qui  ne  sont  pas  rationnelles  algébriques , 
et  qui  sont  susceptibles  d’en  avoir. 

L’intégrale  immédiate  se  présentant  sous  une  forme 
irrationnelle , on  la  complétera  d'abord  avec  une  cons- 
tante c,  ensuite  on  la  rendra  rationnelle  (opération 
qui  est  absolument  du  ressort  de  la  simple  algèbre  ) j 
on  dijfirentiera  cette  équation  par  rapport  à c seule- 
ment, sans  écrire  de  ; on  fera  le  résultat  égal  à zéro , 
et  tirant  de  cette  équation  toutes  les  valeurs  de,  c , on 
les  substituera  dans  l'intégrale  immédiate  et  rendue 
complète,  ce  qui  donnera  toutes  les  solutions  particu- 
lières de  la  proposée. 

ArruCATioN.  Trouver  les  solutions  particulières 
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des  équations  de  la  forma 

jr,  v df'(x.y) 

df(*>y) — — 

Il  est  aisé  de  voir  que  l’intégrale  immédiate  et  com- 
plète de  cette  équation  est 


„ f<,x,y)—Vf'(x,yï  = c....(b), 

d où 

[/(*.  y)  — c]"=/'  (x,y)  , 

et  dififérentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  à 
c '’se u I ejjient,  sans  écrire  de,  il  vient 

»[/(*. .y)  — *]*-■=  o, 

d’où  l’on  tire 

c=/(x,^)  ; 

et  substituant  cette  valeur  de  c dans  l’équation  (£), 
on  a 

f'(x>y)  = °> 

qui  est  la  seule  solution  particulière  de  la  proposée. 


Généralement,  il  est  aisé  de  voir,  sans  calcul,  que 
toute  équation  de  la  forme 

"*[/'(*,  y>  *•••)]  " 

+ etc.  = o (37a)  » 

nlf'fx.y.z )]~ 

a pour  solutions  particulières  les  équations 

{/'  (.x,y,z...)=o,  f"  (x, y, z...)  = o, etc.}.. .(373). 
38a.  Nous  observerons  que  c'est  à tort'  que  quelque 
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Géomètres  ont  dit  qu’il  fallait  différentier  l’intégral» 

rationnelle  (c)  [[art.  3793  Par  rapport  à y etc,  ensuite 

, r ■ dy  , . dx 

par  rapport  ai  et  c,  taire  ~ - =o  , apres  cela  -^-=o; 

enfin  prendre  dans  chacune  de  ces  équations  les  valeurs 

de  c,  et  les  substituer  successivement  dans  l’intégrale 

complète  pour  avoir  les  solutions  particulières  de  la 

proposée.  Voici  entre  autres,  comment  s’exprime 

M..Bossut  dans  ses  Traités  de  Calculs  différentiel  et 

intégral , tome  II , pag.  3a3  , art.  g53. 

u Tout  ce  qui  a été  établi  relativement  à l’équation 

dy  f r 

» o,  doit  s’entendre  également  pour  l'équation 

» analogue  o.  c’est-à-dire  que  si  au  lieu  de 

u faire  varier  y et  c dans  l’équation  V=  o (c’est  l’in— 

» tégrale  complète  et  rationnelle),  on  fait  varier  a: 

. dx  , . . , 

n et  c,  et  qu  on  suppose  -j—  =o  , cette  équation,  traitée 

x comme  l’équation  ^=o,  servira  aussi  à détermi- 
>»  ner  les  intégrales  particulières  (*)  de  la  même  équation 


(*)  Ce  Géomètre  nomme  intégrales  particulières  , ce  que  moi 
et  beaucoup  d’autre*  Géomètres  avant  moi , eutr’autres  La  place  , 
ont  nommé  solutions  particulières  , et  il  nomme  intégrales 
incomplètes , cc  que  j’appelle  intégrales  particulières  ( voyez 
le  tome  II,  pag.  3i3  et  3 1 4 de  Poutrage  cité).  Les  dénominations 
qu'emploie  M.  Bossut , ne  nie  paraissent  pas  s’adapter  d’une  ma- 
nière précise  aux  choses  qu’il  nomme  ainsi , puisque  cc  qu’il  .appelle 
intégrale  particulière  , n’est  pas  compris  dans  l’intégrale  complète; 
ct  qu’il  y a de  la  différence  entre  ce  qu’il  nomme  intégrales  incom- 
plètes et  ce  que  je  nomme  intégrales  particulières.  En  effet , ponr 
cbaqitc  équation  différentielle 

dF(jr,^)  = o, 

il  D'y  a qu'une  intégrale  incomplète,  laquelle  est  une  intégrale  par- 
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* différentielle  Z = o [c’est  la  proposée  qu’à  l'article 

« 3g7,  nous  avons  représentée  par  l’équation  (a)]].  Ordi- 

. , . rfy  dx  , 

» nairement  les  équations  — — o,  donnent 

n les  mêmes  résultats  ; mais  ils  peuvent  être  difFérens  , 
» et  on  ne  doit  pas  négliger  d’en  faire  la  recherche , 
v afin  d’être  sûr  qu’on  a trouvé  toutes  les  intégrales 
n particulières  que  l'équation  Z = o peut  comporter  » . 
Pour  démontrer  que  les  résultats  donnés  par  les 

équations  = o et  ^ = o ne  peuvent  être  différens, 

il  nous  suffira  d'observer  que  l’équation  <b(x,y,  c)  — o 
étant  d'abord  différentiée  par  rapport  à _y  et  c , et 
ensuite  par  rapport  à x et  c , donne 

dr<S>  + dc4>  (x,y,c)  —o 


et  dx4>(x,y,c)~\-dcQ  (x,y,c)=o, 
ou  <p  (x,y,c)  dy  +f(x,y,c)  dc=  o. 


et  <p'(x,y,c)  dx+fix, y,c)dc=o} 

donc 


rfv  _ — f(x,y,c)  e dx  __  —f(x, y,r) 
de  ç>(x,_y3c)  de  ç'(x,y,c)  * 

d’où  faisant 


dv  dx 

dc=°  Ct 

toujours  le  meme  résultat 
/Y  n? . V r'S r> . 


ticulièrc  en  faisant  dans  l'intégrale  complète  c=o;  mais  il  y a un 
nombre  infini  d'intégrales  particulières  qui  ne  sont  pas  des  inté- 
grales incomplètes,  en  donnant  à la  constante  c un  nombre  iufioi 
de  valeurs , autres  que  zéro. 
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qu’on  obtient  encore  plus  simplement  en  différentiant 
«fc  (x , y } c)  = o par  rapport  à c seulement,  et  faisant  le 
coefficient  de  de  — o : c’est  ce  que  nous  avons  fait  dans 
les  articles  précédens. 


383.  Nous  avons  vu  à l’article  38o  qu’une  équation 
différentielle 


vdx  -f*  Q<(y  — ° °u 


dy  __ 
dx 


P 

Q 


ne  pouvait  avoir  de  solutions  particulières  qu’en  tant 

' P . . ' 

que  ç est  affecté  de  quantités  radicales.  Or,  il  est 

évident  que  les  termes  rationnels  de  l’équation 
proposée  ne  pourront  disparaitre  en  même  temps  que 
les  radicaux  par  certaines  équations  primitives  qui  ne 
sont  pas  les  intégrales  , qu’en  tant  que  certaines 
quantités  rationnelles  sous  les  signes  radicaux  étant 
égalées  à zéro  , la  différentielle  de  ces  quantités  repro- 
duira tous  les  termes  rationnels  de  la  proposée.  Donc 
pour  obtenir  les  solutions  particulières  d’une  équation 
différentielle  sans  en  connaître  l’intégrale  , il  faudra 
égaler  à zéro  chacun  des  polynômes  rationnels  affectés 
d'un  signe  radical , pi  les  équations  primitives  qu’on 
obtiendra  de  cette  manière,  seront  les  solutions  par- 
ticulières de.  la  proposée  , si  en  les  différentiant  on 
retrouve  le  polynôme  différentiel  rationnel  de  l équa- 
tion qu’on  traite.  Or 


dxV~  U J’ 


étant  affecté  de 
que  la  quantité 


quantités 


variables  radicales,  il  est  clair 
sera  égale  à une  suite  de 
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termes , parmi  lesquels  il  y en  aura  dont  le  numérateur 
rationnel  aura  pour  dénominateur  une  quantité  va- 
riable irrationnelle , qui  est  précisément  celle  qu’il  faut 
égaler  à zéro  pour  avoir  les  solutions  particulières  de 
la  proposée  ; donc 


OU 


— Q#P  + P<frQ_ 


i 

"o* 


■C374) 


dy  Q3dy 

est  le  caractère  des  solutions  particulières  des  équations 
différentielles.  « 

Exemple.  Trouver  les  solutions  particulières  de 
l’équation 

xdx  + yày  — dÿ  y'x3  -f-  y*  — a*. 

Nous  avons  » 

F = x,  Q=y— y/x^-i-y* — a3,  d>?~0  , 


d?Q=dy 


d’où 


— ydy- 
V ar*-f -y% — a“ 


Qd'V  -|-  P drQ x 

<Pdy  ~ (.y—  i/xa+y  — a* y 

*y_ 

\/ x?-t-y“‘ — a'J  (y  — \/  x‘-\-y  ‘ — a‘Y 


quantité  qui  ne  peut  devenir  = oo  , indépendamment 
des  valeurs  de  x et  de  y,  qu’en  faisant  successivement 


x’+y1 — a*— o,  et  x 1 — a*  ~ o. 

Ces  deux  équations  sont  les  solutions  particulières  de 
la  proposée.  En  effet,  différentiant  la  première  de  ces 
équations  , on  a xdx-\-ydy  — o\  ce  qui  réduit  la  pro- 
posée à l’identité  o=  o.  De  même  différentiant  l’équa- 
tion x 3 — «a,  on  a axdx-=o , d'où  dx= o,  ce  qui 
réduit  la  proposée  à l’équation  identique  ydy—ydy. 
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384-  Suivant  la  théorie  développée  dans  le  chapitre 
précédent , on  a presque  toujours  une  extrême  difficulté 
à trouver  l'un  des  facteurs  fl  intégrans  d’une  équation 
différentielle  qui  n’est  pas  immédiatement  intégrable. 
Mais  grâce  à une  découverte  qu’a  faite  Euler , et  dont 
nous  allons  nous  occuper  dans  cet  article,  on  peut , 
ainsi  que  nous  le  verrons  à l’article  388 , trouver,  dans 
un  très-grand  nombre  de  cas , l'un  des  facteurs  ou 
diviseurs  qui  rendent  les  équations  différentielles  pro- 
posées exactes.  Le  célèbre  Géomètre  que  nous  venons 
de  citer,  observa  quelefaoteur  ou  diviseur  propre  à 
rendre  exacte  une  équation  différentielle  , étant  égalé 
à zéro , satisfait  à cette  équation  différentielle.  En 
effet , soit  toujours  représenté  par 

P dx  -f-  Qdy  — o (a)  , 

L’équation  différentielle  qui  ne  peut  s’intégrer  immé- 
diatement, et  par  0 le  faqteur  ou  diviseur  intégrant  cher- 
ché , ce  qui  donnera  pour  le  cas  de  fl  facteur , l’équation 


M P _<PflP 
dy  - dx  * 


•t  pour  le  cas  de  fl  diviseur , l’équation 


Développant  ces  deux  équations , on  aura  celle 


dy  ^ dx  \_dx  dy 


cw*y, 


[*]  Celte  équation  prise  avec  le  signe  , est  celle  (3i7)[ar  t.  358] 
eh  nous  ne  considérions  fl  que  comme  facteur. 


( 


/ 
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le  signe  -f-  lorsque  8 est  facteur , le  signe  — lorsque 
6 est  diviseur.  Or  , si  l’on  fait  8 = o , l’équation  (375) 
•e  réduira  à celle  - 


P±6 

dy 


•t  puisqu’en  diiïërentiant  l’équation  8 = o , on  a celle 


, . , . „ ,,  , d?ô  dx 3 dzÛ  dx 

do» 

on  aura  , en  substituant  cette  yaleur  de  ~ dans 

dy 

l’équation  (A) , celle 

dzS  dx  _ dz9  _ 
dx  ' dy  ' dx  ° ’ 

et  multipliant  par  — ^ viendra  l’équation 


Ydx~{-  Qdy  ~o (a) 

qui  est  la  proposée.  Ainsi  l’équation  8 = o satisfait  à 
celle  (c)  que  le  facteur  ou  diviseur  8 rend  intégrable  ) 
donc  A = o est  une  solution  ou  intégrale  particulière 
de  l’equation  (a).  Par  exemple,  nous  avons  vu  à 
l’article  (371)  , qu’on  rendait  intégrable  l’équation 

~n  î~  — 0 (0  [équat.  (35i)]  , 


en  la  divisant  par  ( ar  -f-_y )“ ; or,  si  l’on  fait  ce  divi- 
seur = 0,  d’où  l’on  tire_y  = — x,  il  est  aisé  de  voir 
que  cette  dernière  équation  satisfera  à la  proposée  (c)  , 
puisqu’elle  réduira  celle-ci  à l’identique  xdx  = xdx. 
L’équation  y s=  — x ne  peut  être  une  solution  par- 
ticulière de  la  proposée  ( c)  , puisque  cette  dernière 
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équation  est  rationnelle  (art.  38o);  elle  en  est  donc 
une  intégrale  particulière.  En  effet , l'intégrale  com- 
plète de  la  proposée  (c)  est 

(B-  O (»-a)(y  + x)"-‘-const-  • 
et  si  l’on  fait  const.  = on  a 
y - f-  x=  o. 

Prenons  encore  pour  exemple  l’équation 

( i — Wÿ)  dy + fcÿyd*  = o , 

qui  devient  intégrable  en  la  divisant  par  \/y  ; or 
y/ y — o ou  y — o satisfait  à la  proposée  et  en  est 
une  solution  particulière,  et  non  une  intégrale  parti- 
culière (*)  , ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  vérifier  (art.  383). 

385.  Remarque  I.  J’ai  dit  que  l’équation  6 = o fait 
évanouir  le  second  membre  de  celle  (Syô)  ; mais  si  P 
et  Q renferment  un  facteur  radical  fonction  de  x et  de 
y , tel  que  l’équation  8 = o le  fasse  évanouir,  il  est 
clair  que  le  second  mèmbre  de  l’équation  (076)  se 
réduira  à la  fraction  équivoque  5 que  je  présume  de- 
voir toujours  se  réduire  à zéro  ou  à l’infini  fans  la 
circonstance  actuelle;  du  moins  cela  a-t-il  toujours 
lieu  dans  l’exemple  suivant , qui  est  le  plus  général 
possible  de  son  espèce  (**). 


(*)  Je  n’ai  donné  cet  exemple  que  pour  prouver  que  'l’équas 
tion  6 = o pouvait  être  une  solution  particulière  tle  la  proposée , 
ce  qui  a échappé  à certains  Géomètres  qui  ont  avance  que  culte 
équation  était  généralement  une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée. 

(**)  Cet  exemple  prouvera,  ce  me  semble, que  M.  Lacroix n au- 
rait pas  dû  assurer  dans  son  excellent  Traité  de  Calcul  différcif- 
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Soit  supposé  que  pour  rendre  exacte  l’équatioa 

C ftx.yi  + ty-tTldx  + Zf(x,y) 

"h  (y* — x'y]  dy=o (a)  , 

il  faut  la  multiplier  par  le  facteur 

fl=(y  — xnY (£).  \ 

Comparant  l'équation  (a)  avec  celle 
P dx  -f-  Qdy  = o •, 

substituant  les  valeurs  de  P , Q et  fl  dans  l’équation  (3/5); 

mettant  dans  celle  qui  en  proviendra  la  valeur  de 

df  (y*  — x"  Y dx  ( y*  — x"  y dx  . , . 

— ^ — : — = - — ; 7—  qui  résulté  de 

dy  dy  dx  ^ 

l’équation  8 = o ; multipliant  par  x„y  , ou 

r-o — : : faisant  attention  que  fl  = o 

np  (y  — x"  y~  x"~ 

, • , i dx'f(x, y)  drf(x, y) 

multipliant  les  termes  rationnels  - --  et  ■ J ^ — — , 

les  fait  évanouir,  enfin  effectuant  les  différentiations 

x _i 

particulières  dx(yc—xe)ï  et  rfr(y — x“)m  , on  aura 


tiel  et  intégral  (tome  II  , pag.  280  et  2S1  J , k tpie  U fraction  - 

O 

» n'a  pas  lien  , si  la  proposée  est  dégagée  de  tout  dénominateur.  >* 
Il  est  bien  vrai  que  dans  l'exemple  suivant , le  calcul  nous  apprendra 

que  cette  fraction  - est  = o ; mais  elle  ne  s'en  sera  pas  moins  pré- 
sentée, et  nos  recherches  sur  cet  objet  ne  se  sont  pas  assez  étendues 
pour  que  nous  osions  assurer  que  dans  tous  les  cas  semblables,  on  a 
o 

- = o. 
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l’équation 

} 

C/(x  >y) + (y*—- r“)"]  dx  4-  + (y-— **)’]  dy 

^ dy\~~ c{y" — r‘,)xc~'1  a (y"  — x')y*~l 
np  I f-1  w-t 

q(yc — Xe)  i m{ya-xa)  m x*"‘ 

Or,  il  est  clair  que 
y " — x"  r=  ’+y1*- ax-f-y*— sx*. . . . -f-x"~‘](y — x) , 

donc  en  supposant  6 = o , ce  qui  donne  y=txt  on 
aura 

yn — xn  o ny"~'  y ~~ y 

_i — ~ — — _ j X 1 

(y‘—  xc)~  (y— y)  T" 

n 1(n  — O xc  — i r 

=~yyy  ' “x(  y—yÿ, 

c * 


quantité  qui  est  = o lorsque  q est  positif , et  est 
= oo  lorsque  q est  négatif.  De  même  on  aura  dans 
l’hypothèse  de  y = x,  le  dernier  terme  de  l’équation 
(c)  qui  sera  = oou  = oo  , suivant  que  m sera  positif 
ou  qu’il  sera  négatif.  Ainsi , de  même  que  pour  les 
équations  différentielles  rationnelles,  celle  0 =o  de  la 
forme  (b)  satisfera  à l’équation  de  la  forme  (<ï)  , lors- 
que les  quantités  radicales  seront  facteurs  ; mais  s’il  y a 
un  simple  diviseur  radical,  l’équation  9 = o ne  satis- 
fera plus  à la  proposée. 

386.  REMARQUE.  II.  Si  l’équation  9=o  fait  évanouir 
l’un  des  deux  coefliciens  variables  P et  Q de  la  pro- 
posée , il  est  clair  que  le  facteur  ou  diviseur  inté- 
grant ê , ne  sera  fonction  que  de  la  seule  variable  dont 
la  différentielle  est  multipliée  dans  la  proposée  par  le 
coefficient  qui  ne  s’est  pas  évanoui.  Par  exemple , soit 
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P le  coefficient  que  l’équation  fl  = o fait  évanouir  , 
il  est  clair  qu’alors  l’équation  (375)  sa  réduira  à cell» 
_ dr6  , 

Ç — o , donc  er fl  = o , 
ce  qui  donne  . ' 

fl=/y  = °- 


Dans  ce  dernier  cas  t l’équation  8 = o est  encore  une 
intégrale  ou  solution  particulière  de  la  proposée,  puis- 
qu’on aura  alors 


dfy  = o,  d’où  dy  — o. 

387.  Remarque.  Si  l’on  a 6 = a? a repré- 
sentant, une  fonction  coustante  finie  et  donnée,  l’où 
ne  pourra  supposer  ce  facteur  ou  dfviseur  =0,  cat 
de  l’équation  j=  o,  on  tire 


388.  C’est  d’après  la  belle  propriété  énoncée  et  dé- 
moptrée  à l’article  384  du  facteur  susceptible  de  rendre 
intégrable  une  équation  différentielle  inexacte  , que 
bien  souvent  on  parvient  à trouver  ce  facteur.  "Voici 
comment  on  procède  dans  ce  calcul  qui , nécessaire- 
ment, tient  un  peu  au  tâtonnement,  mais  peut  être 
souvent  fort  utile. 

1®.  On  cherche  des  fonctions  de  y et  de  x qui 
puissent  satisfaire  à la  proposée  ^ et  ces  fonctions  se 
trouvent  quelquefois  à la  simple  inspection  de  l’équa- 
tion donnée;  ou  autrement  on  suppose  l’une  des  va- 
riables égale  à une  suite  convenable  de  ternies  où  sa 
trouve  l’autre  variable  élevée  aux  puissances  1,  2 , 
3. . i . . . avec  des  coefficiens  indéterminés  , ?t  substi- 
tuant dans  la  proposée  la  valënr  de  la  variable  qu’on 
Veut  éliminer , on  égale  les  coefficiens  de  l’autre  va- 
riable à zéro,  et  s’il  résulte  de  ces  différées  calculs  des 


f 


i3o  intégràtion'des  fonct.  et  équations 
valeurs  qui  ne  se  contredisent  pas  entre  elles , on  subs- 
titue les  valeurs  trouvées  aux  coefficiens  indéterminés 
dans  l’équation  hypothétique  , laquelle , conséquem- 
ment , satisfera  à la  proposée. 

a°.  On  fait  fl  = à la  quantité  précédente  élevée  à 
une  puissance  indéterminée  p , et  substituant  cette 
valeur  de  fl , ainsi  que  celles  de  P et  de  Q dans  l’équation 
(3y5)  , on  cherche  à déterminer  la  valeur  de  p.  Si 
l’on  ne  peut  réussir  dans  cette  dernière  tentative  , l’on 
cherche,  comme  précédemment,  une  nouvelle  fonc- 
tion de  a:  et  de  y qui  satisfasse  à la  proposée  , en  pre- 
nant l’équation  hypothétique  différente  de  la  première  ; 
après  cela , faisant  fl  successivement  égal  aux  deux 
quantités  trouvées , l’une  élevée  à la  puissance  indé- 
terminée p , l’autre  à la  puissance  indéterminée  q , on 
cherche  , comme  nous  l'avons  dit  ci-dessus  , à détermi- 
ner les  valeurs  de  p et  de  q.  Quelques  exemples  ren- 
dront plus  sensibles  les  procédés  dont  on  doit  se  servir 
en  pareil  cas.  • 


1°.  Trouver  le  fadeur  qui  doit  rendre  intégrable 
l’équation 

id-  - + S “*+  ^ +^=° (“)• 


n+2 


Essayons  de  faire  y = mx  , ni  étant  une  quantité 
indéterminée.  Substituant  cette  valeur  de  y dans  la 
proposée  , n’écrivant  pas  dx  , faisant  toutes  les  réduc- 
tions nécessaires  et  divisant  par  x , nous  avons  l’équa- 
tion 

+ 2 + 1 } “0, 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
n , donne  — 1 ; donc  mettant  cette,  valeur  dans 
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l'équation  hypothétique  y mx  = o ; on  a 


* y *f*  x — o. 

Faisons  maintenant 

e=(y+xy,  d’où  (y + *)>-*; 

ce  qui  réduit  l’équation  (3y5)  à celle 

PCP-Q)=(^-^)(>  + ^): 

faisant  dans  cette  équation  les  substitutions  des  va-» 
leurs  de  *- 

«t 

p = “ ay^n^+*>  Q=^  x+ox-^^'J, 

= — 1- ax-^), 

dy  n + a 


et 


il  vient,  toutes  réductions  faites, 

ër 

n 


— — — — avx  = . 

n 4-  a “ n -f-  a 


•arucr' 


égalant  les  termes  homologues  de  cette  équation , on 
a deux  équations  qui  donnent  simultanément  p=n  ; 
donc  (y  -}-  x)n  est  le  facteur  qui  rend  intégrable 
l’équation  (a). 


11°.  Proposons-nous  encore  de  trouver  le  facteur  in- 
tégrant de  l’équation 

a (ua — x)  y dy  — aydx — xdx  =0. . . .(b): 

Il  est  évident  à la  simple  inspection  de  cette  proposéé  ; 
que  l’équation  aa— -x=o,  d’où  x=a*  et  tir  o , 
y satisfait.  Mais  si  l’on  posegsss  (3*-— x)1’,  et  qu’on 

9-. 
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fasse  les  substitutions  convenables  dans  l’équation  @7$)} 
on  a 

, ap  = sy  — a, 

d’où  l’on  ne  peut  tirer  la  valeur  cherchée  de  p.  Tâchons 
donc  de  trouver  une  autre  fonction  variable  qui  satis- 
fasse à la  proposée*,  et  pour  cela  faisons  ar=my*  -f-  ny, 
m et  n étant  des  coefficiens  indéterminés.  Substituant 
cette  valeur  de  x et  celle  de  dx  = ( 2 my  -f-  n ) dy  dans 
la  proposée  (b)  , on  aura  l’équation 

am  ) y + 2B  ï y*  + n*  1 j=o, 

-f-  2 maJ  -f-  2 arn  >■  -j-  an  j- 

+ 3 mn  J — 2ç£  J 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y,  donne 

m — o ou  m = — 1,  n = o ou  n = — 2a, 

enfin  n — a ou  n — — 2a  ; 

or,  il  n’y  a que  la  seconde  valeur  — 1 de  m qui  donna 
à n les  deux  valeurs  identiques  — 2a;  donc  l’équatioa 
hypothétique 

x = my*  -J-  ny 

se  réduit  à celle 

y*  + 2fly+ï  = a, 

qui  satisfait  à la  proposée.  Cela  posé  faisant 

8 = (a1  — 2qy-f  *)» (c); 

d’où 

— •=  2q(a*—  xy  sqy + *)’""(>'+ o ) 

et 

jiû  . • ... 

-^=z—p  (a’—x)r-'  (y*  + aay  + x)t 
+ qCa1—  xy  (>* + a ay+x)i~\ 


Digilized  by  Google 


À PLUSIEURS  VARIA  BLES.'  l33 

Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de 

P — — (ay  + x)  et  Q = aj'(a‘-- x) 
dans  l’équation  (375)  , on  a celle 

üp  jy3_2a<n  y'—4^q  ) y+sp  1 yx—aaq  1 x =o  ; 
•fa  J -f-4ûp[  — sa*  * 4"a  / — ai 

4-3 a 3 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y et  de  x , ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu'en 
faisant  chaque  coefficient  égal  à zéro  ; or  , les  coeffi- 
ciens  du  premier  et  du  quatrième  terme  étant  chacun 
égalé  à zéro  , donnent  simultanément  p ~ — t , et 
d’après  cette  valeur  *de  p , les  second , troisième  et 
cinquième  coefficiens  de  l’équation  précédente  étant 
égalés  à zéro,  donnent  aussi  simultanément  q = — ( ; 
ainsi , d’après  ces  valeurs  de  p et  de  q , la  formule  (c) 
*e  réduit  à celle 

Ô = 7.1^:= i 

( a“ — x)yy'-\-  2ay  4-  x 
ce  qui  est  le  facteur  demandé. 

Ceux  qui  seront  curieux  de  voir  plusieurs  autres 
exemples  où  les  procédés  enseignés  précédemment  sont 
appliqués  d’une  manière  fort  ingénieuse  , n’auront 
qu’à  lire  un  très-beau  Mémoire  , sur  cet  objet , par 
M.  Trembley , et  imprimé  parmi  ceux  de  l’Académie 
des  Sciences  de  Turin,  années  1790  et  1791. 
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CHAPITRE  VII. 

Méthode  pour  résoudre  , par  approximation 
les  équations  différentielles  du  premier  ordre 
à deux  variables  , lorsqu" on  a trop  de  peine  à 
les  intégrer  exactement. 

589.  Déduire  d’une  équation  différentielle  entre 
plusieurs  variables , la  valeur  primitive  de  l’une  de  ces 
variables  en  fonctions  primitives  des  autres  variables , 
est  ce  qu’on  appelle  résoudre  cette  équation  différen- 
tielle. Par  exemple,  la  solution  complète  et  exacte  de 
l’équation  différentielle  - ■ - 

a ydy  xr'dy  -f-  3yx*t£c-f-  axdx  = 0 (a) , 

est 

y = — A \/xs  — + const.] (5)  ; 

car  l’intégrale  complète  et  exacte  de  l’équation  ( a ) est  ' ■ 
+ 3?y  + xa  = const (c) , 

qui , résolue  par  rapport  à la  variable  y,  donne  l’équa- 
tion (h),  dans  laquelle  const  représente  la  constante 
arbitraire  , laquelle  est  égale  à celle  quadruplée  de 
l’équation  (c).  Ainsi  une  équation  différentielle  exacte 
entre  deux  variables  dont  l’intégrale  est  algébrique, 
peut  toujours  être  résolue  exactement. 

Mais  il  peut  arriver  que  l’équation  différentielle  pro- 
posée soit  exacte , et  que  son  intégrale  ayant  des  termes 
affectés  de  fonctions  transcendantes  de  variables  , ne. 

% 
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puisse  être  résolue  par  rapport  à l’une  de  ces  variables 
que  par  une  suite  indéfinie  de  termes , fonctions  de 
l’autre  variable  ; et  dans  ce  cas , la  proposée  a été 
intégrée  exactement , mais  n’a  été  résolue  que  par  ap- 
proximation. Par  exemple , l’équation 

xdy  aydx  -f-  Zx'ydy  -f-  4xy  x — © 
a pour  intégrale  complète  et  exacte  celle 

l (xy) i-  = const.  J^éq.  (3o5)  et  (3oG) , art.  346): 

x y 

Or , si  l’on  veut  tirer  de  cette  dernière  équation  la  valeur 
de^r  en  fonctions  de  x,  ou  réciproquement,  il  me  pa- 
raît impossible  de  l’avoir  autrement  que  par  une  suite 
indéfinie  de  termes  , c’est-à-dire  par  approximation. 

Il  peut  encore  arriver  que  l’équation  différentielle 
proposée  étant  exacte,  ne  puisse  cependant  s’intégrer 
que  par  approximation  par  rapport  à l’une  ou  aux 
deux  variables,  d’où  il  s’ensuit  une  solution  de  ^pro- 
posée qui  n’est  que  par  approximation;  telles  sont  , 
par  exemple,  i°.  l’équation  séparée 

dy  dxlx 

• Va'— y*  ~~  1 ~x 

dont  on  ne  peut  avoir  que  l'intégTale  par  approximation 

arc^sin=-ï^-f-/x/(i — x)+x-f-  —■  -f-  -f-  -£-f-etc. 

= const.  [ \voy . l’équat.  (i34),art.  ao6  et  l’art.  a6i)  -, 
a*,  l’équation 

y'dx  — yxdy-\-  a*dy  = o , 
qui,  divisée  par  y3 , donne  l’équation  différentielle 


I 


/ 
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exacte 

dx  xdy  aydy  _ 

J~T 


qui  ne  peut  s'intégrer  que  par  approximation  , et  l’on 
tire  de  son  intégrale  approchée  la  seule  solution  par 
approximation 


+ar/a-: nr-Qy+  7. y 

-f-  const. 


(là)'  V 
1 .a  2 


'Ainsi  toute  équation  différentielle  entre  deux  variables 
est  exacte  , ou  peut  être  rendue  exacte  d'un  nombre 
infini  de  manières  ( art.  36o  et  368  ) ; mais  on  ne  peut 
intégrer  exactement,  et  encore  moins  résoudre  exacte- 
ment toute  équation  différentielle  entre  deux  variables. 
Or  , quoiqu’une  équation  différentielle  inexacte  puisse 
toujours  se  rendre  exacte  (art.  56o) , cependant  les  diffi- 
cultés presque  insurmontables  que  l’on  éprouve  quelque- 
fois gour  obtenir  son  exactitude,  et,lagrande  probabilité 
que  même  après  avoir  trouvé  le  facteur  ou  diviseur  qui 
rend  intégrable  la  proposée,  on  ne  pourra  avoir  qu’une 
eolution  approchée  de  la  proposée  , a donné  l’idée  aux 
Géomètres  de  franchir  tout  de  suite  la  difficulté  de 
chercher  le  facteur  intégrant , lorsque  ce  facteur  est 
trop  difficile  à trouver  , et  de  déduire  directement  de 
la  proposée  inexacte  sa  solution  par  approximation. 
Cette  méthode,  pour  résoudre  approximativement  le* 
équations  différentielles  à deux  variables  , consiste 
feulement  à donner  à la  variable  dont  on  veut  avoir 
la  valeur  en  fonctions  de  l'autre  , une  valeur  hypo- 
thétique formée  par  une  suite  indéfinie  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  la  seconde  variable,  et  dans 
laquelle  les  coejjîciens  et  exposons  sont  indéterminés  ; 
ensuite  à dijférentier  cette  valeur,  prendre  dans  téqueu 


Digitizedby 


A PLUSIEURS  VARIABLES.'  ify 

t/on  différentielle  qui  en  résulte , la  valeur  du  rapport 
des  différentielles  des  deux  variables  ; égaler  cetta 
valeur  avec  celle  qu’on  déduit  de  la  même  quantité  dans 
l'équation  proposée,  ce  qui  donne  une  équation  qu’on 
réduira  par  une  simple  substitution  de  la  valeur 
hypothétique  de  la  première  variable  en  fonctions 
de  la  seconde  t à ne  plus  renfermer  que  cette  der- 
nière variable;  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
de  la  variable  qui  reste , on  rendra  T équation  résul- 
tante généralement  réelle,  quelle  que  soit  lavaleur  qu'on 
pourra  supposer  à la  variable , en  donnant  à la  partie 
commune  et  indéterminée  des  exposans , une  valeur 
convenable  pour  qu'il  ne  résulte  aucune  absurdité  de 
l'obligation  où  l’on  se  trouve  d'égaler  chaque  coefficient 
* à zéro  , ce  qui  donnera  autant  d' équations  que  de  coeffi- 
cient indéterminés  dans  l'équation  hypothétique , d'où 
ion  déduira  les  valeurs  de  chacun  de  ces  coefficient , 
et  les  substituant  dans  [ équation  hypothétique , l'on 
aura  la  vraie  solution  par  approximation  de  l’équa - 
tipn  différentielle  proposée. 

3go.  Afin  d’exposer  d’une  manière  générale  et 
analytique  cette  méthode  , soit  considérée  l’équation 

F'(x,^)Çr  + F \x,y)dy  = o. . . . .(376). 

Il  est  clair  que  si  l’on  donne  à la  solution  par  approxi- 
mation de  cette  équation  la  fornjc 

y — Ax  -f-  Bar  Gr*"^3-}-  Dx^~^~^-j-etc..(3yy), 

la  valeur  de_y  ne  sera  complète  qu’en  tant  que  par  les 
conditions  du  problème  qui  auront  donné  lieu  à la  so- 
lution de  l’équation  (376)  , on  devra  avoir  y=  o , lors- 
que x = o.  Mais  si  pour  obtenir  toute  la  généralité 
que  doit  avdir  complètement  tme  solution  d’équation 
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différentielle,  on  suppose  que_y=q,  lorsque  xx=p  ; 
on  devra  donner  à la  valeur  cherchée  de  y la  forme 

y — 9 + A ( x-p)K  + B (x—pŸ +1+  C<x-p)?'+2 

+ etc (378),  ' 

ou  , faisant  pour  abréger  , 

{z  = x—p,  d’où  x—z+p } (379), 

on  aura  l’équation 

y—q+  AzX-f-  BzX+I-f  CsX+2+  etc (38o)  ; 

d’où  faisant  attention  que  dz~dx , on  tirera  celle 

' +B(a+i)2X+C(;,+2)zX'+‘  1 + etc. .. (a).  _ 

Mais  de  l’équation  proposée  (376),  on  tire  celle 

dy  _ F’(x,y)  + . 

dx~  F \x,y)~  F'C(z+p>,^3* 

donc  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  (a)  , 
on  aura  l’équation 

FT(*+rt  ,yl  +F"[(z+p),_y]  CAa/"^+B(a+0^ 

-f-C  (x-}-2)zÂ-^1-{~etc.]=o.  ,(38i) , 

dans  laquelle  substituant  la  valeur  hypothétique  de 
y [ équat.  (38o)]  , ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances de  z , et  déterminant  la  partie  K commune  à 
tous  les  exposans  de  z , de  manière  qu’on  puisse  faire 
chaque  coefficient  de  l’équation  résultante  égal  à zéro , 
l’on  aura  autant  d’équations  que  de  coefliciens  indéter- 
minés A , B , C qu’on  a introduits  dans  le  calcul , 

et  par  conséquent  on  pourra  déterminer  leurs  valeurs 
respectives,  qu’on  substituera  ainsi  que  celle  de  z 
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£ équat.  (379)]  dans  l’équation  (38o)  , ce  qui  donnera 
là  solution  demandée. 

Pour  bien  faire  sentir  l’esprit  de  la  méthode  , nous 
allons  d’abord  l’appliquer  à une  équation  que  nous 
savons  intégrer  direCteinênt  et  rigoureusement , et  nous 
Verrons  l’identité  des  deux  résultats. 

Application  I.  Résoudre  Técfuation 

dy-f-xdy — mydx  = o. ...  .(b). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(376) , on  a 

on  F'[(2+p),^]=:— my , 
et 

*■"(*00  ou  F'Kz+p)  ,y]  = i 4-z+p. 
Substituant  ces -valeurs  et  celle  dey  donnée  par  l’équa- 
tion (38o) , dans  l’équation  (38 1)  , il  vient  celle 

•— mq-f-AAîz*-1 — mÀ  Tz? — mB  — etc— o...(c) 

-j-A p)  +B(a+i)  [ +C(x+3)  f +etc. 

-f-Ax  j *{-B(a-{-i)  j -{-etc. 

+pB(A-f-i)J  -j-pC(x4-3)j  -{-etc. 

qui  ne  peut  avoir  généralement  lieu,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  z,  qu’en  tant  que  tous  les  termes  s’éva-  • 
nouissent  simultanément  ; mais  m et  q étant  des  quan- 
tités déterminées^  le  premier  terme  —mq  ne  peut. 
6’évanouir  tout  seul  ; donc  afin  que  l’équation  (c)  puisse 
avoir  lieu  , il  faut  réunir  ce  terme-là  avec  le  suivant , 
ce  qui  n’offre  aucune  difficulté  , puisque  l’exposant 
^ de  z étant  une  quantité  indéterminée  , il  n’y  a qu’à 
faire 

A.  ■ — 1=0,  d’oà  A = i, 
ce  qui  réduit  l’équation  (c)  à celle 


l4o  intégration  des  fonct.  et  équation* 

— mq  — Am  'j  z — Bm  1 i1 — etc.  = o; 

A "4"  2B  I -f"  3C  I -j"  etc. 

-J-  A p + A 1 -4*  aB  | -}-  etc. 

-fapB  J +3pC  ) -4-  etc. 


et  faisant  chacun  des  coefiiciens  de  cette  équation  égal 
à zéro , ensuite  déduisant  des  équations  résultantes  , 
les  valeurs  de  A,  B,  C on  a 

* _ mn  n _m(m-i )q  r _m(in—  QÇm— a)q 

p+l’  2(p+l)a’  2.3(p-fl)3  * 

Enfin  substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  A = 1 
et  de  z = x — p dans  l’équation  (38o)  , on  trouve 


4 

donc 


P+ 

m (m — 1 ) (m — 2 ) /x — pN 


...  J> 


=*[£0 


.(d) 


est  l’intégrale  complète  et  la  solution  exacte  de  la 
proposée  (*).  Cette  intégrale  est  identique  avec  celle 


* 


(*)  Quoique  la  méthode  que  nous  donnons  ici  pour  résoudre  le* 
équations  différentielles  , paraisse  ne  devoir  jamais  donner  que  de* 
•olulions  approchées  j cependant  il  arrive  quelquefois,  comme  dan» 
cct  exemple , que  la  valeur  en  se'rie  indéfinie  de  l’une  des  variables 
an  fonctions  de  l’autre , h laquelle  conduit  le  calcul , est  telle , qu’on 
y reconnaît  le  développement  d’une  formule  finie;  et  alors  substi- 
tuant cette  formule  à la  série,  on  a la  solution  exacte  de  l'équation 
proposée.  Mais  malheureusement,  ces  cas-lit  sont  extrêmement  rares, 
et  lorsqu’ils  arrivent , je  suis  persuadé  que , comme  dans  cet  exemple- 
ci  , l’on  pourrait  trouver  directement  la  solution  exacte  par  les  mé- 
thodes ordinaires  d’intégration. 
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d’intégration  immédiate  que  l’on  trouve  par  le  moyen 
de  la  méthode  enseignée  à l'article  341  ’•  car  l’équation 

dy  -\-xdy  — mydx  — o 

étant  de  la  forme  de  celle  (29#)  [art.  34i  ],  l’équa- 
tion (297)  donne  pour  son  intégrale 


const.  = 


m ( 1 + x) 

m ’ 

Vy 


mais  si,  comme  nous  l’avons  supposé  précédemment 
on  a y = q lorsque  x—p,  on  aura 


m(  1 +p) 

const.  = — r— 

m 

V<i 


donc  substituant'  cette  valeur  de  const.  dans  l’intégrale 
précédente  . divisant  par  m,  élevant  toute  l’équation 
résultante  à la  puissance  m , enfin  prenant  la  valeur  de 
y,  on  retrouvera  l’équation  (/£) 

11°.  Résoudre  F équation 

dy  — ay*dx  — bxmdx  — o (e) 

du  comte  Riccati , prise  dans  toute  sa  généralité 


Si  nous  faisions  y — - , le  second  terme  de  la  trans- 
formée que  noua  obtiendrions  par  ce  moyen  , n’aurait 
p^is  le  coefficient  a \ ainsi  pour  plus  de  simplicité  dans 
le  calcul,  nous  pouvons  ne  nous  occuper  que  de  la 
solution  de  l’équation 

dy — y*dx — bxmdx  = o (/")• 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (^76) , on  a 

f\x , y)  — — _ya  — bxm  et  E\x , y ) = « » 


« 
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fia 

'C(z+p) ,>-]=— y*— b(p+ï)m  et  F'Kp+s),^]— I-} 

Substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de^£éq.  (38o)],’ 
dans  l’équation  (38 1),  il  en  résulte  une  équation  dont 
les  deux  premiers  termes  sont 

— q * l z*  -f*  Axz*  lt 

— 

et  dont  les  autres  termes  sont  affectés  des  puissances 

K , x -f-  1 ......  2X , 2X  -f-  i i , 2 de  z ; or , 

pour  que  cette  équation  ait  toujours  lieu  indépendam- 
ment des  valeurs  de  z , il  faut  que  tous  les  termes 
s’évanouissent  simultanément , ce  qui  ne  pourra  avoir 
généralement  lieu  tant  que  — (q‘-f-6pm)z°  sera  un  terme 
isolé  de  l’équation  j il  faut  donc  l’associer  avec  le  se- 
cond Axz*  1 , ce  qui  peut  se  faire  en  prenant  l’indé- 
terminée x = î , et  alors  on  aura  l’équation 

Â-j-oB  -j  z-f-3C  ">z'-f-etc.=o , 

— q% — 2<jA  t — aqB  f — etc. 

— bpm — bmpm~'j  — A*  > — etc. 

bm(m — î)  „ ,\ 

Pm  \ —etc. 

2 J 

et  égalant  chaque  coefficient  à zéro  , l’on  aura  uns 
suite  d’équations  d’où  se  déduiront  les  valeurs*,  sui- 
vantes : 

A =V  + q%  B = ajl±±rillEl±JIÛ>9 

g-  »: 

et  ainsi  de  suite.  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion ( 38o  ) , on  aura  la  solution  par  approximation 
de  l’équation  générale  du  comte  Riccati, 

• 
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III.  Résoudre  par  approximation  F équation 

dy — ydx— bxmdx  = o (g)  , * 

avec  la  condition  que  F évanouissement  de  Hune  des 
deux  variables  fait  aussi  évanouir  F autre. 

. Nous  avons  dans  ce  cas-ci  p = o et  q = o , ce  qui 
réduit  respectivement  les  équations  (38o)  et  (38 1)  à 
celles  (377)  et 

F'(*,yO  + F\x,y)  [A^A—1+  B ( A + 1)  x* 

-j-  C(A-f-a)  x*^1-}-  etc. 3 =0. . . (382).’ 

Cela  posé , comparant  l’équation  proposée  (g)  avec 
celle  (5y6) , on  a 

F\x,y)  = —y  — bxm  et  F"( a:,y')  = t î 

substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de^1  £éq.  (377)3, 
dans  l’équation  (38a)  , il  vient  celle 

—lxm-\->JsxK  1 +(*-}-  i)B  t rA-f-(A.-f-s)  C ) xK~^~ 1 -f-etc .— 0.. . (K); 
— A J — B J - — etc. 

Mais  cette  équation  ne  pouvant  avoir  généralement 
lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x , qu’en  tant 
que  tous  les  coefiiciens  s’évanouissent  simultanément , 
et  le  premier  termé  — bxm  ne  pouvant  s’évanouir 
isolément , puisque  b est  une  quantité  déterminée , il 
faut  réunir  ce  terme  avec  le  suivant,  dans  lequel  A 
étant  une  quantité  indéterminée , on  peut  faire 

a — 1 = m,  d’où  a = m -f-  î , 

ce  qui  éhange  l’équation  (A)  en  celle 

(m-j-i)A  |xra-t-(m-f-2)B  1 xm+'-f-(/n-f-3)  C lxm+J-j-etc.=o, 
b JT  —A/  — Bj  -{-etc. 
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et  faisant  tous  les  coefficiens  égaux  à zéro , on  aura 
. une  suite  d’équations , d’où  l’on  tirera  à l’ordinaire  , 

A= — — — B=- ^ — -, 

m-fi  (ni  4-  r ) (m-f  2) 

r b , 

(m-j-i)  (m+a)  (/n+3,)’  ' * • 

et  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de  A = m-f  1* 
dans  l’équation  (38a) , on  aura 

y=—^r—  xm+,r I-f 1-~  X 

m+i  L m -fa 
"4*7 i r4 — -7-5-r  etc.  I (i) 

(m-f  2)  (m-f-3)  J w' 

qui  est  la  solution  par  approximation  de  la  propo- 
se (g)-  , 

Si  l’on  fait  dans  cette  équation  (i),  771  = 0,  on  aura 

y~b  Çx  + ^x*  x3 -j-  etc.^  = i(e* — 1), 

ce  qui  est  réellement  l'intégrale  complète  et  exacte 
de  l’équation 

eîy  — ydx  *—  bdx  = o , 

à laquelle  se  réduit  celle  (g)  lorsque  m = o , ainsi 
qu’il  est  aisé  de  le  trouver  directement. 

3g  1.  De  même  que  nous  avons  résolu  par  approxi- 
mation les  équations  différentielles  , en  prenant  la 
valeur  de  y en  x et  . constantes  ; on  pourra  aussi,  par 
le  moyen  de  nos  formules  (3 77) (38a)  , détermi- 

ner la  valeur  de  x en  y , lorsqu’on  aura  lieu  de  croire 
par  la  nature  de  la  question  qui  a donné  lieu  à ces  * 
calculs,  que  la  série  en  y sera  plus  simple  ou  plus 
' convergente 
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convergente  que  celle  en  x.  Pour  y parvenir , il  n’y  aura 
qu’à  changer  dans  l’équation  proposée  y en  a; , et  réci- 
proquement, et  prendre  comme  ci-dessus  la  valeur  de 
y en  x ; enfin  étant  parvenu  à cette  solution , on  y 
remettra  x pour  y,  et  réciproquement  : on  en  verra 
un  exemple  dans  l’article  suivant. 

3g2  De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment , nous 
conclurons  une  méthode  bien  simple  pour  résoudre  le 
' ivoblème  suivant,  qui  présenterait  de  grandes  difli— 
* \ -cultés  si  l’on  s’y  prenait  de  toute  autre  manière. 

PROBLÈME.  Etant  donnée  une  équation  finie  entre 
des  fonctions  circulaires  et  logarithmiques  de  deux 
variables,  trouver  la  valeur  de  l'une  de  ces  variables 
par  une  suite  de  ternies  qui  ne  soient  que  des  fonc- 
tions algébriques  et  réelles  de  î autre  variable  (*). 

Solution.  Par  le  moyen  de  la  proposée , on  déter- 


(*)  Une  fonction  circulaire  pouvant  toujours  se  réduire  à une 
fonction  logarithmique  , et  réciproquement  (art.  et  a }j) , il 
est  clair  qu’on  pourra  réduire  la  proposée  à nne  équation  qui  ne 
contiendra  pins  qu'une  espèce  de  fonctions  transcendantes  : mais  A 
cause  qu’alors  la  fonction  convertie  de  son  espèce  première  à la 
seconde,  est  affectée  d'imaginaires  dont  on  ne  peut  la  débarrasser,  le 
problème  offre  les  uilkncs  difficulté»  que  dans  le  principe.  Par  exem- 
ple, si  l’ou  propose  de  déduire  de  l'équation 

arc  ( &in  ~ x ) = ly , 

la  valeur  de  y en  fonctions  algébriques  et  réelles  de  r,la  pro - 
posée  pourra  se  changer  en  l’équation 

h—  1 £ * 'J— 1 -h  V*  — «3  [ cqnat.  (188J  ,art.  2fi] 
d’ou 

y—  [*  v'—  >4-  y/tX  — rx  }]>"-■  ; 

• • ■ s»  ^ ^ ^ Jt  m 

or  , u me  parait  extrêmement  difficile  , et  je  crois  même  impossible 
de  dépouiller  le  développement  de  cette  quantité  (le  l'imaginait» 

V—  «• 

a.  10 


% 
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minera  la  valeur  q de  y lorsqu’on  fait  x ~p',  ensuite 
on  différentiel'^  l’équation,  et  on  résoudra  par  approxi- 
mation l’équation  différentielle  par  rapport  à y ou 
par  rapport  à x , par  la  méthode  enseignée  précé- 
demment. 


Application.  Tirer  de  F équation 

ly  — arc  ( sin  = x ) '••(")> 


la  valeur  de  y exprimée  par  une  suite  de  fonctior. 
algébriques  et  réelles  de  x. 

Cette  équation  donne_y=ri  lorsque  x=o-,  soit 
donc  fait  p — o et  q=i.  Cela  posé,  differentiant 
l’équation  (a)  , ce  qui  donne 

ydx  — l/(i  — xx)  dy  = o , 

et  comparant  identiquement  cette  dernière  équation 
avec  celle  (37(1) , on  aura 

F'(x,_y)  =y  et  F"(x,j)  — — [/ 1 — xx  : 
Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de 

_y  ==  x -f-  AxA  -(-  BxA"^  1 -f  etc (è)  [ équat.  (38o)]  , 


dans  l’équation  (38i)  , il  vient  celle 

i-J-AxA+BxA"^1+CxA”*”3+etc. — \/ 1 — xx[A*x;  1 
-fB  (H- 1 ) xA+C  (a+2)  x A"^" 1 -f  etc .]  = o (c). 


Mais 

\/  i-xx=i- 


xa 


3xs 


3.5x8 


-etc.  (<1). 


2 2a.2  23.a.O  24.2.3-4 

Donc  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (c)  , il  est 
aisé  de  voir  , avant  de  se  donner  la  peine  d’effectuer 
la  multiplication , que  l’équation  résultante  ordonnée 
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iuivant  les  puissances  de  x , commencera  par  ces  deux 

termes  i — Aaj:  l;  or,  cette  équation  devant  aVoir 

lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x , ce  qui  exige 
que  chaque  ternie  s’évanouisse  , il  faut  nécessairement 
réunir  ces  deux  termes  en  un  seul , en  faisant  l’indé- 
terminée K=.  ij  ainsi  l’on  n'a  plus  qu’à  multiplier  la 
développement  (d)  par  la  série 

A -{-  aBx  -f-  3Cx*  -f-  etc. 

Effectuant  cq|te  multiplication,  et  ordonnant  le  produit 
aVec  la  série 

1 -f-  Ax  -f-  3Cx*  -f-  etc. , 
l’équation  (c)  se  réduit  à celle 

i-f-  A ^ a: -f-  B j a;* -f-  C ")  a;2 3-f-etc.=:o  ; 


’ — Jt—  2B)  — 3C(  — 4D(^  —etc. 

-f*  B | -f-  etc. 


d’où  l’on  tire  à l’ordinaire 

A=*>  B=j.  c=3- 

Substituant  ces  valeurs  , ainsi  que  celle  de  A ss  x dans 
l’équation  (è)  , on  a 

+ ^ x4  + etc........(e), 

ce  qui  est  l’équation  demandée. 

De  l’équation  proposée  (a) , on  tire 

V = earc(sia  = *) 

2 = arc  (sia  — x)  , d’où  or  =sin  z, 

10.. 
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on  a 

, y=c‘> 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (e)  , il 
viendra  depuis  z = o jusqu’à  z=ioo°, 

e*  — 1 -4-  sin  z -f-  sin*z  , sinss  . -5  sinb:  . , 

r \ 

Proposons-nous  maintenant  de  déduire  de  l’équation 
donnée  (a)  la  valeur  de  x en  une  suite  indéfinie  des 
fonctions  algébriques  et  réelles  de_y. 

Pour  atteindre  ce  but  par  le  procédé  le  plus  simple , 
écrivons  la  proposée  (à)  comme  il  suit  : 

arc  (sin  = y)  = Ix (g)  [voyez  l’art.  3qi]  , 

et  alors  nous  chercherons  la  valeur  de^  en  fonctions 
algébriques  et  réelles  de  x.  Cela  posé  , nous  commen- 
cerons par  observer  que  y = o lorsque  x = î ; donc 
p et  q = o.  Actuellement  différentiant  l'équation 
(g)  , nous  avons  celle 

xdy  — y'  î — y2Æx  — o , 
qui , comparée  avec  l’équation  (376) , donne 
F'(*jO  = — \/T^f  et  F,'(xJ_y)  = x, 

OU 

*■'[(*+ Oij'H”—  V a— y*  et  F*Ç(»+t)»yD==z+i; 

Donc  , prenant  pour  Gguratrice  de  la  valeur  de  y , 
lequation 

y — A^+  b/+  ’ + C^+2+  etc . . .(A)[éq.  (38c)]» 

et  substituant  toutes  ces  valeurs  dans  l’équation  (38i)  , 
nous  aurons  pour  les  deux  premiers  termes  de  l'équation 

résultante  — 1 + Aàz"  1 qui,  nécessairement,  doivent 


« 
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pour  la  réalité  de  cette  équation , se  réduire  à un  seul 
terme , ce  que  nous  obtiendrons  en  faisant  la  quantité 
indéterminée  a = i ) d’où  il  s’ensuivra,  tout  calcul  fait, 
l’équation  indéfinie 

A-f-aB  î z -f  3C  1 s»  + 4D)  zs-f-etc.  = o; 

— i+  Ai  +üB  +3C[ 

-MA»  J +ABJ 

et  faisant  chaque  coefficient  égal  à zéro  , nous  en  dédui- 
rons par  Us  méthodes  ordinaires  de  l’élimination , 

’ N 

A = t , B = — - , C = g,  D = o , etc. 

Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de  A = i dan» 
l’équation  (^)  , ou  plutôt  dans  celle 

y ==  A (x — i ) + B (x — i)‘+  C(x — i)3-f-etc. 

Enfin  remettant  x à la  place  de_y,  et  réciproquement, 
nous  aurons  pour  équation  demandée , 

x — (y- ! )— I ( y-- 0M-  g Cy-O3— “ (y-05+etc. . .(0. 


CHAPITRE  VIII. 

Des  équations  à deux  variables  , dans  lesquelles 
les  différentielles  du  premier  ordre  se  trouvent 
élevées  à des  puissances  entières  plus  grandes 
que  l’unité  , ou  se  multiplient  entre  elles. 


3q3.  JLi  e s équations  que  nous  nous  proposons  d»  > 
résoudre  dans  ce  chapitre,  lont  comprises  dans  la 
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forme  générale 

dym  -f-/'(x,jy)  dym~'dx  +f"(x , y)  dyn~%dx 1 

u...+fm,(x,y)dx~z=o (383), 

et  il  est  aisé  de  voir  que,  quoique  cette  équation  soit 
du  ml,me  degré,  elle  n’est  pourtant  que  du  premier 
ordre , puisqu’elle  n’est  composée  que  des  différentielle» 
du  premier  ordre  dx  et  dy  élevées  à des  puissances  en- 
tières , ou  multipliées  entre  elles. 

Les  équations  de  la  forme  de  celle  (383)  s’intégrent 
comme  celle  du  premier  degré  à deux  variables.  En 
effet,  si  nous  divisons  cette  équation  par  dxm , nous 
aurons  celle  du  m,im‘  degré 


dy\m- 

,dxj 


+r<*-y>(& y 

+fm'(x>y ) =o (384) , 


qui  , résolue , donnera  un  nombre  m d’équations  de 
la  forme  „ 
dy 

dI-  = Ç(X>y)  on  dy  = ç(x,y')  dx , 


lesquelles  étant  successivement  intégrées  suivant  les 
méthodes  enseignées  précédemment  , donneront  un 
nombre  m d’équations  primitives,  qui  toutes  satisfe- 
ront à la  proposée , soit  séparément , soit  combinées 
entre  elles.  . 

Prenons  pour  exemple  l’équation  différentielle  du 
troisième  degré  suivante  , que  nous  avons  tout  de  suite 
mis  sous  la  forme  de  celle  (384) 

.+  -hy3* + xY  ) ^ ~ o — (a). 


\ 


\ 
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Cette  équation  étant  résolue  , donne  les  trois  équation» 
suivantes  du  premier  degré 

iL—x*  et  v»  ou it  — xix  (h\ 
dx~~^’  Jè~~X  6t  dx~y  ’ °U  J ~ * 

dv 

(r) dy  = x'dx  et  --  — dx (d 

J « 

dont  les  intégrales  sont  respectivement 
. (b').....y^e^‘ , y=^  + C (c' 


en  représentant  par*  c , c , et  c”  des  constantes  arbi- 
traires. Or,  chacune  de  ces  trois  équations  primitives 
(b')  , (d)  et  ( d ')  satisfait  à la  proposée  (a)  ; de  même 
leur  produit 

(Ï-‘T ■ ' ')  (r - ■ T - *Xy + ÏT?)= ° w 

satisfait  à la  proposée,  car  différentiant  cette  équa- 
tion (e) , il  vient 

❖[(v-  ‘') 

x(’,+ JT?)+(r_' + ST?)] 

SèiLitazÙ  ■ 

L (*+«*)* 
+«T_'(?-y-«')0'+rr7) 

,tV')  (y + ^)] ■ -■ 
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et  substituant  successivement  à la  place  de ^ ses  valeur* 
données  par  les  équations  ( b'),  (c)  et  (</'),  on  re- 
trouve respectivement  à ces  trois  substitutions , les 
trois  équations  différentielles  (Z>)  , (<?)  et  (d)  , qui  évi- 
demment satisfont  elles-mêmes  à l’équation  proposée 
{c)  , puisqu’elles  en  sont  les  racines. 

3g 4-  Mais  à cause  de  l’extrême  difficulté  attachée 
à la  résolution  des  équations  littérales  des  degrés  supé- 
rieurs , les  Géomètres  cherchent  par  le  moyen  de  cer- 
tains artifices  analytiques,  qui  bien  souvent  réussissent , 
à trouver  le  rapport  des  deux  variables  x et  y , en  ne 
résolvant  algébriquement  que  des  équations  d’un  degré 
inférieur  à celui  m de  la  proposée!  Voici  quelques-uns 
des  cas  où  l’on  réussit. 

Premier  cas.  Soit  l’équation  générale 
dym-\-f'ydym~idx-\-fydym^dx'x . ...fm'ydxM=o...(38B), 
dans  laquelle  je  suppose  que  j'y  , f"y.  . . sont  de» 
fonctions  rationnelles  de  y , et  que  celte  variable  n’y 
est  élevée  qu’à  des  puissances  inférieures  au  degré  m 
de  la  proposée  (385). 

Faisant 

• dx  = zdy (a); 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (385),  et  divi- 
sant cette  dernière  équation  par  dym,  on  a celle  algé- 
brique 

1 +fyz  +f’yz* +r fm,y~m = o ...*..(£), 

qui  étant  résolue  par  rapport  à y,  donne  un  nombre 
plus  petit  que  m de  racines,  telles  que 

(c) .y  = Çz  , d’où  dy  = tp'zdz (J) . 

Substituant  cette  valeur  de  dy  dans  l’équation  (a)  , il 
vient 

dx  = zÿzdz  , 
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d’où 


x ==  fzç'zdz, (e). 


Ainsi  par  le  moyen  des  équatidhs  (c)  et  (é)  , on  aura 
pour  une  valeur  quelconque  de  z , celles  qui  se  cor- 
respondent de  x et_y  ; on  aura  donc  résolu  le  problème 
qui  a donné  lieu  à l’équation  différentielle  (385).  On 
remarquera  qu’on  ne  pourrait  avoir  l’équation  directe 
de  relation  des  deux  variables  x et  y , qu’en  résol- 
vant l’équation  (ù)  par  rapport  à a,  et  substituant 
cette  valeur  de  z dans  l’équation  (e)  ; mais  la  difficulté 
de  résoudre  l’équation  ( b ) étant»la  même  que  celle 
attachée  à la  résolution  de  la  proposée  (385)  par  rap- 

A dy 

porra  -f-  , puisqu’elles  sont  toutes  les  deux  du  degré 

ire  , on  ne  remplirait  plus  l’objet  de  simplification  qu’on 
s’est  proposé. 

Exemple.  Déduire  de  F équation  différentielle  du 
quatrième  degré  * 

dy*  -}-  ydj^dx  — dx*  = o (/") , 

les  relations  des  deux  variables  y.  et  x qui  satis- 
font à la  question  qu'on  suppose  avoir  donné  lieu  à 
l'équation  (/). 

Faisant 

dx  = zdy (g), 

la  proposée  (/*)  se  transforme  en  celle 

zi — 1 


r +yz  — z*  = o , 

et 


d’où 


(A); 


dy 


3 **d*  + 


/ 
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Substituant  cette  valeur  de  dy  dans  l’équation  (g) , on 


a celle 


dx  — Sz^dz  -f- 
laquelle  étant  intégrée  donne 


dz 


x = g z.5-f-  Iz  -f-  const ( i ), 

Supposons  pour  déterminer  la  constante , que  y = o 
lorsq  nex  = o;ce  qui  donne  , par  le  mdÿen  de  l’équa- 
tion (h)  , z=  1 ; et  substituant  cette  valeur  de  z ainsi 
que  celle  de  x = 9 dans  l’équation  ( i),  on  a 


const.  = — •=•  : * 

D 

donc  substituant  cette  valeur  de  const.  dans  la  même 
équation  (i)  , on  aura  complètement 

*=|  (z5—  O-f-k- 

Cette  dernière  équation , concurremment  avec  celle 
(h)  , résout  complètement  le  problème  qui  est  censé 
exprimé  analytiquement  par  l’équation  ( f ). 

3g5.  Second  cas.  Mais  si  supposant  toujours  que 

dans  l’équation  (385)  , f'y , f"y sont  des'fonc— 

tions  rationnelles  de_y  , nous  considérons  actuellement 
que  parmi  ces  fonctions  il  y en  a qui  renferment  y 
élevée  à une  puissance  )>  m , il  est  évident  qu 'alors 
l’équation  (b)  de  l’article  précédent  éttant  «i’un  plus 
haut  degré  par  rapport  à y que  ne  l’est  la  proposée 

(385)  par  rapport  à ^ , l’artifice  indiqué  précédem- 
ment ne  fera  quç  compliquer  le  calcul , au  lieu  de 
le  simplifier  ; il  faudra  donc  avoir  recours  à quelque 


Digitized  by  Google 


A PLUSIEURS  VARIABLES.  1 55 

autre  artifice  : celui  dont,  on  se  sert  en  pareilles 

circonstances,  est  de  faire  -£-=yz-,  ou,  suivant  les 

. dx  , ,, 

circonstances  , rxsyz  de  cette  maniéré  , 1 on  par- 
vient à une  équation  algébrique  dont  tous  les  termes 
sont  multipliés  par  un  même  facteur  variable  , et  qui , 
conséquemment,  s’abaisse  à un  degré  quelquefois  infé- 
rieur à celui  m de  la  proposée  «par  rapport  à ^ , et 

alors  résolvant  l’équation  résultante  par  rapport  à 
la  variable^  qui  reste  élevée  à.  une  puissance  moindre 
que  m ; et  substituant  les  valeurs  de  cette  variable 
dans  celle  des  deux  équations 


dy 

ic=yz 


dx 

ou  çr-j» 


qu’on  a d’abord  posée',  on  aura  une  équation  dif- 
férentielle du  premier  degré  entre  l’ancienne  va- 
riable x et  l’introduite  z ; d’où , par  l’intégration , on 
aura  une  équation  primitive  entre  a:  et  z qui  résoudra , 
conjointemint  avec  celle  qu’on  a déjà  eue  entre  y et  z, 
le  problème  proposé.™ 

Exemple  I.  Trouver  les  valeurs  correspondantes 
de  y.  et  de  y qui  satisfont  au  problème  dont  [équation 
finale  est  • 

d_yT:f-f-  y^dydx3  -f-  ysdx*  = o (a) . 


Divisant  la  proposée  (a)  par  d. jri,  et  faisant 

• •O), 


dy 

dx=yz- 


il  vient 


( 
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et  divisant  par  y*,  on  a l’équation 

s44-jz+y  = o, 

qui résolue  par  rapport  à y , donne 


y = 


»Çx±  1/0-4»»)] 


•CO. 


d’où 


Jy  = . 


dz  £ {/ 1 — 4z2“  l j 

» 2 y i —4a* 


Substituant  ces  valeurs  de_y  et  de  dy  dans  l’équation 
(é)  , il  vient  celle 
! . dz 

ClX  i » ' a 

V/  i — 4a“ 

* qui , intégrée , donne  l’équation 


, p zXconst.  ~] 


laquelle  , conjointement  avec  l’équation  (c)  , résout  Te 
problème  exprimé  analytiquement  par  l’équation  (a). 

Exemple  II.  Trouver  les  valeurs  correspondantes 
de  xetde  y qui'  satisfont  au  pç blême  qui  dipend  do 
l'équation 

y5dy5+  y’dy^dx’  -f-  dx5  = o (d). 

Divisant  la  proposée  par  dy*,  et  faisant 


~ =yz , d’où  dx  = zydy. 


■Ce), 


il  vient 

y^.y2,»+ysü.5=o,  ou  <y  + £*+j4s  = o, 
d’où 


7 = 


x -J-  -V 


■ (/)> 
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*5/ 


-et 


. 7?dz  ( 2 — 3z.5)  * 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (e)  , il  vient 
celle 

, a z^dz  — 3 z^dz 

dx  — ■ 


dont  l’intégrale  est 

« 

rr 

O 


5 ( 1 z5  ) 2 ( 1 -f-  z,5  )! 


+ const. 


Cette  dernière  équation  et  celle  ( f ) sont  Celles  qui 
satisfont  à la  question. 


3q6.  Troisième  cas.  Si  l'équation  (385)  étant  telle 
que  nous  l’avons  supposée  dans  l’aiUcle  précédent  , 
l’artifice  indiqué  dans  le  même  article  ne  réussit  pas, 
c’est-à-dire , s’il  conduit  à une  équation  en  y d’un  degré 
pour  le  moins  aussi  élevé  que  la  proposée  par  rapport 


dJL 

dx 


fera 


d’où  résultera  une  équation  différentielle  du  mUnr  degré 
entre  les  variables  x et  u qui , traitée  comme  celles  que 
nous  ayons  examinées  dans  les  deux  articles  précé- 
der , pourra  donner  sans  peine  le  rapport  des  deux 
variables  or  et  u;  et  par  conséquent , à cause  de  l’équa- 
tion de  relation  (a) , donnera  aussi  le  rapport  demandé 
des  deux  variables  x et  y au  moyen , comme  précédem- 
ment, d’une  troisième  variable  intermédiaire  z. 

Exemple.  Etant  donnée  l'équation 

dy5  -f-_ysdydx+  + y7dy2dx3-f-  yl,dx*  = o (b) , 


l5&  INTEGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
on  demande  d en  conclure  des  équations  qui  donnent 
les  valeurs  correspondantes  de  x et  de  y. 

Soit  qu’on  pose  l’une  ou  l’autre  équation 
dx  = zdy,  |^=yz, 

on  ne  peut  transformer  la  proposée  en  une  équation 
plus  aisée  à résoudre  par  rapport  à y que  l’équation 

(é)  par  rapport  à Essayons  donc  de  faire 

. y = -,  dou  dy~  — , 

et  substituons  ces  valeurs  dans  la  proposée  (£)  , ce 
qui  nous  donnera  , après  avoir  multiplié  toute  la  trans- 
formée par  u",  Inéquation 

— udu' — dudx*-j-dutdxs+  dxs  = o (c). 

Faisant  dx  ==  zdu , et  divisant  par  du',  l’équation  (c) 
se  transforme  en  celle 

— u — z4+  zî  = o , d’où  ii=z!-f-z3 — z4; 
donc 

y (=  «)  = z3(z*  — z-f  i) ^ * 

et 

du  = ( Zz^+Zz1 — 4 z3)dz. 

Mais  dx  :=  zdu  ; donc 

dx  = ( 5zs  + 3z3 — 4z4)  dz  y 
d’où  l’on  tire  par  l’intégration,  l’équation 

a:=24[ial+^“fzJ  + const’' 

qui  résout,  conjointement  avec  l’équation  (d),  la  ques- 
tion proposée,  f 
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3g 7-  Quatrième  cas.  L’équation  proposée  étant  ho- 
mogène , et  le  degré  d’homogénéité  des  variables  primi- 
tives étant  plus  petit  que  celui  de  leurs  différentielles  , 
on  n’aura  à résoudre  qu’une  équation  du  même  degré 
que  celui  d’homogénéité  des  deux  variables  primitives  , 
et  à intégrer  des  fonctions  différentielles  du  premier 
ordre  à une  seule  variable  , pour  obtenir  deux  équa- 
tions qui  donneront  les  valeurs  correspondantes  des 
deux  variables  qui  entrent  dans  la  proposée.  En  effet , 
soit  généralement  l’équation  différentielle  homogène 


y“  'x'dym . . . -\-yadym~,'dxn-\-y,1-txldyw--rdxf‘ 
+ xadym-idxi . . ya~cxcdxm  =o (386)  , 

dans  laquelle  nous  supposons  que  le  degré  a d’homogé- 
néité des  deux  variables  x et  y est  plus  petit  que 
celui  m de  leurs  différentielles.  Soit  fait 


dy  = zdx ......  (a)  , 

substitué  cette  valeur  dans  l’équation  proposée  (386) 
et  divisé  par  dxm,  ce  qui  donnera  l’équation 

ya-'x'zm . . .+yazm-n~t-y,-ixlzn-i’ . . . -f-  x“zm-i  . 

...+  y~*i*=:o (5), 

qui , faisant 

y ~ xu. ......  .(c) 

et  dRisant  par  x*,  se  transforme  en  l’équation 

u‘-‘zm + u9zm~n  - Ç-  ua~lzm~p + zm~i 

4-u“-'=o (rf), 


qui  n’est  que  du  degré  a par  rapport  à la  variable  u ; 
ainsi  en  résolvant  cette  équation  (J)  , on  aura  un 
nombre  a de  racines  , telles  que  celle 

(e) u=fz  , d’où  durzzf'zdz ( f ). 
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Mais  de  l’équation  (c)  , on  tire  celle 
dy  — xdu  + udx  ; 

donc  par  substitution  dans  cette  dernière  équation  des 
valeurs  de  u et  de  du  [équat.  (e)  et  (/")]  , on  aura 
celle 

dy  — xf'zdz  -f -fzdx . 

Egalant  cette  valeur  de  dy  avec  celle  de  l’équation  hy- 
pothétique (a)  , et  prenant  dans  la  résultante  la  valeur 
, dx 

de  — , on  aura 
x 

dx  __ — f zdz  ' 
x J*—**  ‘ 

d’où  faisant  pour  abréger  , 

çz 

on  tire 

x = /W*  + const- (J,). 

Enfin  mettant  dans  la  seconde  équation  hypothétique 
(c)  les  vateurs  de  u et  de  x £ équat  (e)  et  (A)3  , on 
aura  celle 

y =fz  [ e-/>t<fc+consL] (i). 

qui , conjointement  avec  celle  ( h ) , résoudra  la  question 
proposée.  _ 

De  cette  suite  d'opérations  , on  peut  conclure  la 
règle  générale  suivante  qui  abrégera  considérablement 
les  calculs  à faire. 

Effacez  x et  dx  dans  la  proposée , substituez-y  u et  z 
à la  place,  des  quantités  respectives  y et  dy  ; résolvez 
T équation  résultante  par  rapport  à u , et  ayant  les  va- 
leurs de  u en  fonctions  de  z , vous  aurez  les  quan- 
tités telles  que  çz  par  le  moyen  de  F équation  (g ) , 
• d'où 
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«Toù,  par  les  règles  du  seul  calcul  intégral  des  fonc- 
tions différentielles  du  premier  ordre  à une  seule  va- 
riable, vous  conclurez  les  valeurs  de  x,  et  par  con- 
séquent les  correspondantes  de  y en  fonctions  de  * 
£équat.  (//)  et  ({)]. 

On  remarquera  , i».  que  dans  la  règle  que  nous  venons 
de  prescrire,  on  peut,  lorsque  c’est  convenable  pour 
la  facilite  du  calciîl-,  faire  changer  réciproquement  de* 
places  aux  deux  variables  y et  x. 

2°.  Que  cette  méthode  donnera  autant  de  solutions 
qm  satisferont  à la  proposée,  qu’il  y a d.unités  dans 
le  degre  d homogénéité  des  deux  variable*  -,  puis(,ue 
l’équation  (d)  donne  ce  nombre  de  valeurs  de  ueL/W- 
tiohs  de  z.  'V 


Exemple.  Déduire  de  l’équation  différentielle  Au. 
sixième  degré 

y3dx6-yxdxdy5— ayxdydx^x'df+xody^x^-o..^), 

les  deux  équations  servant  à déterminer  les  valeurs  cor- 
respondantes de  x et  de  y qui  satisfont  à la  question 

lytique*1™  ^ U traduction  ana- 

Effaçant  dans  l’équation  proposée  la  variable  x et 
sa  différentielle  dx  ; ensuite  substituant  respective- 
ment aux  quantités  y et  dy  celles  u et  z on  a 
1 équation 


ua—  uzs—auz+  zB- f z’=co. . I)  j 

qui,  étant  résolue  par  rapport  à la  variable  u,  donne 

successivement 


{“  = * et  “ = *(^+1)} (m). 

Ainsi  1 on  a pour  la  première  de  ces  valeur*  de 


U 


1 
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et  pour  la  seconde  , on  a 

{fz,  = z(z*+ 1 ) , fz=5z*+i) (p)-’ 

Les  valeurs  en  (n)  substituées  dans  l’équation  ( g ) ; 
donnent  <pz  , et  substituant  cette  valeur  dan* 

celles  de  a:  et  de  y [équat.  (/i  ) et  (i)],  l’on  n’au- 
‘ fli  rait  pour  ces  deux  variables  que,  des  valeurs  infinies  ; 
ainsi  rejetant  la  première  valeur  de  u donnée  par 
l’équation.  (O  » nouâ  nous  en  lien<^rons  à la  seconde 
en  (ni),  etsubstituant  les  valeurs  de/z  , f'z  [équat.  (p)] 
dans  l’équation  (ç)  , il  viendra 

d'o»  fi*h=si i + i. 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (A)  et  (i)  , 
on  aura  les  deux  suivantes 

t 

x = -îg  const. , 

Z 

I 

et  y = [ a5+.  z]  [jg  e^4  + constQ 

* f 

qui  sont  les  équations  demandées. 

Avant  de  continuer  nos  recherches  sur  quelques- 
autres  cas , où  l’on  résout  assez  aisément  les  problème* 
indéterminés  entre  deux  variables , qui  conduisent  fina- 
lement à une  équation  différentielle  d’un  degré  supé- 
1 rieur , nous  ferons  une  application  de  ce  qui  précède  à 
la  solution  d’un  problème  qui , comme  nous  le  verrons  • 
dans  la  suite , est  utile  dans  la  haute  Géométrie. 

3g8.  Problème.  Etant  donnée  une  équation  pri- 
7niûv» 

F(x,y,u)  = o (a) 
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taire  trois  variables , et  ayant  entre  ces  mêmes  va- 
riables , l'équation  différentielle  du  second  degré 

du*=dy2-f  dx* (A), 

ou  demande  V équation  de  relation  entre  deux  quel- 
conques de  ces  variables. 


Solution  générale.  Soient  y et  x les  deux  va- 
riables dont  on  cherche  le  rapport.  Cela  posé,  il  n’y 
fl  qu’a  prendre  dans  la  proposée  (a)  la  valeur  de  ’u  (*) 
différentier  l’équation  résultante  , élever  1 équation  dif- 
férentielle au  quarré  , égaler  la  valeur  de  du-  qu'on 
en  déduit , avec  celle  donnée;  par  l’équation  (b)  • alors 
on  aura  une  équation  différentielle  du  second  degré 
qui,  étant  résolue,  conduira  à une  équation  différen- 
tielle du  premier  degré  entre  les  variables  x et  y - 
ainsi  il  n’y  aura  qu’à  intégver  cette  équation  pouraroir 
celle  de  relation  demandée. 

On  voit  que,  théorique  ment  parlant,  la  solution  du  pro- 
blème proposé  n’offre  aucune  difficulté  * mais  elle  peut 
non-compris  celles  qui  tiennent  seulement  à la  simple* 
analyse  aigébrique,  présenter  encore  beaucoup  de 
dinicultes  pour  1 intégration  de  l’équation  différentielle 
du  premier  degré  , à laquelle  on  a été  conduit. 

Cependant  cette  difficulté  diminue  beaucoup  si  la 
proposée  (a)  est  homogène  par  rapport  aux  trois  va- 
riables , puisque  opérant  comme  nous  l’avons  dit  pré- 
cédemment , il  est  clair  que  l’équation  différentielle  du 
premier  degré  à laquelle  on  parviendra , sera  homogène 
et  par  conséquent  séparable  ( art4633  ).  * 


(*)  Nous  continuons , pour  abréger , à ne  considérer  qu’une  seule 
des  racines  de.  Squattons  d'un  degré  supérieur,  que  nous  supposons 
décomposée  en  toute*  rastnc*. 


OitfrîiJ 


11.. 
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Exemple.  Etant  données  les  deux  équations 
<i)...du5  = dy*+dxS  et  u*  = 74  + nx*.  . . .(c)  > 
trouver  l’équation  qui  exprime  la  relation  entre  les 
deux  variables  x ety. 

DifFerentiant  l’équation  (c)  , il  vient 

j,=* ^ , 

. ÿy+iu?  • 

donc  du *,  on  ' 

V4<fv*4-  anxy3yi£r+  n'x^dpc*  ,JS 

w> 

Chassant  le  dénominateur , réduisant , divisant  par  dx*, 
prenant  la  valeur  de  , ensuite  multipliant  par  dx  , 

on  a l’équation  homogène  et  seulement  du  premier 
degré  ' .. 

xdy — ydx=  rfc  \J  — - — dx  \/ y%  + nx‘. 

Donc  faisant  y = zx , ce  qui  donne  la  transformée 

^==V(^)-vfe’ 

et  intégrant  , il  vient 

ho—  Zconstdt  v/(^)'Cs+'/"+2,J. 
Ivoyez  l’art.  339  et  l’équat.  (i38)];  substituant  à la 
place  de  2 sa  valeur^ , ensuite  passant  des  logarithmes 
aux  quantités  algébriques , on  a 

_|_4  / » 

fv+  y /nx^  + fY-V  ;(e)  • 


X 

coust 


X 


J 
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«e  qui  est  l’équation  demandée  , tant  que  n est  diffé- 
rent de  zéro  et  de  l’unité.  Le  cas  de  n — o ne  peut 
être  considéré,  puisqu’il  réduit  la  proposée  (c)  aux 
deux  variables  u et  y.  Quant  au  cas  où  l’on  aurait 
n = î , alors  remontant  à l'équation  (</) , on  voit  qu’elle 
se  réduirait  à celle  • 

y*dx*-\-x*dy* — o.xydxdy~  o , ou  ydx — xrfy  — o , 
et  intégrant , on  aurait 

y = x X çonst. 

3gq.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  est 
celle  qui  se  présente  le  plus  naturellement  à l’esprit  ; 
mais  en  s’y  prenant  comme  l’ont  fait  quelques  Géo- 
mètres, pour  résoudre  ce  problème,  on  parvient  à 
une  formule  finale  qui  donne  la  solution  générale  de- 
mandée. Cette  dernière  solution  étant  plus  élégante 
quecelle  indiquée  dans  l’article  précédent,  nous  croyons 
utile  de  la  faire  connaître  à nos  lecteurs. 

Soit  fait 

y — zx. . . .(a),,  u—vx....(b),  dy^=.  tdx . . . . (c) , 

d’où  dy  ou 

tdx  Qéquat.  (c)]  = zdx  -f-  xdz . ...(d) , 

•t 

du  = vdx  + xdv (e). 

Mais  par  hypothèse  , 

du=z  \/ dy'x  dx'1  — dx  1 [équat.  (c)J; 

donc  égalant  cette  valeur  de  du  avec  celle  donnée  par 
l’équation  (e)  , on  aura  celle 


lS6  INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 
Or,  nous  remarquerons  que  l’équation  primitive 

F(*\y>u)=°  - 

donnée  par  l’énoncé  du  problème  , étant  supposée 
homogqne  , il  est  clair  qu’en  y substituant  les  valeurs 
hypothétiques  de^  et  de  u Qéquat.  (a)  et  (à)]  , on' 
aura  une  équation  qui  ne  contiendra  plus  que  les  deux 
variables  v et  z,  d’où  l’on  tirera 


(g) v =fz  , dv  —f'zdz (Æ)  ; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (f)  , il 
viendra 


dx f'zdz 

!/(**+  i )— f» 

Mais  de  l’équation  ( d ) on  tire 

de  dz 

x t—z 


(/). 


(*); 


donc  égalant  cette  valeur  de  — avec  celle  donnée  par 
l’équation  ( t ) , on  aura 

(f— z)/'a=  —/s, 

d’où  l’on  tirera 


. . _ 2 -fif*  ± V (/”*)“+ C/à — zf'zy- 1 

: (/'s  y-x  ' 

ou , multipliant  le  numérateur  pris  avec  le  signe  -f* 
devantle  radical  et  le  dénominateur  du  second  membre 
par  le  numérateur  pris  avec  le  signe  négatif  devant  le 
radical,  il  viendra 

, ’+a*—  (f*V  

— fzfz-z~v{  <j'*y+  • j * 

et  substituant  cette  valeur  de  t — z dans  l'équation 
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*«7 


(A),  on  aura 

ctx f'zfzdz  — zdz 

x 1 — (Jz  )* 

& ✓(/'*  )*+ 1>  - 


• 

Mais'  le  premier  terme  du  second  membre  de  cette 

. . , , , , . , ïfzdfz — zd zl 

équation  est  égalé  a la  quantité  — '^zy-Zlz^\  • 

dont  l’intégrale  est  — { l [XfzT — a* — 1 3 i donc  l’in- 
tégrale de  l’équation  ( / ) est 

lx=  l.  const. — i l [(,fz  y — a4  — 1 3 

ndz  y/  {fzy+i  fz  — zfzj — i . 

i +*•-</*)•  ■-■■■w- 

Si  nous  voulons  faire  l’application  de  cette  formule  (m) 
au  même  exemple  que  celui  de  l’article  précédent , 
nous  substituerons  dans  l’équation  proposée 


-P- 


u * =y  •+■  nx% 

les  valeurs  respectives  zx  , vx  de^  et  de  u £équat.  (o) 
et  (b) 3 i ce  qui  nous  donnera  la  transformée 

v4  = a4  + n , 

d’où  v on 

fz=  \/z'+n  et  fz=- 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (m) , et  com- 
prenant dans  la  constante  arbitraire,  la  quantité  cons- 
tante — ; / (« — i ) , nous  aurons 

lx  = /.const.  ± \J — - — f - 

— i const  l [z  -f-  z‘- f- »3— V^C«—  i)  . 
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donc  passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques, 

et  substituant  à a sa  valeur  Z [équat.  (a)];  il  viendra 


même  résultat  que  celui  trouvé  à l’article  3g8. 

4°o.  Parmi  les  équations  dilFerentielles  des  degrés 
supérieurs  entre  deux  variables  qui  ne  sont  pas  ho- 
mogènes, et  qui  renferment  les  deux  variables  primi- 
tives , nous  allons  en  considérer  quelques-unes  dont  on 
déduit  assez  aisément  les  formules  donnant  les  va- 
leurs correspondantes  des  deux  variables  qui  satisfont 
au  problème. 

Soit  d’abord  l’équation 
ydx  — qxdy  se 


V ady-+bdy"‘~‘dx  + cdy^-'dx*. , . . + ndxm . . . (387)  x 
qui  divisée  par  dx , et  faisant 


dy 

Z — dx 


devient 

J* 

m 

y—qxz—  |/ dzm+  bzm~'-^czm~\  ..  ,-f-n (388). 


Représentant , pour  abréger  , le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  par  fz , on  aura 


y — qxz  =fz  , 

et  dilférentiaut  en  faisant  toujours  dfz  —f'zdz,  on 
aura 

dy  — qxdz  — qzdx  = fzdz . . . . (b). 
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Mais  dy  = zdx  [[équat.  (a)]  ; donc  changeant  les  signes 
de  l’équation  (6) , on  aura  celle 

( q — 1 ) zdx  -f-  qxdz  — — f'zdz , 

qui,  comparée  identiquement  avec  l’équation  (296) 
fart.  34i  3 > donnera 

A =7—1,  B = <7,  F(j)  = z,  F(x)  =x,  'f(y)=—f  s. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (297) , on  aura 
celle  * 


(q — 1)  zi-'x+ffz  zH~'dz  = const 

qui,  faisant  pour  abréger 

* Fa  z=ffz  zi~‘dz \ . (390) , 

donnera 


(38a), 


et  substituant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  (388), 
on  aura 

y = — £ const.  ■ — Fz  ) a1-» 


-f-  y/ az"‘  + bzm~l -J-ra. . . .(3ga). 

Ces  deux  dernières  équations  (391)  et  (3gn)  résolvent 
la  question  qui  à donné  lieu  à l’équation  proposée  (087) . 

Exemple.  Déduire  de  l’équation 

ydx  — | xdy  = a y/(  dya-f-  dxa  ) (c), 

les  valeurs  correspondantes* de  y et  de  x. 


I 
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Comparant  l’équation  (c)  avec  la  générale  (087)  , 

On  a 

9~ï»  m — 2 1 a — i/e , b — o,  c—oy  n~  {/a  , 
donc  • 

nz 


fz—  a l/ z'2-j- 1 , d’où  f'z 


et  substituant  cette  dernière  valeur , ainsi  que  celle 
de  q dans  l’équation  (3go) , on  aura 

JV&+ T)  = 3 (2  2)  (art-  ai3>' 

substituant  cette  valeur  de  Fz , ainsi  que  celles  de 
q ,m,  a,  b , n dans  les  formules  (391)  et  (3^2)  , on 
aura  les  deux  équations  demandées. 

4oi.  Si  <7=  1 , c’est-à-dire , si  nous  ayons  à déduire 
de  l’équation  * 

m 

ydx — xdy  — \/ adym-\-bdym~‘dx . . .+ndxm . . .(Zçfë), 

les  deux  formules  qui  donnent  les  valeurs  correspon- 
dantes de  x et  àey  , alors  les  équations  (3gi)  et  (3g s) 
ne  peuvent  plus  servir,;  mais  nous  obtiendrons  di- 
rectement l’équation  de  relation  des  deux  variables^ 
En  effet,  divisant  comme  précédemment  par  dx  , et 
faisant  toujours 

z==&.. 

dx 

nous  aurons 


•(«)> 


y — zx~  y[azm- 1-  bzm~‘  (6)  , 

on  y — zx=fz. . , . . . .(c)  , 

en  représentant  toujours  le  second  membre  de  l’équa- 

/ 
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tion  (6)  par  fz.  Diflerentiant  l’équation  (c),  il  vient dy  ou 

zdx  — zdx  — xdz  =f'zdz  , 
d’où  — xdz  =f'zdz (rf)  , 

équation  qui  ne  peut  avoir  généralement  lieu , c’est- 
à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x,  qu’en  faisant 

dz—o,  d’où  z — C , 

en  représentant  par  C une  constante.  Substituant  cette 
valeur  de  z dans  l’équation  (a) , il  vient 

dy  = C dx  , d’où  y = Cx  + C' (e)  , 

en  représentant  par  C'  une  autre  constance  que  C 
dont  elle  est  une  fonction  ; de  manière  que  l’une  de  ce9 
deux  constantes  ayant  été  prise  d’une  grandeur  dé- 
terminée , 1 autre  ne  peut  rester  indéterminée.  En 
effet,  substituant  la  valeur  Cde  z dans  l’équation  (c)  , 
il  vient  celle 

y — Cx -f-/C (3g4)  , 

et  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  (e)  . 
on  a C'  = /C. 

L équation  (3g4)  est  la  seule'intégrale  complète  de 
la  proposée  (3g3)  -,  mais  cette  dernière  équation  a une 
solution  particulière  qu’on  aperçoit  bien  vite  en  faisant 
attention  que  l’équation  ( d ) peut  encore  être  satisfaite 
dans  le  cas  particulier  de  xxz — f'%}  et  alors  prenant 

la  valeur  de  z ou  ensuite  substituant  cette  va- 
leur dans  1 équation  ( b ) , on  aufa  une  solution  particu- 
lière de  la  proposée. 

Eclaircissons  davantage  cette  théorie  par  un  exemple. 
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, Soit  proposé  d’intégrer  l’équation 

ydx — xdy—a  \S dy*  + dx* (/)  ; 

divisant  par  dx  et  faisant  z — il  vient  l’équation 

y — xz  — a V z“-f-  1 (g), 

qui , étant  dilférentiée  , donne  , toutes  réduction» 
faites , 

(x+-^J)dz  = o„ 

\ \/  Z‘-\-  1/ 

d’où  Ton  tire  successivement  ' 

dz  — o ou  z = C (fi)  , 

et 

x = ?—-=■  i d’où  z=±  (O- 

V/V-j-i  V a‘— x1 

la  première  valeur  de  z [équat.  (fi)]  substituée  dans 
l’équation  (g)  , donne 

y — Cx  = op'(C1+i) (fi)  , 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée. 

La  seconde  valeur  de  z £ équat.  (i)]>  prise  avec 
le  signe  négatif  et  substituée  dans  l’équation  (g)  » 
donne 

x ' c*  . 

^ \ / a%— o?  \/  a ■ — x* 

d’où  r ' 

d — X1  ; “T 

y = — - =s  y a — x1, 

et  par  conséquent, 

y?  +x,  = a1 (O  » 

ce  qui  est  une  solution  particulière  de  la  proposée  (/)■ 
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En  effet  , il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  sa- 
tisfait à la  proposée  , mais  qu’elle  ne  peut  rien  avoir 
de  commun  avec  l’intégrale  (A)  , car  quelle  que  soit 
la  valeur  qu’on  donne  à la  constante  C dans  l’équa- 
tion (A),  on  ne  pourra  jamais  reproduire  l’équa- 
tion (/). 

La  simplicité  de  l’exemple  que  nous  venons  de  nous 
proposer  j nous  met  à même  de  comparer  les  résultats 
que  nous  avons  obtenus  par  cette  méthode , et  ceux 
que  nous  obtiendrons  par  les  méthodes  d’intégration 
des  équations  différentielles  du  premier  degré  entre 
deux  variables. 

Quarrant  l’équation  (/")  , il  vient  celle 

y*dx*  — axydydx  -f-  x*dy*  — a’dya  + a.*dx* (m)  , 

qui , résolue  par  rapport  à dy , et  chassant  le  déno- 
minateur, donne 

(aa — x'À)  dy  = — xydx-+-  adx  x%' — •••■('»)• 

Faisant 

y = * [/d‘—x‘‘ (0)  , 

v , zxdx 

d ou  dy^t/fa* — x*)  dz — • — ■■■  > 

J [/a1— x“ 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (n)  , on  a, 
toutes  réductions  faites  , l’équation 


(a1—  x*Y dzzzzadx  \/ ( a3 — ^a)  (z* — 1 )> 


qui,  étant  divisée  par  (a*  — x^yy/z* — 1,  doun» 
l’équation  séparée 

dz  adx 

' 1 ) a1 — x1  * 


j. 
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dont  l’intégrale  est , en  passant  des  logarithmes  aux 
quantités  algébriques,  et  représentant  par  q une  cons- 
tante arbitraire 

*+ia— =,y(î±£). 

Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de 


y 


[ équat.  (o)] , 


\/  aa  — x* 

et  multipliant  par  |/ a* — x*,  on  a 

y+  a*)  = <7(a+*)» 

d'où  on  tire 


= Ua+*)  + 


a — X 


2q 


ou 


■ 1 q1- f-  i 

x 4 a. 


■(P), 


* 2 q aq 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée  ; mais 
si  pour  simplifier  cette  équation , nous  faisons 

2^i  = c, 

d’où 

q = C+Zë+l  et  5!±i==v/r+ë; 

alors  C représentant  une  constante  arbitraire , l’inté- 
grale complète  (p)  de  la  proposée  (/)  se  réduira  à 
l’équation 

- _y  = Cx-j-  a l/ 1 +C“, 

qui  est  identique  avec  celle  ( h ).  Actuellement  pour 
trouver  par  la  règle  générale  prescrite  à l’article  58 1 , 
les  solutions  particulières  de  la  proposée  (f) , éli- 


Digitized  by  Google 


i . 


A PLUSIEURS  VARIABLES.  j75 

ipinons  le  radi<^  de  liquation  (A)  , et  différentions 
î equaticn  résultante  seulement  par  rapport  à C , sacs 
écrire  dC  , ce  qui  donnera  l’équation 

— 2yx  4-  aCx*  = za'C , 


d’où  C = y* 

a3 — x3 


et  substituant  cette  valeur  de  C dans  l’intégrale  coi 
plète  (A) , il  viendra 


yx*— qy/[;(fl»—  x»)»  + y‘n;»l 
a1 — x* 


Chassant  le  dénominateur  , réduisant  et  quarrant  ^ 
d’éliminer  le  radical,  nous  aurons 


«Y  = ( a1 — ■ **  y +y3x*  ; 

transposant  y3x*  dans  le  premier  membre , et  divi- 
•sant  toute  l’équation  par  x»,  il  vient  définitive- 
ment 

y'  — a'—x*  ou  y3+x*=a3-, 
ce  qui  est  une  solution  particulière  de  la  proposée,' 
et  est  le  même  résultat  qûe  celui  (/)  donné  par  là 
méthode  précédente. 

402.  Toute  équation -de  la  forme 

dyr==  (dxm  + by*)  dx? (tz) , 

dans  laquelle  le  degré  p sera  égal  au  produit  de*  ex- 
posans  m et  n des  deux  variables,  divisé  par  la  diffé- 
rence de  ces  mêmes  exposans , se  séparera  aisément 
En  effet , soit  l’équation 

' i"  ’ — _ mn 

dym-”z=  ( axn  -j-  by*)  ....  (3g5)  } 

d'où  l’on  tire 

mn 

dy  = V<r«xm+by'yr*dx (i); 


k \ 
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m 

et  faisant  y = x*z . . . . 

m ^ m—n 

d’où  rfy  = x“rfz  4 x * zrfx , 


on  a , par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (b) , la  transformée 


x"dz-\ x “ zdx  — x ■ (a  bz”)  mn  dx , 


m — ?» 

et  divisant  toute  cette  équation  par  — il  vient 

n 

m — n 

nxdt,  -4-  mzdx  — n ( a -f-  bzn  ) mn  dx  , 
d’où  l’on  tire 

dx  __ , ndz  ' , 

X m — n * 


n (a+  bz ")  mn  — ms 


et  intégrant , on  a 


const. 


■£ 


dz 


,(39S); 


(a  - f-  6z")  mn  — mz 


qui  est  l’intégrale  demandée  , en  y mettant  après  l'in- 
tégration, la  valeur  de  z déduite  de  l’équation  (c). 

Exemple.  Intégrer  l’équation 

dy*  = ( 2xa  -j-  Gy  ) dxa (rf). 

Compararant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(a) , il  vient 

p=  2,  a~  a , m=  a,  i = 6,  n=i; 

or. 


. » 


« 
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, . mn  / a X i \ 

or , p (=  a ) = I = — ■ ! . 

' m — n \ a — î / ’ 

nous  aurons  donc  l’intégrale  demandée  en  substituant 

les  valeurs  numériques  de/? , a dans  l’équat.  (3g6)  , 

ce  qui  donnera 

, x C dz 

const.  J ~ i (e)« 

(a-f-  62)* — az 

Pour  effectuer  cette  intégration , soit  fait 

u — VA  + (e)  , 

udu 


d’où 


z = 


et  dz= 


■6  ' " 3 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (c),  il  vient 

l x C udu P udu. 

const.  J u1  — 3u  -f-  2 J (u — a)(u — 1) 
= _/(iL-a)V 


u — 1 


(u— a)*' 

Passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques,  on  a 
x u — 1 


const. 


mais 


( u — a)*’ 


■Cf); 


“=  îA+e^y/Qn-  Sf]  [éq.  (c)]= 

Donc  substituant  cette  valeur  de  u dans  l’équation  (f), 
on  aura  une  équation  entre  les  deux  variables  x et  y , 
qui  sera  l’intégrale  complète  de  la  proposée  (d). 

4°3.  Remarque.  Puisque  l’analyse  enseignée  dans 
1 article  précédent , a lieu  quelles  que  soient  ies  valeurs 
des  exposaus  m et  n,  pourvu  quelles  diffèrent  entre 

ia 


. i 
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elles  , il  nous  sera  fort  aisé  de  séparer  les  équation» 
différentielles  du  premier  degré  de  la  forme 


dy  — (oxm+  byn+l  )dx (%)  , 

: 1 —p;  car  cette 


dans  laquelle  p = 1 et 


m X 

m-f-  ) 

m — 

m 

m + 1 


équation  (397)  satisfaisant  aux  conditions  prescrites  à 
l’article  4oa  > nous  trouverons  tout  de  suite , p^  une 
simple  substitution  dans  l’équation  (3g6),  que  son 
intégrale  est  de  la  forme 

± p98). 


^ x m 

const.  m-f*  1 


/: 


a -f-  bz/n+'  — ma 

dans  laquelle  a z= 


/ 


■ * 


/ 


Digitized  by  Google 


/ 


*79 


SECTION  III. 

De  l intégration  des  Formules  et  ^équation» 
différentielles  des  ordres  supérieurs. 


CHAPITRE  I». 

Intégration  des  formules  différentielles  de  tous  les 
ordres  à une  seule  variable. 

4o4-  Etant  donnée  une  formule  différentielle  da, 
I 01  dre  b,  telle  que 

Pd^+Qd"-xdu:+Rd'-’J:d^. . . .+Vdx*. . . ,(399) , 

dan,  laquelle  P , Q,  R....V  représentent  des  fonc- 
tions de  la  variable  * , et  dans  laquelle  aucune  diffé- 
rentielle de  i d un  ordre  inférieur  à n n’est  considérée 
comme  constante  , prSpo»ons-nous  de  trouver  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  coelTiciens  P O V 
pour  que  l’intégration  de  la  formule  (399)  pûi.ïe"se 
ramener  a celle  d une  formule  différentielle  du  premier 
ordre  a une  seule  variable.  P 

Nom  non»  contention,  d'araminnr  !0CCÎ„,„ 

l"=af  “ = f«r.  .ttTw 

connaître  1.  marné,,  don,  on  d„r,  «>  prendre  p0°r 
des  valeurs  supsnenias  de  m mais  avant  d’enlre,  „ 

JS.. 


-- 
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matière  . observons  que  si  nous  considérons  la  formule 
f3qû)  comme  provenant  des  différentiations  successives 
d'une  fonction  X de  x jusqu'à  l’ordre  n , nous  pour  , 
rons  représenter  toute  la  formule  (399)  par  d X. 
Ainsi  nous  poserons  l’équation  . 

dnX  = Pd*x  + Qdn~'xdx  + R dn~*xdxt+ .1 

•...4-Vdx»- 

/o5  Considérons  d’abord  le  cas  particulier  de  n= a , 
c’est-à-dire,  cherchons  la  relation  qui  doit  exister 
entre  P et  Q , pour  que  l’intégration  de  la  formule 

d'X  = P d»x  + Qdx» (a) 

puisse  se  ramener  à celle  d’une  formule  différentielle 
du  premier  ordre,  et  représentons  cette  dermere  for- 

mulepai  • dX=Adx (*), 

A étant  une  fonction  de  la  variable  x.  Différentiant 
l’équation  (i)  , on  a celle 

ddX  — Addx  + dAdx  » 

qui  devant  être  identique  avec, celle  (a),  donne 

A=P (c> 

^ dA 

et  dA  = Qdx , d’où 

mais  dA  = dP  [équat.  (c)3  , donc 

Q = Ê 

ce  oui  est  l’équation  de  condition  pour  que  l'intégra- 
tTon  de  la  fournie  (a)  puisse  se  ramener  a celle  de 
la  formule  différentielle  du  premier  ordre  (t)  , o 
plutôt  a celle  p 

dX- Pdx. (e)  à cauae  de  A — 
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L’équatioç  (e)  qui  se  déduit  immédiatement  de  la  pro- 
posée (o)  , en  effaçant  dans  celle-ci  son  dernjer  terme, 
et  substituant  dans  ce  qui  reste  les  différentielles  pre- 
mières dX , cL râla  place  des  différentielles  respec- 
tives du  second  ordre  d‘X , d*x,  est  une  première  in- 
tégrale de  la  proposée  ; et  l’opération  extrêmement 
simple  qui  a conduit  de  l’équation  (a)  à celle  ( e ) , 
peut  être  considérée  comme  une  première  intégration. 

Exemple.  Ramener,  si  c’est  possible , F intégration 
complète  de  la  formule 

ddX=[^*+5“4)ddx'f  C20^" 


« celle  dune  formule  différentielle  du  premier  ordre. 

Comparant  la  proposée  (/)  avec  la  formule  (a)  , 
il  vient 


2 y'* 


5 ax*  et  Q = 20 ex3  ■ 


b 

'4\A-“ 


Différentiant  la  première  de  ces  deux  équatiçns  , on  a 
dP  b 


dx 


4Ï/X3 


+•  ao  ax3, 


valeur  qui  est  identique  avec  celle  de  Q , donc  la  pro- 
posée (/)  a pour  première  intégrale 


et  comme  l’intégrale  de  cette  dernière  formule  est 
X = b \/x  -f  axs, 

nous  en  conclurons  que  cette  dernière  quantité  est  la 
formule  primitive  de  la  proposée  (/"). 


406.  Examinons  maintenant  le  cas  de  n = 3,  c est- 


l8a  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 
à-dire,  celui  où  l'on  cherche  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  coefliciens  P , Q et  R pour  que  l’inté- 
gration de  la  formule  différentielle  du  troisième  ordre 

d?X  = P <Px  -f-  Qd‘xdx  -f-  Rdx3 ....  (o)  • 

, puisse  se  ramener  à l’intégration  d’une  formule  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  que  nous  représenterons 
comme  dans  l’article  précédent , par 

dX=Adx (è). 

Mais  avant  de  parvenir  à ce  dernier  but  de  notre 
recherche  actuelle  , voyons  quelles  doivent  être  les 
conditions  nécessaires  pour  que  la  proposée  puisse 
éprouver  une  première  intégration  , c’est-à-dire , être 
ramenée  à la  forme  d’une  quantité  différentielle  du 
second  ordre , telle  que  celle 

d‘X  — A'ddx  -f-  Bdx* (c) , 

dans  laquelle  A'  et  B sont  des  fonctions  de  x. 

La  fftrmule  (c)  étant  considérée  comme  une  pre- 
mière intégrale  de  la  proposée  (c)  , il  est  clair  que  la 
différentielle 

d?X  = A'cPx  -f-  dA'  1 d*x  -f-  dBdx* (d) 

-f-  aB dx  I 

de  la  formule  (c)  do>t  être  identique  avec  la  propo- 
sée (a)  , ce  qui  donne 

<0 A'  = p,  Q = ^-MB. ...(/), 

JB  = Kdx  ou  B = fRdx (g). 

Substituant  dans  l’équation  (f)  les  valeurs  respec- 
tives de  A'  et  de  B données  par  les  équation»  (e) 
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*t  fe)  , il  vient 

Q^^+afRdx (7«), 

ce  qui  est  la  seule  équation  de  condition  nécessaire 
pour  que  la  proposée  (a)  soit  susceptible  d’une  pre- 
mière intégration , et  puisse  être  réduite  à la  formule 
différentielle  du  second  ordre 


d"‘X  = Vd*x  -f-  ( fKdx  ) dx* ( i). 

Mais  d’après  ce  qui  a été  démontré  dans  l’article  pré- 
cédent, la  formule  différentielle  du  second  ordre  (i) 
n’est  susceptible  de  se  réduire  à celle  différentielle  du 

premier  ordre  (Z>),  que  si  /R dx  = ^ , et  substituant 

cette  valeur  dans  l’équation  (h) , on  aura 


T)dP 

dx 


ce  qui  est  la  seconde  équation  de  condition  néces- 
saire pour  ramener  la  formule  (a)  à celle  (i) , ou 
plutôt  à la  formule 

dX—Pdx (7), 

«n  faisant  attention  que  A = A'  — P. 

Exemple.  I.  Ramener  , si  c'est  possible , 11  inté- 
gration de  la  fonction  différentielle  du  troisième  ordre 


„ (aî-x,)5d3x+3(a1-xï)xdxddx-f-^a!i-f-sxa1dx3 

Cl  ■—  1 . - . ^ 1 » ••  f 7?l  J , « 

V/(aa— xa)3  . 

à celle  de  l'intégration  d’une  fonction  différentielle  du 
premier  ordre. 

Comparant  identiquement  la  proposée  (m)  avec  la 


I 
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fonction  (a)  , il  vient 

« * = *î  = Pc^F?-"w; 

_ a-  -i-  ax*  . . 

€t  R = v7(^w^ ^ 

Diffèrentiant  l’equatinn  (n)  et  divisant  par  dx  , np  a 
dP  __ ae*  . r-\ 

iu  y (a3 — x“)  ! U 

Actuellement  multipliant  l’équation  ( p ) par  dx , in- 
tégrant et  doublant  l’intégrale  , il  vient 



Or,  ajoutant  les  équations  (</)  et  ( r),  on  retrouve 
la  valeur  de  Q £ équat.  (o)]  ; donc  la  proposée  (m) 
a pour  première  intégrale 

" = vS=?> + w c<* (ia- 

De  plus , comparant  les  équations  (o)  et  (7) , on  voit 
tout  de  suite  que  la  seconde  équation  de  condition  (A) 
est  satisfaite  ) donc  l’intégrale  seconde  de  la  propo- 
sée est 

dX  = C0  Céqnat.(/)3 

Il  est  aisé  de  voir  d'après  cette  dernière  équation  »' 
que  la  fonction  primitive  de  la  proposée  est 

X=  arc  ^tin  = -f-  const.  [équat.  («34)]> 

EXEMPLE  II.  S' occuper  de  la  même  recherche  que  dans 
l' exemple  précèdent  y en  considérant  maintenant  la  fonc- 
tion différentielle  du  troisième  ordre 

,,v  x5d3x  + (3x4  4-  ax)  dxd3x  — dx3  , . , 

= 00* 
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Nous  avons  dans  ce  cas-ci , 


■>  = *».  Q = ^ « * = -■?. 


donc 


d’où 


«P  ft  . . Car  si 

dx  ’ *fRdx aJ  x* 


^ + a/R<£r  = 3x*  + |; 


valeur  identique  avec  celle  de  Q ; donc  la  proposée 
est  susceptible  d’une  première  intégration , et  sa  pre- 
mière intégrale  est 

. d^-x^d'x- f-^1: 


Mais  en  comparant  les  valeurs  que  nous  venons  de 

> ' dP  . , . . , 

trouver  a Q et  a j-  , il  est  aise  de  voir  que  la  se- 
conde équation  de  condition  (é)  n’est  pas  satisfaite  ; 
donc  la  proposée  n’est  pas  susceptible  d’une  seconde 
intégration , et , à plus  forte  raison  , d’une  intégration 
complète. 

407.  Remarque.  L’équation  de  condition  (h) 
exigeant  l’intégration  de  Rdx  qui  peut  quelquefois  pré- 
senter beaucoup  de  difficultés , et  les  calculs  de  la 
seconde  équation  de  condition  (A)  , ainsi  que  de  l’équa- 
tion ( / ) , étant  des  plus  aisés , il  sera  très-souvent  plus 
simple  de  commencer  par  voir  si  l’équation  de  con- 
dition (k)  a lieu  ; et  si  elle  est  satisfaite  , de  poser 


[*]  Cette  équation  et  tontes  celles  dont  nous  pailcrons  dans  cet 
article , sont  relatives  à l'article  precedent. 
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l’équation  finale  ( l ) qu’ôn  différentiera  deux  fois 
de  suite , çe  qui  donnera  une  formule  différentielle  du 
troisième  ordre  , laquelle  sera  identique  avec  la  pro- 
posée , si  cette  dernière  est  réellement  susceptible  d’une  - 
intégration  du  second  ordre.  « 

Mais  si  la  proposée  ne  pouvant  se  ramener  à une 
fonction  différentielle  du  premier  ordre,  on  veut  avoir 
du  moins  une  première  intégrale;  alors  la  méthode 
dont  nous  venons  de  parler  ne  peut  plus  servir , puis- 
que dans  la  première  intégrale  cherchée,  il  entre  la 
quantité  fükcLx.  Ainsi  la  méthode  exposée  dans  cette 
remarque,  ne  peut  être  utile  que  si  la  solution  du 
problème  qui  a donné  lieu  à ces  calculs , dépend  ab- 
solument de  la  double  intégration  de  la  fonction  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre.  ♦ 

4o8.  On  appelle  intégrales  double  , triple , qua- 
druple. . . .les  quantités  telles  que 

ffF(x,y...dx,  dy...);  fffF(x,y...dx,dy...); 
ffffF^,y..  ..dx,dy...) 

dans  lesquelles  F(x  . .dx,  dy...)  est  une  fonction 
différentielle  d’un  ordr%  ou  degré  au  moins  égal  au 
nombre  de  signes  d’intégration  f qui  la  précède.  Mais 
pour  éviter  d'écrire  dans-  ces  indications  d’intégrations 
répétées , un  trop  grand  nombre  d ’/ à la  suite  les  unes 
des  autres,  nous  n’en  écrirons  qu’une  ayant  comme 
exposant  le  nombre  qui  fera  connaître  combien  de 
fois  elle  doit  être  répétée.  Ainsi  pour  indiquer  l’inté- 
grale nuri‘  d’une  fonction  différentielle 

F(-c,  y dx,dy ) , 

qui  est  au  moins  de  l’ordre  ou  degré  n , nous  écrirons, 

f"F(x,y....dx,  dy....). 
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4og.  Lorsque  la  différentielle  première  dx  delà  seule 
variable  x dont  X est  fonction  , est  considérée  comme 
constante , il  est  clair  que  la  différentielle  de  l’ordre  n 
de  X ne  pourra  se  présenter  que  sous  la  forme 

dnX  = çxdxn (4o  1 ) . 

Or  , je  âïs  que  représentant  par  c , c' , c" des 

constantes  arbitraires,  l’intégrale  finale  ou  fonction 
primitive  de  la  proposée  (4oi)  , sera  de  la  forme 

X —fx  + cx*~ '-f-  dx*~ *-f-  c"  x"~ 3 

...  4.  tP—Yx  +.  cC— 'V (4oa). 

En  effet , dx  étant  considérée  comme  constante  , il 
est  clair  que 

f pxdx*  — dx  fpxdx 
donc  f*çxdxl  =s  fdx  fpxdx  ; 

de  même  fpxdx?  = dx*  fpxdx  ; 
donc  pfxdx3  sss  fdx* fpxdx  ~ dx  fdx  fpxdx , 
et  par  conséquent 

ppxdx?  — fdxfdxfpxdx. 

Enfin  généralement  , on  trouvera  par  une  suite  de 
calculs  semblables  , que 

fn<pxdx*  — fdx  fdx  fdx. . . .fpxdx. . . . (4°3)  , 
en  mettant  dans  le  second  membre  de  cette  équation , 
autant  de  fois  le  signe  f qu’il  y a d’unités  dans  le 
le  degré  n de  la  différentielle  de  la  variable  x. 

Mais  en  représentant  respectivement  par  p'x , ç"x  , 
çwx. . . .les fonctions  variables  des  intégrales  effectuées 

de  pxdx,  f'xdx,  p"xdx on  aura 

fpxdx—  p'x  + c , 


I 
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donc  fdxfçxdx  , ou 

f*q>xdx 3 = f[fxdx  4-  cdx~\  = <p”x  ex  -f-  c'  j 

d’où  il  s’ensuit  fdxfdxfçdx / ou  . 

Pçxdx3  = /[ ’tfxdx  -f-  cxdx  + c'dx~\ 

= ç"x  + ^ *•  + c'x+  c'  ; » 

donc  Jdxfdxfdx fpxdx  , ou 

fçxdx*— f[fxdx  + ^ rfr  + c'xdx  + c"dx] 
= ?,f*+ ^73  -X*  + . ^ «*+ o'*+  c*  • 

On  trouvera  de  même 

Pçxdxi=fx+  +^73  x*  ^’-K'x+c'’, 

♦ 


et  enfin  généralement 
fnçxdxn = p"'x + 


■x*_,+ 


-x"“* ... 


2.3. ..n — i * ‘ 2.3.../Ï — a' 

+£t*-*)'i+  ct*“‘4- («)• 

Mais  de  l’équation  (4oi) , on  tire 

X=  J *Ç>xdj?’, 

donc  si  l’on  représente  par  fx  la  fonction  de  x indi- 
quée précédemment  par  î"'x , et  enfin  si  1 on  com- 
prend dans  les  constantes  arbitraires  c , c . . y les 
dénominateurs  numériques  qu’elles  ont  dans  1 équa- 
tion (a)  , cette  dernière  équation  se  réduirai  celle 
(4oa)  , ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Exemple.  Trouver  l’intégrale  finale  ou  fonction, 
variable  primitive  de  la  fonction  différentielle 

(ax3+  i ) dx3. 


i 
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ÇX  = 2X3  + 1 , 


d’où  ç'x  = f&a?dx  -f-  fdx  = — + X , 


'*=/ 


xddx  , r j x5  x*  . 
2 ' J • 10  2 


et  ç*x  ou 


V fxr’dx  , rx*dc  xs  ' x* 

fx=j—+J  — = Î5  + T' 

# 

et  substituant  cette  valeur  d efx  dans  la  formule  (4oa)  » 
on  aura  pour  l’intégrale  finale  demandée 

x®  x3  . 

_ + T + cx»+c*+c. 


4io.  Proposons-nous  maintenant  de  développer  1 in- 
tégrale nuPlt  f"pxdxn  en  une  suite  den  intégrales  simples. 

On  a 

d [ xfpxdx'}  = dxfipxdx  -f-  xtpxdx , 

d'où 

/ dxfipxdx  ou  pçxdx'  ~ xfpxdx  — fxqxdx , 

et  ajoutant  aux  intégrales  de  <pxdx  et  de  xtpxdx  le9 
constantes  arbitraires  respectives  c et  c' , il  vient  com- 
plètement 

f%pxdx%  = xfpxdx  — fxçxdx  -f-  ex  -f-  c' (a). 

La  différentiation  du  premier  membre  multiplié  parx, 
donne 

d[x/‘«xdx*]=dx  f'çxdx?  -f  xdxfpxdx  ; 

donc  fdxpçxdx1,  ou 

ptpxdad  = xf'ipxdx' — fxdxfpxdx  , 

et  substituant  la  valeur  de pipxdx1  donnée  par  1 equa* 
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tion  (a)  , il  vient 

Ptxdx3  = x'fyxdx  — xfxtpxdx  -f-  ex'  -L  c'x 
0r  —fxdxfyxdx (6). 

d(x*f txdx)  = ixdxfyxdx  + x'oxdx  . 
do»C  * y 

fxdxfyxdx  = i xfyxdx  — j fx'fxdx. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (b) , réduisant 
et  ajoutant  une  nouvelle  constante  arbitraire  c"  à 
cause  de  la  troisième  intégrale  Jx'çxdx  qu’on  y in- 
troduit, on  a 

p9xdx*  = i Ix'fyxdx  — a xfxtpxdx  + fx'çxdx  1 
+ cxa  + c'*-f-c" (c). 

On  trouvera  par  de|  calculs  et  des  raisonneméns  sem- 
blables , 

fHxdx<  =~  \j?fyxdx  — 3 x'fxçxdx 

-{-Zxfx'tpxdx — fx3 <Pxdx'2-j-<XJ-fc'x'-j-c"x-\-Cm . . . (d). 

En  observant  attentivement  la  Ipi  qui  règne  entre  les 
termes  des  trois-  formules  (a),  (c)  et  (<Q,  on  voit 
que  généralement 

• ■ » 

f”<pxdxn  — — [x*“fy. xdx~[n- 1 )x“-,fx<pxdx 

+fc=Lacî=îî 

■ _^=.) 

• • fxn-'<pxdx  ] -f  ex'1-1  -f-  c x®-»  ' 

-f  cV“3  4-  c*x*_< 4-  c<B-0' (4c4). 

Des  deux  signes  qui  précèdent  le  dernier  terme  inté- 
gral , le  positif  est  pour  le  cas  de  ii  impair , et  le  né- 
gatif pour  le  cas  de  n pair* 
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Appliquant  cette  méthode  d’intégration  répétée  à 
celle  de  la  formule  (i3+0^5  prise  pour  exemple  , 
on  a nx  — x3  i , donc 

ftxdx  = — — f-  x , * Jxçxdx  =■% — b 

4 D û 

fx*fxdx  — -g — f-  g-,  fx^tfxdx  ~ — — f-  — ; 

7 4 

enfin  foc^qxdx  — ^ — J- 

• o 5 

Substituant  ce*  valeurs  dans  1 équation  (^4) , on  a 
toutes  réductions  faites , . 

/*(x3+i)dxs=±  n-9-6-^-™  + ?zti 

a4  Ld  a8o  a + 5J 
-f  ex4  + c'x3^  c"x*  + c*x  -f-  c‘v. 


CHAPITRE  IL 

De  quelques  fonctions  et  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs  entre  fieux  ou 
un  plus  grand  nombre  de  variables  , aux- 
quelles on  peut  appliquer  des  règles  géné-f 
raies  pour  les  intégrer. 

est  aisé  de  voir  d’après  la  formule  (48) 
£art.  443  , que  la  forme  la  plus  générale  que  puisse 
avoir  la  différentielle  seconde  et  complète  d’une  fonc- 
tion F(x,_y)  de  deux  variables,  en  ne  considérant 
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aucune  différentielle  première  de  variables  comme 
constante,  est 

ddFCx,  y)  = AdcLc  + Bddy  + Edx’  Hdy* 
y-JAdxdy (4o5), 

en  représentant  par  A , B , E , H , K des  fonctions 
de  x et  de^.  Cela  posé , proposons-nous  de  trouver 
les  équations  de  condition  qui  doivent  exister  entre 
les  coefficieris  A , B , E , H , R pour  que  la  fonction 
différentielle  du  second  ordre  (4o5)  soit  la  différen- 
tielle première  d’une  hutre  fonction  différentielle  du 
premier  Ordre  qui,  conséquemment,  est  l’intégrale 
première  de  la  proposée,  et  cherchons  quelle  est  la 
forme  de  cette  intégrale. 

Différentiant  la  formule  différentielle  du  premier 
ordre 

dF(x  ,y)  = Pdx  + Qdy (a)  , 

dans  laquelle  P et  Q sont  des  fonctions  de  x et  de_)'« 
on  aura 

ddF (_x,y')  = P ddx  + Qddy  -J-  dPdx  -f- dQdy. 


Or, 


dP  = d*P  -f  d*P  et  dQ  = d*Q  + drQ  , 
donc 

ddF(x ,y)=  P d*x  + Qday  + dxd  + '^fy  ty 

Comparant  identiquement  cette  dernière  équation  avec 
celle  (4o5) , on  a 

[f=A,  Q=B,  E=g,  H = *9.) 


, K — 


dx 
d>  P 


dy  dx 


d3 


Substituant 


* 
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Substituant  les  valeurs  respectives  A et  B de  E et  de  Q . 
données  par  les  deux  premières  équations  du  groupe  (c)  « 
dans  les  trois  dernières  équations  du  même  groupe , il 
vient  « 

dx  * 


•C4oS), 


'qui  sont  les  trois  équations  de  condition  nécessaires 
pour  que  la  proposée  (4o5)  soit  susceptible  d’une 
première  intégration  exacte , et  lorsque  ces  trois  équa- 
tions (4d6)  auront  lieu,  on  trouvera  tout 'de  suite,  en 
substituant  les  valeurs  respectives  A et  B de  P et  de  Q 
dans  l’équation  (à)  , que  la  première  intégrale  de  la 
proposée  (4o5)  est 

dP(  x , y ) = Acfcr  -f-  Bt£y . . . . (4°7)> 
Exemple.  Trouver,  si  c'est  possible , la-première  in- 
tégrale de  la  formule  différentielle  du  second  ordre 

3yddy 


daF(x , y ) =s  2x3y*ddx  H- 


-f-  6x*y*dx* 


, 3dy*  .,,44  3ydxd y 

+ x + Wyàxây  — (A» 

dans  laquelle  aucune  différentielle  du  premier  ordre  des 
Variables  n’est  considérée  comme  constante. 

Comparant  identiquement  Ja  proposée  ( d y avec 
l’équation  (4o5),  on, a 


A = ar^y* , B s= 


= E = 


6^,  H^-i 


et 


d*A 


K = 4^y-|: 


ôr  , = 6x^y*,  valeur  identique  avec  celle  de  E.  De 

pîus,^y5=-,  valeur  identique  avec  celle  de  H. 
y # 
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a 


„ S -VA  , d*  B . , 

Enfitl^  + <iT=:4x-y 


- , valeur  identique  avec 


celle  de  K.  Donc  les  trois  équations  de  condition  (4o6) 
étant  satisfaites , nous  conclurons  tout  de  suite  que  l’in- 
tégrale première  de  la  proposée  ( d ) est  k 

zx'y'dx  dy. 

4ia.  Remarqve'I.  Nous  avons  fait  voir  à l’art.  55, 
comment  on  doit  opérer  pour  déterminer  si  une  for- 
mule différentielle  de  l’ordre  m est  la  différentielle 
exacte  d’une  autre  formule  différentielle  de  Tordra 
m — 1 ) mais  cette  n|éthode  appliquée  à l’équation 

exigerait  — — — — d équations  de  condition  , an  „ 

lieu  que  la  méthode  de  l’article  précédent  n’exige  que 
trois  de  ces  équations.  Il  est  vrai  qu’au  renvoi  de  l’ar-  * 
ticle  35g  , nous  avons  démontré  que  n représentant  la 

nombre  des  variables,  les"  ( équations  de  con- 

dition exigées  par  la  méthode  de  l'article  55 , pou- 
* • (n  — î ) (tÆ—  2) 

vaient  être  réduites  a — - ' » ce  9U1  ne> 

donnerait  dans  le  cas  présent  que  trois  équations  de 
condition , comme  par  la  méthode  de  l’article  precé-  * 
dent.  Mais  malgré  celrr,  les  trois  équations  (4o6)  sont 
plus  commodes  que  celles  qu’il  faudrait  employer 
suivant  ce  qui  a été  dit  au  renvoi  de  l’article  35g. 

/r3.  Remarque  II.  Le  principe  démontré  à 1 ar- 
ticle 57  étant  appliqué  au  cas  particulier  que  nous 
avons  examiné  à l’article  4u  , donDe  tout  de  suite  lo 
résultat  (407)  • et  généralement  ce  mente  principe 
donne  subitement  la  ^Srale  de  touta 

fonction  différentielle  ‘exacte  d’un  ordre  n entre  un 
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nombre  quelconque  de  variables  , dans  laquelle  aucune 
différentielle' de  variable  d’un  ordre  <[  n,  n’a  été  con- 
sidérée comme  constante.  C’est  ainsi  que  par  le  prin- 
dipe  de  l’article  bj  , nous  avons  trouvé  dans  le  même 
article , que  la  formule  différentielle  du  premier  ordre 
dont  la  formule  différentielle  du- troisième  ordre  for- 
mant le  premier  membre  de  l’équation  (f)  de  l'ar- 
ticle /(9  était  la  différentielle  seconde  exacte  , est 
dx 

6ydy . Cette  dernière  formule  est  ce  que  nous 

app^ons  à présent  la  seconde  intégrale  du  premier 
membre  de  l’équation  (y)  de  l’article  4<). 

414.  Soit  actuellement  considérée  dx  comme  cons- 
tante , ce  qui  réduit  respectivement  les  formules  (4o5) 
et \b)  de  l’article  (4u)  celles 

ddF (x  , y)  — Bdy  -$Zdx*  -f-  Udy*  -J-  K dxdy . . . (4c8) , 

et 

dd?(x,y)  — Qddy  + ~ dx'+  ^2  dy " 

, /d-T  dxQ\  , , 

+ (^+-if)dydx‘ 

donc  , des  cinq  équations  groupées  en  (c)  à l’art.  4>  1 , 
la  première  disparaît,  et  nous  ne  pouvons  conséquem- 
ment en  déduire  la  valeur  de  P ; mais  nous  tirons  cette 
valeur  de  la  troisième  équation  qui  donne 

(c). . .dxP=Edx,  d’où  P—/xEdcd-fy+^---(4°9)  > 
en  représentant  par  c une  constante  arbitraire  (*). 


(*)  Nous  ajoutons  h l’intégrale  partielle  de  Ec/jr , une  fonction  de 
la  seule  variable  y et  nue  constante  arbitraire , parce  que  par  la 
différentiation  partielle  de  l’éqiu^inn  (4'-g}  pur  rapport  îï.  la  seule 
variable  x , la  quantité  variable  fjr  disparaît,  aiusi  que  la  constante  c 
et  l’on  retrouve  l'équation  U*P  = Eo'ar. 

i3.. 


-/ 


« 
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Quant  aux  seconde,  quatrième  et  cinquième  equa—  . 
tiens  du  groupe. (c)  [art.  41 1] , elles  restent  les  memes. 
Actuellement  nous  observerons  que  lf  premier  terhie 
Addx  de  la  formule  (4o5)  n’ayant  disparu  dans  le 
cas  présent  que  par  l’évanouissement  de  ddx  , le  coeffi- 
cient A est  toujours  P=  P ; ainsi  la  première  équation 
de  condition  du  groupe  (4<3 6)  devient  actuellement 
l'équation  de  détermination  (a),  d'où  nous  avons 
déduit  celle  (4og)  il  ne  reste  donc  plus  des  trois  équa  - 
tions de  condition  (406),  que  la  seconde  qui  n’éprouve 
aucun  changement,  et  la  troisième  flans  laquée  il 
faudra  mettre  à la  place  de  A la  valeur  de  P [equat. 
1400)1  qui  lui  est  égale.  Nous  avons  donc  dans  le  cas 
actuel  de  dx  constante  , les  deux  équations  de  con- 
dition * 

qui  doivent  avoir  lieu  si  la  formule  (4o8)  a une  pre- 
mière intégrale  exacte  , et  alors  cette  intégrale  sera 

JF(x  ,y)  — ( f*Edx  -h/y  + c ) dx  + B dy (4 1 0 • 

On  trouvera  une  application  de  cette  méthode  dan* 
l’exemple  de  l’article  4ao. 

41 5.  Considérons  à présent  les  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  , dans  lesquelles  dx  est  toujours 
regardée  comme  constante  , et  dont  conséquemment  U 
forme  la  plus  générale  est 

• Bd*)-  + Edx»  -h  H dy'  + Kdydx=  o • (4 1 2)  *>  • 

en  divisant  cette  équation  par  Bdx*.  il  vient  celle 

g+L  + Mg-+N|=o...(4.3). 
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dans  laquelle  L , M ^ $ peuvent  être  des  fonctions 
de  toutes  , ou  seulement  du  le  partie  des  trois  quan- 
tités x,y,  Ainsi,  représentant  pour  abréger  les 


trois  derniers  termes  de  l'équation  (4 13)  par  <f  , ce  qui 
donne  * 


dx% 


(4  >4), 


nous  aurions  sept  cas  à considérer  , savoir  : les  trois  où 
<p  n’est  fonction  que  d’une  seule  des  trois  quantités 


& 

dx 


, ensuite  les  trois  où  ç se  composerait  de 


deux  de  ces  quantités  ; enfin  le  cas  où  ç serait  fonc- 
tion des  trois  quantités  en  question  ; mais  de  ces  sept 
— rtous  n’en  considérerons  qi]A  cinq  qui  sont  les 


cas 


'seuls  auxquels  on  puisse  appliqî^^des  règles  générales 
d’intégration.  Quant  aux  deux  autres  cas  , savoir,  celui 
où  q>  est  fonction  de  x etde^,  et  celui  où  ? estfonctiou 

des  trois  quantités  x , y , nous  ne  pourrons  parler 

des  intégrations  de  plusieurs  e$pèc^>  d’jquations  qui 
sont  dans  l’ifti  de  ces  deux  derniers  cas,  ïpie  dans  les 
chapitres  suivans.  r < 


PREMIER  CAS. 


La  différentielle  dx  étant  regardée  comme  constante, 
on  peut  écrire  l’équation  (4i5)  sous  la  forme 


* 


« . 


>9* 

et  intégrant , il  vient 
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*• 

à 


r<& 

x J t® 


-f  c. 


•(O. 


en  représentant  par  c une  constante  arbitraire  ; ainsi 
l'équation  (c)  est  une  intégrale  première  de  la  pro- 
posée (4i5).  ♦ 

Mais  dy  = dx.&,  # 

et  substituant  à la  place  de  dx  facteur  sa  valeur  don- 
née par  l’équation  (b) , on  a 


.•£‘® 

" f®' 


enfin  intégrant  , il  vient 


%d\Tx 


K..:  '<*), 


qui  est  une  autre  intégrale  première  de  la  proposée 
(4i5).  Ainsi  l’équation  (4' 5)  a deux  intégrales  pre- 
mières qui  , .eçi  effectuant  les  intégrations  indiquées 
dans  les  équations  (c)  et  (rf)  , donneront  celles 

» *,  

d’où  éliminant-^- , il  rcsnltefa  l’éqaation  primitive  entre 

x et_y  de  l’équation  différentielle  du  second  ordre  (4>  5). 
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EXEMPLE.  Intégrer  l'équation  # 

ddy  = dx  V dy*-+-  dx* (e). 

Divisant  par  dx*,  nous  avons  ç ou 

4£=v4(S+’]>  - ; 

donc  l'équation  (c)  nous  donnera  * 

x==*{%+ v/KI) + 0} +c (/)  * 

et  l'équation  ( d)  nous  donnera  celle 

y=s  v/C(ï)+0+e'; 

d’où  l’on  tire 

%=ÿ(y- cy-1, 

et  substituant  cette  valeur  de  ^ dans  l’équation  (/)  , 

il  viendra  celle 
' * ■ 

x — l{V(y  — c'y—  i+y— c, 

qui  est  l’équation  primitive  de  la  proposée  (e). 

* , 

SECOND  CAS. 


*~fy>  d’où  2~=fy. 


.(4x6). 


Soit  fait 

dx  =3  zdy (g-), 

d où  1 on  tire , à cause  de  ’dx  constante , 
ddx  = o = zddy  -J-  tkdy , 
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et  par  conséquent  , 

ddy=^pÿ.. 

Substituant  cette  dernière  valeur  de  ddy , ainai  que 
celle  de  dx  [équat.  (g-)]  dans  l’équation  ré- 

duisant  et  multipliant  par  dy , il  vient 

• —%=fydy- 

Cette  dernière  équation  étant  îhtégrée , donne  ^ 

^ =ffydy  + c> 

d’où  représentant  toujours  par  c la  constante  arbi- 
traire ac  , on  tire 


*=  2= 


dx 


V 2 ffydy  + c 


mais  z = -r- , on  a donc  l’équation 

dy 


dx  = db  • 


dy 


:=±fl 


V * ffydy  + c 

qui  est  l’intégrale  première  de  la  proposée  (4t6),  et 
intégrant  cette  équation  (ù)  , il  vient 

ÉL + St  * 

V * ffydy  ■+■  c 

qui  est  l’intégrale  finale  de  l'équation  (4i6). 
Exemple.  Intégrer  l’équation 

ddy  V/(a y)  = dx* (O*  . 

Nous  avons  dans  cet  exemple, 

î ‘ 


fy 


V°y‘ 


f 
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donc  *f fydy^zf = + 4 y/*. 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (ù) , il  viea 
celle 

**=  H*). 

Vc  + 4Vy 

• ; 

ce  qui  est  l’intégrale  première  de  l’équation  ( i). 
Actuellement  pour  intégrer  l’équation  ( k ),  faisons 

A 

V/y^=  a*,  d’où  _y=a4  et  dy -=a  fâdz , 
ce  qui  transforme  l’équation  (/<)  en  celle 
, A z3<fa 

et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  ( 1 53)  fart.  aoaj, 
on  a 

* 

* = c'+  y(c  + «*)(t‘-  ac); 
enfin , mettant  à la  place  de  z%  sa  valeur  \ /y,  il  vient 

A 

X~C'+~T~  C Vy—  2<)|/Cc+  v<y], 

4^  * v 

ce  qui  est  l’intégrale  finale  de  l’équation  (i). 

TROtSI  É<M  E C A S.  i 

« • 

ç=fx  ,.  d’où  ^ =/x. . . . (417). 

Çe  cas-là  ne  présente  aucune  cifficulté , d’après  ce 

qui  a été  dit  à l’article  4°9  » puisqu’il  n’est  qu’un  ca 

' 
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Ijprticulier  du  général  'que  nous  avons  traité  dans  cet 
article.  Au  reste , on  pourrait  aisément  trouver  l’inté- 
grale finale  de  l’équation  (417)»  en  suivant  la  même 
marche  que  pour  les  cas  précédens.  Èn  effet , la  pro-‘ 
posée  (4*7)  peut  être  écrite  de  la  manière  suivante  : 


• d%=fxdl' 

donc 

’ —ffxdx  + c, 

ce  qui  est  l’intégrale  première  de  l'équation  (417)  ; 

dy  ’ 

mais  dy  — dx  , donc 

dyzxzdxf fxdx  -)-  cdx , 
et  intégrant , il  vient 

y — fdx ffxdx  -f-  ex  -f-  c'  = xf f xdx*—fxfxdx-\-cx-fc' 

{[  form.  (4o4)] , ce  qui  est  l’intégrale  finale  de  la  pro- 
posée (417). 

QUATRIÈME  *C  A S. 


(4«S). 


dz 
dx  ' 


et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4*8)  , il  vient 
dz  — dxf(x  , z)  j 

intégrant  cette  dernière  équation  > et  prenant  dan* 


# 
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l'intégrale  la  valeur  de  s , on  a 

z := F(x , c ) , ou  dyQ=dxF(x,  c) (m),  . 

ce  qui  est  l’intégrale  première  de  la  proposée  ; et  in- 
tégrant l’équation  (m) , il  vient 

’ y = fdx¥(x,c)+c' (ri), 

qui  est  l’intégrale  finale  de  l’éqnatioq  (418).  * * 

Exemple.  Trouver  l’équation  d’une  courbe  plane 
rapportée  à ses  coordonnées  rectangulaires x,  y,  qui 
jouisse  de  la  propriété  d’avoir  chacune  de  ses  abscisses 
moyenne  proportionnelle  géométrique  entre  le  rayon 
osculateur  correspondant  et  une  constante  donnée  que, 
pour  plus  de  simplicité , nous  supposerons  être  l’unité. 

D’après  l’énoncé  de  la  question  , nous . aurons  , 
abstraction  faite  du  double  signe  qui  précède  l’ex- 
pression générale  du  rayon  osculateur  [équat.  (104) , 
art.  172]  , et  qui  n’est  relatif  qu’à  la  situation  con- 
vexe ou  concave  de  la  courbe  par  rapport  à l’axe  des 
abscisse;  nous  aurons,  dis-je,  l'équation  différentielle 
du  second  ordre 


qui  est  dans  le  quatrième  cas  que  nous  avons  examiné. 


Faisant 

• * =Tx  Hétiuat-  COJ, 

l’équatiOn  (a)  se  transforme  en  celle 


* 


j dx(  1 )*  dx  dt 

T . d’où  — = 5. 

(*■+»)• 
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et  intégrant  cette  dernière  équation , il  vient 


1 

x 


S J,  ,•  CX 1 

— . don  as  = — p- — 

t/V+  i Vlx — (ex— i)*] 


mettant  à la  place  de  z sa  valeur  , et  faisant  le 
développement  sous  le  radical4,  on  a 

y ~ /r_,  , Se?  i — 

— ^VL  +T=?~7=?J 

ce  qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée. 

Pour  intégrer  cette  équation  p , soit  fait 
« 

X + T^==^\ c<7); 

d’où  . 

dx  — d'  et  x*-f--^2-q £!_  — r». 

’ ^ i— ca  ^ (*— c1)2  4 ’ 

, aex  c* 

donc  + _ = # 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (p)»  il  vient 
¥ 

enfin  intégrant  et  substituant  dans  l’intégi'ale  la  valeur 
c^e  £ [ équat.  (q)]  , on  a 

y—^c  V x?— (ex— O* — jX 

0-0“ 

l -f  v/x1—  (CX—  i/J  + c' (r)  , 
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Ci  qui  est  l’équation  indéterminéiuent  complète  de  la 
courbe  cherchée. 

Pour  déterminer  les  constantes  c et  c' , et  d’abord 
la  première  c , nous  remonterons  à l’intégrale  pre- 
mière (p)  qui  nous  fait  voir  que  l’angle  formé  par 
le  rayon  osculateur  avec  l’axe  des  abscisse^,  ne  peut 
être  droit,  c’est-à-dire  que  la  tangente  trigonométriqus 

. de  cet  angle  ne  peut  être  = oo , qu’en  tant  qu'on 


au 


ex  — i = 


o d’où  x = Or  si  nous  supposons 


que  le  point  de  la  courbe  où  le  rayon  de  courbure  est 
perpendiculaire  à l’axe  des  x , se  trouve  à une  distance  „ 
infinie  de  l’origine  de  ces  abscisses,  l’équatiojj.  pré- 
cédente se  réduira  à celle 


- = -,  d’oè'  ci 

o c 


ce  qui  réduit  l’équation  (r)  à cellen 

y~c — /£x+  V^x*— i"J.  ’ 

Actuellement  si  l’on  fait^=o  lorsque  x = i , on  aura 
kf  sa  o,  ainsi  l’équation  précédente  se  réduira  à celle 

y>=:/r  ; _^=n=^c*—  V**—  O»  ' 

L*  + V*?—  t J 

l^ui  est  Téquation  de  la  courbe  demandée.  • 

• * 

CINQUIEME  CAS, 

«■»>• 

Faisant 

(r) dx  = zdy  , d’où  dx’  = zldy’ 
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on  aura  ddx  = o = zd'y  -4-  dzdy , 
et  par  conséquent 

. ddy=;  _ 

mais 

ddy=dx’f(y,  [éq-(4'9)  et  (r)]=;iV//(y , i)  [éq.  (s)]> 

donc  égalant  cette  valeur  de  ddy  avec  celle  donnée 
, par  l'équation  (f)  , il  viendra  ^ 

* ; 

• intégrant  cette  dernière  équation  , et  prenant  dans 
l’intégrale  la  valeur  de  z,  on  parviendra  à une  équation 
de  la  forme  z = F (y , c)  , et  remettant  la  valeur 
de  z £équat.  (r)  J,  ^ aura 

dx-=  dy  F (y , c)  , 

ce  qui  est  la  ^femière  intégrale  de  la  proposée,  et 
cçtte  équation  différentielle  du  premier  ordre  étant 
séparée , on  e#  déduira  aisément  l’intégrale  finale  de  la 
proposée  (419).  " 

Nous  allons  maintenant  parler  de  deux  espèces 
d’équations  différentielles  qui  , quoique  d’un  ordra 
quelconque  m , s’intégrent  si  aisément  d’après  ce  qui  a 
été  dit  dans  ce  chapitre , que  nous  croyons  ne  pas  devo|£ 
différer  de  nous  en  occuper. 

_ » • 

4i  fi.  Soit  en  premier  lieu  proposé  d’intégrer  l’équation 

dmy  ^f(d'n~'y\ 
dxm  J \dxmL,J.' 

Faisons 


.(420). 


dm~'y  _ 


•=.  Z. 


■{a). 
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ce  qui  transforme  l'équation  (420)  en  celle 
• dz  — fzdx , 

laquelle  étant  intégrée , et  prenant  dans  l’intégrale 
la  valeur  de  a en  donnera  une  équation  de  la 
forme  z — F ( x , c),  et  substituant  cette  valeur  de  s 
dans  l’équation  (a)  |On  aura  celle 

dm~ 'y  ~ F ( x , c)  dxm~l , 

/ 

dont  l'intégration  se  réduira  à une  suite  m—i  d’inté- 
grations simples  par  4e  moyen  de  la  formule  ( q°4  ) 
£ art.  4i°3  . ce  qui  donnera 

1 Ta  (m — 2)  Cj;'''~V~F(xi  O dx~(m-ü) 

X fie  F (x , c)  dx  -(-  — — — — — x*-'* fx?  F (x , c)  Æp 

. . . ± fxm~ *F  (x , c)  <ir3  + c'xm—a-f-  c"xr"— 3-J-  c"xm~’ * 

. . . % . . . .. (4ai). 

* 

Exemple.  Intégrer  l’équation 

d^y  = adx*  y' d;ydx ( b ).# 

Divisant  cette  équation  pSr  dx*,  qjje  devient 

#y-a  J*y  M • ■ 

rf’v  * * 

et  faisant  vp-s  = z £ e'quat.  (a)] , la  proposée  (b) , ou 

plutôt  l’équation  (c),  se  transforme  en  celle 

dz  ‘ 

— — = adx  , 
yz 

dont  l’intégrale  es# 

j.  1 (.ax  -4-c)1 

a yz=zax-\-c,  d ou  a = ; 


Digitized  by  Google 


t # • 

» • 

ao8  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  } 

ainsi  puisque  nous  avons 

/ *17/-  \ (ar+c)‘  • 

771  = 4 et  F(x,  c)  = - — -, 

la  formule  (4a  i)  nous  donnera 
y=z-^-~  • /(ax+O’dx — °~fx  (ax  + CY  dx 

-f-  l-  fx*  (ox+c)*  t£x~]  -f-  c'x’-f-  ex  -f-  c" 

4 J 

effectuant  les  intégrations  simples  (art.  ail  ),  et  faisan! 
toutes  les  réductions  nécessaires  * il  vient 

y =5  Çrr  + ïr  + C‘J  +"+  c'*+ e' 

qui  est  l’intégrale  demandée. 

4*7-  Proposons-nous  en  second  lieu  d’intégrer  l’équa- 
tion différentielle  de  l’ordre  m 

. £ -/(SS) W2a>- 

Soit  fait*  z = (a), 

, OJ.  , 

i#  * 

,,  . dz  dm~,y  ddz  dmy 

°U  ‘ dx  dxm~l  Ct  dx‘Â  dx"1' 

Substituant  ces  valeur;}  de  et  de  gp~^[éq-  (a) J 
dan»  la  proposée  (4aa)  , on  a la  transfornjég 

ddz  - ... 

* 

qui  , étant  dans  le  second  cas  examiné  à l’article 
4i5,  pourra  être  intégrée:  ainsi  représentant  l’in- 
tégrale de  l’équation  (t)  par  z = F(x,  c , c')  , et  t 

substituant 
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substituant  cette  valeur  de  z dans  l'équation  (a)  , on 
■aura  celle 

=»  F (x,  C,  (/)  d.Xm~*, 

dont  l’intégrale  donnée  par  la  formule  (40 4)  [art.  410] , 
sera 

i 

y ~ i~7a7S[  I . m — 5 [*"^^(*,«,0  # 

— (m — 3)  xm-4  fx F (x,c , c')dx 

+ 

± /xm-5F (x, c, c')  dx]  -f  c"xm—1+  cmxm~4 

+c,Txm-s -+-cC'“-0' (4a3). 

Exemple.  Intégrer  l’équation 


d[y /dx*\3 


•Cf). 


. d*y 

Faisant  *=  ^ [equat.  (a)]  , on  a la  transformée 


ddz 

i 


* 


et  à cause  que  — aj*—  = , l’équation  (ft)  de 

l’article  4i5  , donnera 

zdz 


[/[a  -f-  ex*]  * 


= 

et  intégrant , il  viendra 

x=£ip+c-,  ,=^[<2=2=23 

donc  à cause  de  m = 4 et  de  % 

vr-r  r ,/V ^HL«* O* ff~l 
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l'équation  (423)  donnera 

-(cx-c')'-a-\  ^ yr(cje-c')* — ai 


y—xfdxyj^ 


Faisant 


c j-A^v/p 

+ <?  x -f-  cf (d) . 


G 


ex — c'  =i 


d’où  dx  , 

c 


on  trouvera  que  pour  effectuer  les  intégrations  de  . 
l’équation  ( d ) , on  n’a  qu’à  intégrer  des  fractions 
telles  que 

u3du  , u*du  udu  du 


V/[uJ— «]'  y/ tu’— a]  ’ y/£u‘—  c]  6t  V/[ua—  «]’ 
Or , les  première  et  troisième  fractions  sont  dans  le 
troisième  cas  d’intégration  immédiate  (art.  2i3),  la 

seconde  fraction  mise  sous  la  forme 


y/ — 1 y a — u1 
a son  intégrale  donnée  par  l’équation  (i5i)[art.  2203  , 
et  l’intégrale  de  la  quatrième  fraction  est  donnée  par  la 
formule  (i38)  [art.  207  ]. 

Toutes  ces  intégrations  étant  effectuées  , mettant 
pour  u sa  valeur  ex  — c',  et  réduisant,  on  trouvera 

— 2~F? 1 Ccx~ c'+  V (cx—c')-—a2x-‘'+  c’x + c* 
ce  qui  est  l’intégrale  complète  demandée. 


* 
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CHAPITRE  III. 

De  V intégration  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  entre  deux  variables  , 
lorsqu’on  fait  éprouver  a ces  équations  cen- 
taines modifications  exigées  par  les  condi- 
tions des  problèmes  qui  ont  donné  lieu  à de 
pareils  calculs , ou  que  ces  modifications 
servent  à faciliter  les  intégrations  qui  con- 
duisent aux  solutions  des  problèmes  en 
question. 

• 

4i8.  Il  arrive  souvent  que,  soit  par  les  conditions 
des  problèmes  qui  ont  conduit  à des  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre  entre  deux  variables  , soit 
pour  faciliter  les  intégrations,  on  considère  comme 
constantes  certaines  fonctions  des  différentielles  pre- 
mières des  deux  variables , ou  d’une  seule  de  ces  diffé- 
rentielles combinée  avec  les  variables  primitives  ; alors 
différentiant  ces  fonctions  , on  égale  la  différentielle 
à zéro,  ce  qui  établit  une  équation  d’où  l’on  tire  une 
valeur  de  ddy  ou  de  ddx  qui,  substituée  dans  la  pro- 
posée , donne  l’équation  différentielle  qu’il  faut  défini- 
tivement tâcher  d’intégrer. 

Quelques  exemples  éclairciront  ceci. 

I*.  Proposons-nous  d’intégrer  l'équation 
dx%  \/ dy'+dx1  = bdyddy (a). 

I4-. 
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En  considérant  la  fonction  \/ dx*  comme  étant 
constante  , ce  qui  donne 

d V dÿx-\-  dx1  = o , d’où  dyddy  =s  — dxddx  -, 
dxddx 


donc 


ddy: 


dy  * 


Substituant  cette  valeur  dans  la  proposée  Ça),  et 
divisant  par  dx  , il  vient  l’équation 

dx  \/  dy  ‘‘-\?  dx*  = — bddx , 

dont  l’intégrale  première , vu  que  le  facteur  radical  est 
constant , est 

x y/dy^-j-dx1——  bdx  -{■  c ÿdy*-\-dx* Çb ), 

en  représentant  par  c une  constante  arbitraire.  Chas- 
sant les  radicaux  de  l'équation  Çb)  , et  prenant  la-va- 
leur de  dy , il  vient 

. 'dx\/b* — Çx — c)“ 

= 7^ * 

dont  l’intégrale  complète  est 

y=bl  , - --  + 1/[6‘-( x-cTl+c'. 

J bÇx — c)* 

II".  Cherchons  maintenant  l’intégrale  de  l’équation 

xydyddx+ydydx*—xdxdy>—xydxdy  _ ^ ^ 

dfy-*--*-*—  ydy^  : 

* ' x ( 

dans  laquelle  on  considéré  comme  constante  la  fonc- 
tion — — , ce  qui  donne 

y > 


/ 
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aïo 


d = o , ou  yxddx  -t-ydx*  — xdxdy  = o , 

•t  réduit  l’équation  (c)  à celle  >-  » 

P 

jr  xdxdy xdx  d (dy)  , 

fy~  w~~  y-  dr  * 

OC  il  JC 

dont  l’intégrale,  d’après  la  considération  de  — — égale 
à une  quantité  constante , est 

fy  — “ X 5ÿ  + c ou  yfydy  — vydy  = xdx> 


Ainsi  l’intégrale  finale  de  la  proposée  est 
** = 2j fyfydy—  cy*  + c'. 

4ig.  Avant  de  continuer  nos  recherches  sur  les  objets 
que  nous  nous  sommes  proposé  de  traiter  dans  ce  cha- 
pitre, nous  croyons  devoir  entrer  dans  une  petite  di- 
gression qui  nous  sera  utile  pour  la  parfaite  intelligence 
de  ce  que  nous  avons  encore  à dire  sur  ces  objets,  et 
même  sur  d’autres  sujets  traités  dans  le  reste  de  cet 
ouvrage. 

La  traduction  analytique  de  l’énoncé  d’un  problème 
indéterminé  du  premier  genre  , étant  une  équation  entre 
deux  variables  x et  y» , il  est  indifférent  de  déterminer 
les  valeurs  dey^  parcelles  données  à a?,  suivant  des  diffé- 
rences de  variations  constantes  , ou  de  faire  l’inverse  en 
supposant  les  différences  premières  de  y constantes , et 
déterminant  les  valeurs  de  x d’après  cette  supposition. 
En  effet , il  est  évident  que  chacun  de  ces  deux  pro- 
cédés donne  également  à l’une  quelconque  des  deux 
variables,  la  valeur  qui  la  met  dans  sa  vraie  relation 
avec  la  valeur  donnée  arbitrairement  à l’autre  va- 
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riable , puisque  c'est  toujours  d’après  l’équation  qui 
exprime  cette  relation  , que  la  valeur  trouvée  pour  la 
première  de  ces  variables  est  déduite  de  celle  donnée  à 
l’autre  variable.  Par  exemple,  soit  proposé  de  trouver 
quelles  doivent  être  les  valeurs  correspondantes  de  y 
et  de  x , afin  de  satisfaire  à la  condition  que  la  première 
de  ces  deux  variables  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  x et  une  quantité  constante  p.  Ce  problème 
mis  en*  équation  , donne 

y — Vp* (“)•  4 

Faisant  successivement 


4 

on 


■(*), 


,x=o , i , a,  3 oo  j 

a y— o,  y/p,  y/ap,  y/Zp. . ,\/ pcx>\ 

et  les  termes  correspondans  de  ces  deux  séries  satisfont 
toujours  à la  condition  exigée  par  l’énoncé  du  problème. 

Mais  de  l’équation  (o)  on  tire  celle  x—~Z~,  et  faisant 
* P 

successivement  dans  cette  dernière  équation  , 

3 oo 


on  a 


y — o,  î , a , d....oo  v 

* = o.  i,  4,  

p P P P ) 
et  de  njéme  que  ci-dessus,  les  termes  correspondans 
de  ces  deux  séries  satisfont  toujours  à la  condition 
exigée  par  l’énoncé  du  problème.  Mais  dans  les  deux 
séries  (&)  , les  différences  premières  de  x étaient  cons- 
tantes, et  celles  de  y étaient  variables  ; au  lieu  que 
dans  les  deux  suites  (c) , ce  sont  les  différences  pre- 
mières de  y qui  sont  constantes,  et  celles  de  x qui  sont 
variables.  Donc  il  est  indifférent  pour  la  solution  du 
problème  proposé  , de  prendre  les  àx  ou  les  4y  cons- 
tantes. 
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Mais  suivant  la  notation  du  calcul  différentiel , les 
variations  de  la  différence  d’une  variable  étant  indi- 
quées par  la  considération  que  la  différentielle  de  cette 
même  variable  n’est  pas  constante,  et  la  constance  de  la 
différence  d’un  certain  ordre  d’une  variable  étant  in- 
diquée par  la  constance  de  la  différentielle  du  même 
ordre  de  la  variable  (art.  3g  et/fo),  il  est  clair  que 
ce  que  nous  venons  de  dire  pour  les  différences  Ax 
et  Ay  des  variables  x et  y , a également  lieu  pour  les 
différentielles  dx  et  dy  des  mêmes  variables. 

4ao.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  il  s’ensuit 
évidemment  qu’étant  donnée  une  équation  différentielle 
d’un  ordre  supérieur  eutre  deux  variables  ^;et_y  , dans 
laquelle  la  diffère nUelie  première  de  l’une  d’elles,  par 
exemple , dx  , a été  considérée  comme  constante , on 
pourra  transformer  l’équation  proposée  en  une  autre 
où  ce  sera  la  différentielle  dy  qu’on  considérera  comme 
constante,  et  la  différentielle  dx  comme  variable  , 
sans  que  cette  transformation  altère  la  vraie  solution 


du  problème  qui  a dotiné  lieu  à l’equation  en  question 


Pour  opérer  une  telle  transformation  , on  complet- 
tera  la  proposée  par  la  méthode  enseignée  à l’article  5a  j 
ensuite  on  la  réduira  à la  transformée  demandée , eu 
faisant  évanouir  les  termes  où  se  trouvent  les  différeu- 
tielles  d’ordres  supérieurs  de  celle  des  deux  variables 
qui  , dans  la  proposée , avait  sa  différentielle  de  même 
ordre  que  l'équation  qu’on  veut  transformer. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  le  calcul  d’une  sem- 
blable transformation  que  nous  feront  éprouver  à une 
équation  différentielle  d’ordre  supérieur , dans  l’inten- 
tion de  rendre  plus  aisée  l’intégration  de  cette  équation. 

Exemple.  Intégrer  l'équation 
(x1—  3x)  dyddx  -f  (6  — 4x)  dy dxa — aydx  ‘ = o . . . (a).  ^ 


• / 
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dans  laquelle  la  différentielle  dy  a été  considérée 
comme  constante. 

L’intégration  demandée  présentant  trop  de  difficul- 
tés , nous  allons  transformer  l’équation  (a)  en  une  autre 
où  dx  sera  considérée  comme  constante  .et  dy  comme 
variable  , dans  l’espoir  que  nous  aurons  plus  de  facilité 
à intégrer  la  transformée. 


Divisant  l’équation  proposée  (o)  par  dy3,  il  vient 

, , _ . ddx  , rC  . . dx*  dx3 

(x*— 3x)  -f  (G — 4*)  dÿ5~° 

Mais  lorsqtw  dy  est  constante , la  seconde  équation 
du  groupe  (5i)  [art.  4g  3 > dans  lamelle  il  faut  mettre 

y pour  x , et  réciproquement,  nous  donne  ($•)  » 

donc  l’équation  (b)  deviendra 

{x*  — 3x)  (<p,)  -f  etc.  = o (c) , 

et  mettant  actuellement  à la  place  de  (p,)  sa  valeur 
oonnée  par  la  seconde  équation  du  groupe  (5i)  en  y 
prenant  dx  constante , c'est-à-dire , y faisant  ddx=o  , 
l’équation  (c)  se  changera  en  celle 

- dxddy  _ dx*  dx 3 

(3x-x’)-pL-H6-4x)  o , 

' t i , 

qui , multipliée  par  , donne  l’équation 

♦ „ 

(3x — x*)  ddy- f-  (6  — 4X  ) dxdy  — aydx*  — ç , 

qui  est  la  transformée  demandée  que  nous  intégrerons 
sans  peine  j car  la  comparant  identiquement  avec  l’équa- 
tion (4°8)  [art.  4*4]  > on  à - 

C=3x — x*,  E= — o.y,  H—  o et  K-=6— 4-e- 


r 
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Or  , -j-  = o , valeur  identique  avec  celle  de  H ; donc 

«y 

la  première  équation  de  condition  [^groupe  (4io)3  est 
satisfaite  ; et  pour  qu’aussi  la  seconde  soit  satisfaite , 


il  faut  que  G — i,x  soit 

d*(  3x — x1) 

H i-T -,  ou 


-,  _ & Ux  (—  qyrf-O  +fy+ cl 


dy 


dx 

. G — 4X  — — 2x  4-  4-3  — 2x , 

dy  * 

d’où  ^S_=3  ou  dfy=.Zdy  et  fy=Zyir 
Substituant  cfs  valeurs  dans  l’équation  (4*  i)£art.4t4!> 


on  a 


o = — ayxdx 4-  3ydx  4 3 xdy  — x'dy  4-  cdx. . . . (J) , 

qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée  (a)  , et 
qui,  intégrée  elle-même,  donne  pour  intégrale  finale 
de  la  proposée, 

o = c'—  x'y  4-  3xy  4-  ex. 

42 1.  Si  d’une  équation  différentielle  dans  laquelle 
dx  ou  dy  a été  supposée  constante , on  veut  passer  à 
une  autre  équation  dans  laquelle  ce  soit  une  fonction 
de  ces  différentielles  qui  devienne  constante  , à la  place 
de  la  simple  différentielle  dx  ou  dy  de  variable  qui 
l’était  d’abord , alors  on  complettera  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  par  la  méthode  enseignée  à l’art.  5a, 
en  considérant  les  différentielles  de  variables  comme 
étant  variables  ; ensuite  différentiant  la  fonction  de 
différentielles  qu’on  veut  considérer  comme  constante., 
on  égalera  sa  différentielle  à zéro  , et  prenant  dans 
l’équation  résultante  la  valeur  de  ddy  ou  de  ddx , on 
la  substituera  dans  l’équation  différentielle  proposée 
complettée.  « 
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Par  exemple , nous  savons  intégrer  l’équation 
ddy  — fydx%  []équat.  (4t6) , art.  41 5 , a'  cas.]], 

dans  laquelle  dx  est  constante.  Mais  si  par  de  nouvelles 
recherches  relatives  au  problème  qui  a donné  lieu  à 
cette  équation , on  veut  avoir  son  intégrale  dans  l’hy- 
pothèse que  est  une  quantité  constante, 

ce  qui  donne 

d\/(  dy*-f-  dx1  ) — o ou  dyddy  -\-dxddx  =o 

d’où  ddx  = -d^&  ou  ddy  = 

alors  complétant  la  proposée  comme  si  dx  était  va- 
riable , ce  qui  change  cette  équation  en  Wle 
dxddy  — dyddx  —fydx3  , 
il  n’y  aura  plus  qu’à  substituer  dans  cette  dernière 
équation  là  valeur  de  ddx  ou  de  ddy  trouvée  précé- 
demment d’après  la  condition  que  y'  dy2-\-  dxÀ  est 
constante , ce  qui  donnera  l’équation 

( dx1  + dy2  ) ddy  =fydxi> 
ou  celle  ( dx2-f-  dy *)  ddx  = — fydx  dy , 
qui  sont  également  les  transformées  demandées. 


CHAPITRE  IV.* 

* Intégration  des  équations  linéaires  de  tous  les 
ordres  entre  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  * 

42a.  On  appelle  équation  linéaire , celle  dans  laquelle 
la  différentielle  première  de  l’une  des  variables  étant 
considérée  comme  constante , toutes  les  autres  variables 

/ 
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et  leurs  différentielles  de  tous  les  ordres  ne  se  combinent 
jamais  par  voie  de  multiplication  ou  de  division,  et  ne 
sont  élevées  qu’au  premier  degré  dans  tous  les  termes 

de  l'équation.  Ainsi  représentant  par  A , B , C X 

des  fonctions  où  n’entre  pas  du  tout  y , l’équation 
Aydjca+Bdydx-'+Cdydxn-!t. . .+ -Jy=Xdx” . . . (424) 
est  une  équation  linéaire  de  l’ordre  n entre  deux  va- 
riables. 

M.  Lacroix  trouve  que  cette  dénomination  de  linéaire 
est  impropre  , parce  qu’il  considère  ce  mot  « comine 
n relatif  à la  Géométrie , et  qu’en  l’appliquant  aux 
n équations  , on  a en  vue  la  ligne  droite , dans  l’équa- 
n tion  de  laquelle  l’ordonnée  ( et  l’abscisse  également  ) 
n ne  se  trouvent  qu’au  premier  degré.  On  ne  saurait 
n donc  (ajoute  ce  Géomètre)  regarder  comme  linéaires 
ji  des  équations  telles  que  dy  -f-  Vydx  — Qdx  qui 
n appartiennent  le  plus  souvent  à des  courbes  trans- 
« cendantes.  » (Voyez  le  renvoi  de  la  page  225  du 
second  volume  du  Traité  intégral  de  Lacroix).  Cepen- 
dant malgré  l’opinion  de  ce  savant , il  me  semble  que 
ce  que  nous  appelons , comme  l’ont  fait  beaucoup  de 
grands  Géomètres  , équation  linéaire  , peut  être  consi- 
déré abstraitement  ; et  quoique  sa  dénomination  em- 
prunte de  la  Géométrie  un  mot  relatif  aux  lignes  qui , 
au  reste,  peuvent  être  droites,  ou  combes,  ou  même 
transcendantes,  il  ne  peut  résulter  aucune  équivoque 
lorsque  le  calcul  ayant  pour  objet  la  Géométrie , on 
dira  que«telle  équation  linéaire  dérive  de  tel  problème 
relatif  aux  surfaces  courbes  ou  aux  volumes  ; car  ici 
le  mot  linéaire  indique  seulement  la  forme  de  l'équa- 
tion et  non  celle  de  l’objet  géométrique  auquel  elle  est 
relative.  D’ailleurs  pour  remplacer  ce  mot-là,  il  fau- 
drait, à mon  avis,  employer  une  autre  dénomination 
qné  celle  dont  il  faut  se  servir  suivant  l’opinion  de 
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M.  Lacroix;  car  diré  que  l’équation  (4%4  ) est  une 
équation  du  premier  degré  de  /' ordre  n , me  paraît  im- 
propre, puisque  cette  équation  est  du  degré  n par  rap- 
port à dx , et  qu’elle  pourrait  être  d’un  degré  supé- 
rieur par  rapport  à x ; il  faudrait  donc  ajouter  aux 
mots  précédens  écrits  en  lettres  italiques,  les  suivans , 
en  en  exceptant  la  variable  dont  la  différentielle  pre- 
mière est  constante  , ce  qui  serait  beaucoup  trop  long 
lorsque , comme  nous  le  ferons  dans  la  suite , on  a 
à indiquer  plûsieurs  fois  dans  le  discours  de  pareilles 
équations.  * fc 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d’intégrer  les 
équations  linéaires  de  l’ordre  n entre  deux  variables , 
telles  que  celle  (4^4)  > dans  laquelle  nous  n'avons  pas 
donné  de  coefficient  à dny  ce  qui  peut  toujours  avoir 
lieu  , ou  du  moins  s'obtenir  par  la  division , et  rend  le» 
calculs  beaucoup  plus  simples. 

4a 3.  Soit  d’abord  coosidéré  le  cas  où  les  coefficiens 

A,  B,C,D sont  des  quantités  constantes , et 

X une  fonction  de  x. 

Faisant  y = e.’nx  ffxdx. . . . (a)  , 

m représentant  une  constante  indéterminée  , et  diffé- 
rentiant  successivement  cette  équation  jusqu’à  l’ordre  n, 
on  aura  les  n équations 
tfy~  emidx  £tn  ffxdx-pfxf 

ddy  = em*c/x''^n’  / fxdx-\-zmfx 

d'y  = emxdx^jn}  f fxdx-^-om^fx+Sm  -J- 

d'y=emxdc"^\nn  f fxdx-\-nmn~fx-\-  ^ ^ 


n ( n — i)(n— a) 
a. 3 


m”»3 


d’fx  d"~'fx~~\ 

hx'  ••••"*"  dxn~‘  J' 
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Substituant  ces  valeur||dans  l’équation  (424)  » et  divi- 
sant par  emndx , il  viendra 

£A  -f-  B m -f-  Dm.3 . — -f -m’r\  dxn~<  f fxdx 

-f-  £B  4"  aCm  -f-  3Dm*. . . .-f-  nmn~1^\fxdxn~l 

-}-£  C +3Dm. . . .-f-  ~ mn~*2  dfxdx?~% 

-f-  Qd + m-3~j  ddfxdxr- * 


-f-  d“~l  fx  = 


Xdxn~' 


Mais  à cause  que  m est  une  quantité  constante  indé- 
terminée, on  pourra  la  prendre  de  manière  que  le 
coeilicient  de  dxa~‘  ffxdx  soit  = o , on  aura  donc 
pour  déterminer  la  valeur  de  m , l’équation  du 
nUm‘  degré 

mu. . . .-f-  Dms-f-  Cm*-f-  Bm  -f-  A = o (42^  » 

et  pour  déterminer  fx,  on  aura  l’équation  linéaire  de 
l’ordre  n — i 

T 

Bfxdx"~ 1 -f-  Cdfxdoc*-*  -f- D' cPfxdx**3 -^d^'fx 

_ Xdx"~>  m 

——jS — w» 

* J 

dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger, 

B'  =B+2Cm-f-3Dma...4-nm*~‘  , . 

C' =C+3Dm + m— > ■ 


d'=d 

3.0 

etc. 

Faisant  maintenant 

fx  = tf-m  0*  f fxdx. .... . • -09  , 


•(c). 
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en  représentant  par  (mi)  unW[uantité  constante  indé- 
terminée, et  différentiant  successivement  l'équation  (d) 
jusqu'à  l’ordre p — 1 , on  aura 

dfx=eWxdx[imi)ff'xdx+fx^ 
dfx = eCnl>dx1Qm  1 Y ff'xdx+u(m  i}fx  + 


dn-'fx=e(-m  '>dx”’  ' Qrn  I )n-'ffxdx+ (n—  i)(mi)n'*f'x 
(n-ï)(n-z)  dfx  .d-'f’x- 1 

+ â d*--  J* 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (£)  , et  divisant 
la  résultante  par  e^'^dx,  il  vient 

[B«!-C'(m04-D'(mi)*. . . .-Hmi)"-1]  da~*ffxdx 
+ [C4-2D'(mi). . . . -f  (n—  i)(mi)"-*]f'xdx''-' 

-f-  j^D'. . . ■ + ^ (mi)"-3^j  df'xdxn~3. . . . 

, „ XdÆ"-1 

-\~dn  %fx ÿm-Kn.1)]!  '> 

et  à cause  de  (/ru)  indéterminé , on  peut  faire  éva- 
nouir dans  cette  dernière  équation  le  coefficient  de 
dxn~' 1 ff'xdx i ce  qui  donne  pour  déterminer  (mi), 
l’équation 

(mi)n“‘ +D'(mi)‘+  C'  (mi)  +B'  = o. ...(«)  , 

et  pour  obtenir /'x , l'équation  linéaire  de  l’ordre  (n-a). 


' Xdx'*””a 

C'/'xdjc"'a+D"d/Txdxn-:,...+da^f 


» 
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dans  laquelle  nous  avons  fait,  pour-abréger , 

D"  = D' 4-  (n~ OC^3)  (mi)n— 


Faisant  encore 

f'x  = e(m2)x  / fxdx (Ji) , 

(ma)  représentant  une  constante  indéterminée  , et  dif- 
férentiant  successivement  l’équation  (A)  jusqu'à  l’ordre 
n — a , on  a 

df'x  — eCmî>rJx  [(ma)  / f’xdx-\-f"x~\ 

dn'if'x—e^m^zdxn^{(jniY','ff'  xdx-^-(tn-2)(m2)n'3f° X 
■ d*-tfx 
dx"~3  * 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ( f ) , et  divi- 
sant par  e(ma}*<£rj*on  a * 

[C'-f  D”  (ma) . . . +(ma)'-a]dx"-3  ffxdx 
-f-  [ D" . . . . -f -{n — a)  (ma)'1-3]]^ xdxn~J  . . . -f-dn~3f',x 
Xdxn-3 

et  à cause  que  la  quantité  constante  (ma)  est  indé- 
terminée, faisant  le  coefficient  de  dxn~ 3 ff"  xdxxxo  , 
on  aura  pour  déterminer  (ma)  , l’équation 

(ma)'’-*... .+  D"(ma) -)-  C'=o (»), 

et  pour  trouver  f“x,  l’équation  linéaire  du  (n — 3)*7m* 
ordre 

D"f"xdxn~i . . . -4-d'—3rx  r=  Xdx’'~3  . . 

J < J .1  « » - 
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dans  laquelle 

Dw  = D" + (n  — s)(ma)n-3i 

etc.  J ' 

Enfin  , continuant  d'opérer  de  même,  on  parviendra  à 
ce  que  faisant  # 

f(n-iyx  — o]*  f f<.n— 'Y xdx (m)  , 

il  résultera  l'équation 

yX"  ')r  = lil* 


Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  racines 
* (mi) , (ma) . . . [m ( n — a)3 des  équations  (e)  , (i) . . . . 

ne  sont  que  les  différences  , de  deux  à deux  , de  cha-  . 
cune  des  racines  de  l’équation  (4a5)  , en  partant  de 
la  seconde  racine,  à celle  qui  la  précède.  En  effet, Tnul- 
tipliant  l'équation  (e)  par  (mi)  , et  ajoutant  au  produit 
l’équation  (4^5)  , on  a 

(mi)" -}-  D'  (mi)3+  C'(mi)*+B'(mi)  +mn. . . . 

....  -f-  Dm3+  Cm’-f-  Bn*rf-  A rs  o 7 

et  substituant  à la  place  des  coefficiens  B',  C',  D' . . .»  . 
leurs  valeurs  données  par  les  équations  du  groupe  (c) , 
il  vient 

’(mi)  + +(r»1)'Q 

, ... -j-D  £m3+  3m*(mi)4- 3 m (mi)’+  (mi)3}  1 \ 

■4>  C [m*+am(m  î )+(m  i )*]  -f-B[m-fL(m  i )]-f-A=o . 

Mais  faisant  attention  que  chaque  série  renfermée  entre 
des  crochets  , est  le  développement  d’une  puissance 
entière  et  positive  de  m -f-  ( mi  ) , on  en  conclura 
aisément  que  l’équation  précédente  se  réduit  a celle 

».  • •+■!-) Cm+(ml)334-  C [m-)-(mi)3* 

-f-  B Qn-f  (mi)]]  + A = o. 

Or, 

' • i ’ 

/ 
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Or , cette  dernière  équation  est  du  même  degré  et  a les 
mêmes  coefticiens  que  celle  (4a5)  ; donc  si  1 une  des  n 
racines  de  l’équation  (4a5)  est  m,  l’une  de  ses  n — 1 
autres  racines  que  ie  représente  par  mf,  sera=m-f-(mi), 
ce  qui  donne  (roi)  —m' — m ; et  généralement  repré- 
sentant par  m,  m',  m". . .m.(n— lY,  les  n racines  de  l’équa- 
tion (4*5)  , et  par  (mi),  (mi)',  (mi)'. . 
les  n — i racines  de  l’équation  (e)  , il  est  clair,  d’après  ~ 
ce  que  nous  yenons  de  démontrer  pour  la  première 
racine  (mi)  de  l’équation  (e)  , qu'on  aura 

(mi)  — m' — m 
(roi)'  — m"—  m 
, (mi)"  = m ‘ — m 

(mi)<*-*>'=  mt'—O'  — 

Maintenant  multipliant  l’équation  (/)  par  (ma)  , et 
ajoutant  au  produit  l’équation  (e)  , il  vient 

(ma)"-1 ....  -f-  D"  (m'i)*+  C"  (ma)  -f-  (roi)”’> 

4-D'  (roi)*+  C'(mi)  -f-  B'=o  , 

et  substituant  les  valeurs  des  coefficiens  C",  D*., .i 
groupées  en  (g)  , ensuite  indiquant  les  puissances  du 
binôme  (m  1)4- (ma)  an  lieu  de  mettre  les  dévelop- 
pemens  de  ces  puissances  , on  aura 

[(«**)  4-  (ma)]"-1 4-  D'[(mi)4-(ma)]* 

4"  C’  [(roi)  4-  (ma)]  4*  b’  = o. 

Or,  cette  équation  est  du  même  degré  et  a les  mêmes 
coefficiens  que  celle  (e)  ; donc  (ml)'  étant  l’une  des 
n — 1 autres  racines  de  l’équation  (e) , nécessaire- 
ment on  aura 

(roi)'  = (mi)  4-  (ma)  , d’où  (ma)  = (roi)' — (mi)  j 

et  généralement  (roi) , (roi)',  (mi)*. . . (mi)^”"*)'  étant 
a.  i5 


* 

1 


î 

aaff  intégration  des  différentielles 
les  n — i racines  de  l'équation  (e)  , et  (ma),  (ma)', 
(ma)".. . (m2)(H~3y  étant  les  n—  a racines  de'l’equa- 
tion  (i),  on  aura 

(ma)=(mi)'-(mi),  (ma)'=(mi)*—  (mi) 

(ma)C— : Va  (ml)(—y—  (ml). 

EnGn  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de 
(mi),  (mi)' groupées  en  (o) , il  viendra 

(ma)  = m" — ni  ) 

<ma)'=  m”-  m'  I (p) 

(ma)t*^y=  m(n-‘Y — m'} 

On  démontrerait  de  même  par  le  moyen  de  l’équa- 
tion (i)  et  de  celle  analogue  du  (n  — 3)“me degré  qui 
la  suit , et  que  nous  n’avons  pas  considérée  particuliè- 
rement , que  représentant  par  (m3),  (m3)'...(m3)^“ü' 
le8  n 3 racines  de  cette  dernière  équation,  on  aurait 

(m3)=(ma)'-(ma)  ,...(m3)^y  (ma/-3)'— (ma), 

et  substituant  dans  ces  dernières  égalités  les  valeurs  de 
(ma)  , (ma)'. . . .(ma)C““3y  groupées  en  (p)  , on  aurait 

| (m3) = m* — m" . . . (m3)<  mC—O'-m" }..,.(<?). 

Enfin  , la  continuation  d’un  pareil  calcul  conduirait  en 
dernier  lieu  à l'equation  , 

[ m ( n — i )]  = mC-O'—  mO-*? (r). 

Donc  généralement , prenant  seulement  la  première 
équation  de  chacun  des  groupes  (o) , (p)  , ( q )••••> 
» et  enfin  ^quation  (r)  , on  aura 
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m =e  m 

(ml)  = m — m 
(ma)  = m"  — m' 

(mû)  ■=  m“  — m" 

[m  (n— i)]  = mC-’-y—  n»C— 1 ‘X 
Or,  si  l’on  ajoute  toutes  ces  équations  et  qu’on  mul- 
tiplie les  deux  membres  de  la  somme  par  x , on  aura 


{ m-f-(m  1 ) -f-(m2)-f-(m3) . . . -J-[m(n — î f]  }x=mC"-0'x, 


et  par  conséquent  l’équation  (n)  se  réduira  à celle 

V--**==-w- (0- 


Rappelant  ici  l'équation  (a),  et  mettant  dans  celles 
(d)  , (h). . . .les  valeurs  de  (mi),  (ma). . . . groupées 
en  (s)  y on  aura  la  suite  d’équations 

y = em*  / fxdx  , fx  — eO'— "0r  ffxdx , 


fx  — eC-’—'î*  ffxdx,  f x=e(-m"~m’)x  ffxdx. . . . 

fn— *V  f*— aV 

/ («-y*  = et»1  -m  1*  ff—Vxdx 


=set' 


.y-^Ceq-  (tfl. 


Donc  par  des  substitutions  successives  dans  ces  équa- 
tions ; de  plus  , ajoutant  une  constante  arbitraire  à 
chaque  intégrale  , et  représentant  ces  constantes  par 
c,  c ,c" .. . .cC—1/,  on  aura 

7=e"r{  fe^-^dx  /eO’’-’"' >dxf dx 

. . .fdm(-n~'y-'n(-a~!‘ylxdx  — (- 

fe^'-^dx. . .fdnin~'V-mi,l~*y>dx+c'fe<m'-m>dx... 

fllm(-l,~*y—mt*~3yy*dx -f-cC— 

+ ' --.(4*6). 


t 
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ou , tant  que  l'équation  (4^5) , que  dorénavant  nous 

appellerons  Y auxiliaire , aura  toutes  ses  racines  inégales, 

y = c’n*f<£m'-’n>dx  fé-m"~m'ïzdx  

. . .fe^n~'y-m(-M~,y^dx  f +cC*-0 

4/  £ 

+cC»-»yem(""*y*:.  .+c"em,*+cem'x+cemx (427)  , 

r 

en  représentant  respectivement  par 

c les  combinaisons  de  c,  c' c^— ay,  et'1-1)'  dans 

l’état  primitif  où  se  trouvent  ces  constantes  arbitraires 
avant  les  développemens  des  intégrales  multiples  affec- 
tées de  constantes  arbitraires,  avec  les  racines  m, 
m’,  m" . . . de  l’auxiliaire , après  ces  développemens  qui 
ne  présentent  aucune  difficulté  j car,  par  exemple , 

c /eCm'-”0*dx  Je(m"-m'>dx  fe(m"-m"'>Idx 

c fe^-^dx  fe^-^dx  c__ 

mm—m"  m" — tri 

Kfc^-^dx  fe^-^dx^  . * i—-fér~—*dx 

J * (jn  -ni  )(m  -m  ) 

■ £ „(m»— m)x  . 

(ni* — m')  (m" — m) 

et  effectuant  la  multiplication  par  e”1*  qui  n’est  qu’in- 
diquée dans  la  formule  (426),  on  a,  relativement  à 
l’intégrale  multiple  que  nous  avons  prise  pour  exemple, 
et  qui  n’est  que  triple  afin  de  fixer  les  idées , la  quantité 

en  faUant  C"  ==(m*-m")(ni"lm')(m^- 
Afin  d’appliquer  la  formule  (4a7)  > proposons-nous 
premièrement  d’intégrer  l’equation  linéaire  du  troi- 
sième ordre 

fytydx3— - ■jp'dydx’+dy  — x’dx3 (u). 

Çopiparant  identiquement  cette  équation  ayec  la 
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générale  (4a4)  > «“  a 

n=3,  A = Gj o3,  B = — 7p* , C — O et  X = x*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’auxiliaire  générale  (425), 
on  a pour  l’équation  (tz)  , celle 

m3  — 7pam  + 6p3=  o , 

dont  les  trois  racines  sont  m =—3p , m'=zp , m“=p. 
Ainsi  l’équation  (427)  dqpnera 

y = e~3fx  febpzdx  fé~pidxj'  -f*  c"efx 

+ c'e‘p*  -f-  ce~3pz  • (v). 

' x*dx  e~px 

~P~  U ’ ./»  P‘. 


Or 


• /^=-Ç  [*+=+£l«, 


donc 


/«-"<**/$#  = ^[-'  + 7 + ^r] 

et  feipzdx  fe~fzdxj ' 


'x*dx 

e’fr 

epx 

= 6p3U 

3 p 1 8p“_l' 
substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (v)  , on  a 

T = ^[--  + g+  ^]+eV--K^+«-**, 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée  (u). 

Proposons-nous  pour  second  exemple , l’équation  du 
second  ordre 

d*y  -f-  pdydx  — 6p3ydx*  = azdx* ......  (x)  ; 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 


(*)  Voyez  pour  cette  intégration  et  les  suivantes,  la  formule 

(314.)  [art.  aGG). 
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I ... 

(424) » a 

A = — 6p*,  B=p,  n=  a et  X — a*-, 

donc  l’auxiliaire  de  la  proposée  (x)  est 

m’  pm — 6p*  = o £ form.  (4s5)  ] , 

dont  les  deux  racines  sont  m=  ap  et  m'=  — 3p; 
ainsi  l'équation  (427)  donnera 

r'axdx  , 


j = e^fe^dx j' 4-  J9*r*+  ce'r* . . . 

, . . , Ca.*dx 

donc  fe~iprdx  J 


•(*)• 


(ae-’Q» 


'3Pr  (/a+3p)(/a — ap)* 

et  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (^)  , H 
vient  pour  intégrale  complète  de  la  proposée  (x) , 
l’équation 

y-^+ms=^+c'r'"+c,f’’- 

424.  Prppppons-nou*  actuellement  de  développer  la 
formule  (426)  en  une  suite  de  termes  qui  ne  fen- 
ferment  chacun  qu’une  intégrale  simple;  et  pour  fixer 
les  idées,  faisons  ra=4• 

On  a par  les  règles  ordinaires  du  calcul  différentiel , 

-[ 

Xdx  r % . 

+ IF  ?» (a)> 

m — pi  e 

donc  faisant  attention  que  le  dernier  terme  de  cette 
équation  est  =-5-^  ü Tiendra,  en  prenant 
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la  valeur  du  premier  terme  du  second  membre  de 
l’équation  (a)  , et  intégrant, 

"Xi r e(m»— m">  i^Xir 


7 J Èm  x mw — m"  J 

_ 1 /"Xir  , 

m*—  m"  J em"* (6)î 


’Xijc 


donc  fe(m"~m'lzdx  fe(-mm~m“)zdx 

X/e'.— -)*,t  ygï CO. 

Mais  les  valeurs  des  doubles  intégrales  qui  sont  dans 
chacun  des  deux  termes  du  second  membre  de  l’équa-*  ’ 
ti^p  (c),  sont  directement  données  par  l’équation  (è) 
en  accentuant  convenablement  m j donc  par  les  substi- 
tutions de  ces  valeurs  dans  l’éqlbtion  (c)  , on  aura 

fe^-^dx  /e<m"-m'0-'ix  f~= 

fXdx  * g(m*— m')r  ^Xir 


donc 


n")(n 

, 1 rx.dx 

( m " — — m')J  em  x ’ 

fe(.m'-m)r(lx  /e(">"->"Oxir /e(m*-'n")xix 
? />(«»— m)x  Jr 

W— m')7  y 7^ 


. , — 


T 
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Développant , par  le  moyen  de  la  formule  (i) , en 
intégrales  simples  les  doubles  intégrales  qui  se  trouvent 
dans  chacun  des  trois  termes  du  second  membre  de 
cette  équation  , substituant  et  faisant  attention  que 

1 1 \ 

(m“ — — m) 

i - i .. 


feW-*)*dx  fe^-^dx  fe(-mm~*'"ïxdx 

e(m.-m)x  rXdx 

ni)  J 7^ 

rXdx 

• + (m"— m"')  (m"—  m')  (m— m)  J e"“* 

ÇXdx  ^ 

+ (m'—  m'")  (jn'—mT)  ( m’—m  ) J e”1" 

t__. rxdx  ' . w . 

' (m  — m'")  (m — m")  (m — m')  J e”** 

Mais  cette  intégrale  est  encore  incomplète,  et  nous 

allons  la  compléter , en  observant  que  si  à l’intégrale 

/Xdx  f, 

on  ajoute  une  constante  indéterminée  c , cette 

constante  devra  être  multipliée  par  la  triple  intégrale 
feW-myrdx  fe^m"~mr>xdx  fe<~m’~m‘r>zdx  } or , 


_(m*— m")x 

ye(m--*-0  *dx  = ~~77) V \ 

1 m — m! 


donc  fe(n"~mr)zdx  fe^mm~m'^xdx  r= J' — - 

e(m* — m')! 

= (ra"W)(n"W)' 
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*t  par  conséquent , 

c'"  fé-m’~m')*dx  fé-m"—mrixdx  /eO*-"1’0*(£r 

e(.">w~m)xdx 


a33 


— c"‘  C e(-m"~m>dx 
J (m"'—  m")  (m" — m’) 


— m)a 


Mais  à l’intégrale  de  fe<-mm-m“>dx  , il  faut 

' p à .Je 

encore  ajouter  une  constante  indéterminée  d\  qui  par 
conséquent  devra  être  multipliée  par 

feW-^dxfeW-^dx—fe^'-^dx  X 


/e(  m'-m^dx 

m" — ; 


m — m 


e(m"—  rn)x 


(jri1 — Tn^Çrn" — m ) 1 

ainsi  il  faudra  encore  ajouter  à l’intégrale  (d)  la  quantité 
» » 

c"e  Cm*—»)* 

(jri' — Tnf)  (jn“ — ni) CO- 

* 

De  même  devant  encore  ajouter  à l’intégrale  • 


fe(m"~mrj*dx  fc(~m"~m"')xdx J ' : 


•Xdx 


,»>•* 


une  constante  indéterminée  c ’ , il  faudra  ajouter  à l’in- 
tégrale ( d)}  la  quantité 


c f fé-m,~m~i*dLx — 


c'e(m'—m)x 
m' 771 


(g)- 


Enfin  ( on  complettera  entièrement  l’intégrale  ( d)  , en 
ajoutant  encore  la  constante  indéterminée  c qui  est 
relative  à 1 intégrale  finale.  Cela  posé  , ajoutant  à 
1 intégrale  ( d ) les  quantités  (e) , (f) , ( g ) et  la  cons- 
tante  c \ ensuite  faisant  attention  que  tout  ce  qui  en 
résultera  doij^  être  multiplié  par  emx  pour  avoir  la 
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valeur  de  y £ équat.  (426)]  > on  aura 

flfll»!  * 


- y— 


(m'" — m")(rn ' 


mmx  • f rXdc . w\ 


+ 


pm'x 


_i £Ü! f + c A 

^ (m"—  — m')  (m"—  m) \J  em"*  + C ^ 

VUx 


(jti  — mf")  (jn  — m")  ( [ni ' — m)  \J  em'x 

(fXdx  \ 

— m!')(jn — rri)  \ J e,nx  ' ° )‘ 


1 (m—m'")  (m- 

Donc , généralement , faisant  pour  abréger, 
fi  = (/n — m')(jn  — m") ....  \_m  — mC*- O'J 
fi'  = (jri — m)(in — m"). . . .[rri — m("— ')'] 
fi"—  (/«"— m') ....  [m*— roC— *>']  >(4a8), 


on  aura 

_ emz  [c  -f-  fe~mxX.dx]  , em'x  (V-f-  fë~m'xXdx~\ 
y — jg  ! ^ * 

F 

g"c"-,y«  [çC"-y-f  fe-^n~'V‘Xdx] 


• ■ •+- ^ (4*9). 

4a5.LEMME.  Des  équations  (272)  et  (274)  [art.3og], 
on  déduit  aisément  celles 

, fsin  bx  qx  fsin  bx  , — cosix  ,î  , . 

A ^{cOs4x=ÏM^j-4co.6xX',’+Sin  4*X  61«3°>- 
• Or, 

d [ "Xfqxdx  sin  bx~]  —dX  fqxdx  sin  bx-\-Xqzdx  sin  bx  ; 
d’où 

J'Xq’dx sin  bx—X  fqxdx  sin  bx — fdX  jjqxdxsin  bx  , 
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et  substituant  la  valeur  de  fq*dx  sin  ixjV*  éq.  (43o)], 
il  vient  J' 

qx 

fXqxdx  sin  bx  = y y ( sin  bxlq  — b cos  bx)  X 
* Iq  CdX  rl  . l 

-f-  /”*— ~ q*dx  cos  bx fa}, 

t>*+(lqyJ  dx^  ••••••  w* 

On  trouvera  de  même  , 

q* 

fXqxdx  cos  bx  = y y ( cos  bxlq  -f-  b sin  bx  ) X 
lq  CdX 

-ïhWtJ  ~d^q Mdxcoabx 

b rdx  , . , 

^P+^ÿJ-^rdxsmbx (*).. 


Substituant  successivement  dans  ces  formules  ( a ) 

f , , , , . , dX  „ rf*X  <?X  <fX 

«I  (i)  le.  quant®.  ^ et  3^; 

rfX  <px 

■^5-  et  -^rj»  etc.  , à la  place  de  celles  X et 

dX  . , , 

, on  aura  une  suite  d’équations  qui  donneront 

sin  bx 
. cos  bx  * 


successivement  les  valeurs  de  <]xdx  | 

rd*X  j ( sin  bx  , , . 

J 'dx‘<^  dx  ) cosix  ’ CtC1  et  P31"  °eS  su°stltot,ons  suc- 
cessives jusqu’aux  valeurs  de  fXqxdx  j ^ j don- 
nées par  les  équations  (a)  et  ( b ) , on  aura  celles 


â3S  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 

CXjfdx  iÜn  = Si  Pin  bxlq— b cos  ùxH 

I cos  b. v m Lcos  bxlq  -f-  b sinùxj  ^ 

(X—  n dX  , "*— &*  d*X  njn'-îb')  æX 

\ m dx  ' 


+ etc. 


) 


dx?  mi  dx? 

-+-  fcos  bxlq  + b sin  bx\ 
m‘  \sin  bxlq  — b cos  bx)  ^ 

/dX  un  d’X  3 na — b ’ (PX  \ 

\d^~~  m ïùF  + " m1  IP"- etC 7 ^0» 

dans  lesquelles  nous  avons  fait  pour  abréger, 

{m  = b*  + (lq  y et  n-=zlq] (c). 

Faisant 

q = e-a,  d’où  Iq  = — a et  (/ç)»  a=  a’, 

les  équations  (c)  deviennent 

m = a’  -}-  i’  et  n = — a : 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (43i)  , il 
vient  celles 

fX.e~axdx\ Sln  ?*= fZlf sin  **  + { cos  b*\ 

icosox  a’-f-o’  (.acosox — b sin  bx) 

/y  . g dX  a’ — b1  d’X 

X V + a’+i’  d^  + (a’+ù’)’  ‘3? 

, a (g5 — 5ù’)  d3X  , \ 

+ -hm^r  ms  + etc  J 


(a‘-f-^“)3  dx3 

be~ax  (b  sin  bx  — a cos  ù.r  1 
(a’-f-i’J’tù  cosix  -f-  a sin  bx) 


X 


<dX 


2 a d’X  1 3a’ — è2  cPX 


g+etc.)...(43a), 


tkc  au-f-èa  aa+^a 

dont  nous  verrons  tout  à l’heure  l’utilité. 

4qG.  Nous  n’avon6  considéré  dans  ce  qui  précède, 


Digitized  by  Google 


DES  ORDRES  SUPÉRIEURS.  £!J7 

l’équation  linéaire  (4a4)>  fl116  dans  Ie  cas  où  toutes  les  ra- 
cines de  son  auxiliaire  (4a5)  sont  çéelles;  mais  cette  équa- 
tion (4a5)peutavoirdes  racines  imaginaires,  et  à cause 
que  celles-ci  se  trouvent  toujours  de  deux  à deux , nous 
ne  chercherons  à connaître  que  ce  que  deviennent  deux 
des  termes  de  la  formule  (4ag) , qui  sont  chacun  affec- 
tés de  l’une  des  deux  racines  imaginaires  conjuguées  en 
question  ; et  afin  de  présenter  d'une  manière  claire  l’en- 
seqible  de  oe  calcul , nous  supposerons  que  l'équation 
proposée  étant  d’uu  ordre  quelconque  n , on  a 

m~  a b t/ — i*  et  m'—a — b \/ — 1 , 

et  nous  représenterons  parla  seule  lettre  Q les  termes 
suivans  affectés  des  racines  réelles  m",  m!" 

Substituant  les  valeurs  de  m et  de  m'  dans  les  équa- 
tions du  groupe  (428)  , il  est  clair  que  les  valeurs 
de  jS  et  de  & , respectivement  affectées  des  facteurs 
m — m — nb[/ — 1 et  m' — m — — abÿ — i , pour- 
ront être  imaginaires  , et  alors  elles  seront  réductibles 
aux  formes 

g = M + N y/—  i et  r=M-Nf/-i...(a) 

(voÿ.  mon  Algèbre*,  pag.  29 5 , et  mes  Mélangés  ma- 
thématiques , pag.  37  et  suivantes).  Mais  les  valeurs  de 
<S",  /S'" resteront  toujours  réelles;  car  si  l’on  re- 
présente par  q celle  des  racines  réelles  m",  m'" , qui 

se  trouve  dans  tous  les  facteurs  binômes  de  la  valeur  de 

l’une  des  quantités  , il  est  clair  que  cette 

valeur  sera  affectée  des  deux  seuls  facteurs  imagi- 
naires q — a—  b [/ — 1 et  q — -a-f-  b y — 1 , dont  le 
produit  est  la  quantité  réelle  (<7  — a)*-f-  b1;  donc  Q 
sera  une  quantité  réelle , et  l’équation  (439)  prendra 
la  forme 


a38  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 
_ e“-rei'rv^—1  [c-f-  fe-‘*e-i*V'-Xdx~} 

y — m+Nv/—  l 

e*Te-ixV—[c'  Jrfe-‘>reb**'~<  Xrfx] 

+ Q W * 

on  , réduisant  au  même  dénominateur  les  deux  pre- 
miers termes  du  secc  nd  membre  de  cette  équation  (&)  , 
faisant  attention  que  e-ijV— 1 = Cos  bx±\/ — 1 sin  bx, 
ét  représentant  respectivement  par  a c et  ac'  les  cons- 
tantes indéterminées  c-f-  c'  et  (c — c')  y' — 1 , on  aura, 

toutes  multiplications  et  réductions  faites  , 

* 

• pu  f (M  cos  bx-j-N sin  bx)(c -hfe~axXcosbxdx)l 
2 1 +(M  sin  bx — N cos  bx)(c  -\-fe~‘zX  sin  bxdx)  / 

Ma-f-  N1 

+ Q (433). 

Or  , nous  avons  trouvé  dans  l’article  précédent,  les 
valeurs  des  termes  intégraux  de  cette  formule  (433) 
[Vquat.  (43a)]  ; donc  l’intégration  de  toute  équation 
différentielle  linéaire , dont  l’auxiliaire  a des  racines 
imaginaires , n’offre  plus  aucune  difficulté. 


427.  Il  pourrait  se  faire  que  les  deux  termes  de  la 
formule  (42.9)  que  nous  supposions  dans  l’article  pré- 
cédentétre  affectée d’exposansimaginaires  m=a-f-i\/-i 
et  m'=a  — b\ / — 1 , eussent  leurs  dénominateurs  res- 
pectifs £ et  & réels  ; ce  qui , conséquemment , rendrait 
ces  deux  dénominateurs  égaux  : il  faudrait , dans  ce 
cas-là,  faire  M — au  dénominateur  commun  à ces 
deux  termes,  et  faire  N =0  , CÉ  alors  la  formule  (433) 
donnerait  de  même  l’intégrale  demandée.  Par  exemple, 
l’équation 

d3y  — 3 dydx  -f-  •jdydLx1  — 5ydx?  = x’d-c* 
a pour  auxiliaire 

m3  — 3m* -4-  7 m — 5 — o , 


/ 


* 
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dont  les  trois  racines  sont  , m'x=i — ay-  i 

et  m"  = i donc' 


j£=(m-m')(m — m")= — 8,  IZ'=(m’ — m)(m' — m‘r)~ — 8 
et  — 4; 

tinsi , faisant  M = — 8 , N = o , et  divisant  haut  et 
as  par  M= — 8 , la  formule  (433)  donnera  celle 

* 

y =s — [cos  ax  {c-\-  fë~*x'dx  cos  ax) 

-f-  sin  ax  ( c'  -f-  fe~Ix3dx  sin  ax)]  * 

-h  j (c"  + /e-^dx) , 


dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’à  substituer  les  valeur* 

{COS  2X 

données  par  les 

SI  Tl  QtOC 

formules  (43a) , et  celle  de  l’intégrale  fe~Ix3dx  donnée 
par  la  formule  (ai 3)  [art.  265]. 

4a8.  De  notre  formule  (433)  , nous  déduirons  aisé- 
ment l’intégrale  de  l’équation  linéaire  du  second  ordre 

ddy  -f-  B dydx  -f*  A y ch?  = X</x“ (434) , 

lorsque  les  deux  racines  m , m'  de  son  auxiliaire  sont 
imaginaires.  En  effet , puisque  mx=  a-\-b  — î et 

m'  a — b l/ — î , on  aura 


m — m’  — o.b\/ — 1 et  m — m= — a b y1 — l , 


donc  M=o,  N = ab  et  M*  -j-  N*  =^b*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (433)  dont 
nons  supprimerons  Q qui  est  nui  lorsque  l’ordre  de 
l’équatioune  dépasse  pas  a , nous  aurons 

ea* 

y — —ÿ  [sin  bx  ( c -f  fe~ax  cos  bxJQlx) 

-f-  cos  bx  (</— fsTax  sin  ixXrfx)] (435)  , 

ca  qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (43 4). 


* 


9 
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Exemple.  Intégrer  L'équation  Linéaire  du  second 
ordre 

ddy  -f-  ndydx  -f-  2ydxa  = xdx* (a). 

Donc  A = 2 , B = fl,  X = x , ce  qui  donne  l'équation 
auxiliaire  4 

m*  -f-  2771  + 2=0, 

d’où  7re= — 1 + — 1 et  m'~ — 1 — y/' — 1 ; 

dqnc  a = — 1 et  b =1. 

Substituant  ce3  valeurs  dans  l’équation  (43t)  , on  a 


f sin  x 

e* 

“x  sin  x — x cos  x -P-  cos  x~l 

\ cos  x 

2 

_x  cos  x -f-  x sin  x — sin  x 

et  enfin  substituant  dans  l’équation  (435)  ces  valeurs 
intégrales , ainsi  que  celle  de  a et  de  b , on  a , toutes 
réductions  faites , *• 

c sin  x -f-  c cos  x . ,,  . 

y— J K(æ-i 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée  (a). 

429.  Nous  ne  devons  pas  oublier  de  mentionner  le 
cas  où , dans  l’équation  (43 4) , on  aurait  B = o ; car 
la  fameux  problème  des  trois  corps,  l’un  des  plus 
intéressans  de  la  physique  céleste , se  réduit  à l’inté- 
gration d’une  équation  de  la  forme 

ddy  -f-  A ydx*  = Xdx* (436). 

Or,  il  est  évident  que  l’auxiliaire  de  cette  équation 
étant  7n3-j-A=o,  d’où  m={/Ai/-i  et  m'=—  j/ A 1 , 


[*]  Puisque  (i  — — 1 , on  a e-“x  = ex  : ainsi  les  valeais  des 
termes  intégraux  de  l’equation  (435),  appartiennent,  dans  cet 
exemple,  à la  formule  (43i),  en  y faisant  q—e,  d’où  Iq  =■=  1. 


on 
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on  aura  a—  o et  \/ A ; donc  l’équation  (zÇ>4)  sa 

réduira  à celle 

f sin  (x \/A)  [c  %fXd  x cos  (x  \/ A)]  1 
_ X -f-cos(xV/A)  [c' — fXdx  sin  (±v/A)]J 
y = * ÿX -(437). 

qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (436)  du 
problème  des  trois  corps. 

43o.  Si  toutes  les  racines  m , m',  m" . . de  l'auxi- 
liaire (425)  sont  égales  entre  elles , c’est-à-dire , si  l’on 
a à intégrer  une  équation  de  la  forme 

' p”ydxn-^-  npn~'dydxn'~'-\-  HSü — — pn~*diyihcn~% 

— "C”-1  p*~Wydi?-\..+d’'y==Xdjr . . .(458),  ' 

2.0 

dont  l’auxiliaire  est  (ni' — p)"=o  ; alors  tous  les  déno- 
minateurs Æ , jS*. . . .|S C"— O'  de  la  formule  (429)  étàiit 
nuis , cette  dernière  formule  ne  pourra  servir  pour 
avoir  l’intégrale  demandée.  Mais  en  remontant  à la 
formule  (426),  celle-ci  donnera  immédiatement  pour 
intégrale  de  l’équation  proposée  (438) , 

• ÿ = er*lfdxfdxfdx. . .J™  +c  fdx  fdx. . fdx 

*4-  c’fdx.  . .fdx.  . .-J-  c(-n~ xYfdx-{-c("~ ’^J» 

qui , évidemment , est  le  développement  par  intégra- 
tions répétées  de  1 , 

■ f*n  X//rrt 

y ~ fpzj  i__ ......  (a)  [équat.  (4o3)  , art.  409  ] ; 

\ 

en  se  réservant  d’ajopter  les  constantes  c,  c'. . 
à mesure  qu’pn  développe  le  terme  intégral  de  l’équa- 

2-  » - * 16 


* 


* * 


* 

» • 
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tion  (a).  Mais  nous  avons  dans  l’équation  (4°4) 
fart.  4io3,  le  développement  complet  et  général  en 
intégrales  séparées , de3  quantités  de  la  forme  de  1 inté- 
grale nvfU  de  l'équation  (a)  ; donc  mettant  dans  cette 

formule  (4o4) , £ à la  place  de  *r,  nous  aurons 

er*  r —,  ÇxXxix 

( ° J *■ 

+& 

1 + t'l— + + *-0-3.  ■ -(43g)  . 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  de  l’équation  Ç438). 

* Si  l'équation  linéaire  de  l’ordre  n n’a  qu’une  partie 
de  ses  racines  égales,  il  est  clair  qu’on  devra  tou- 
jours avoir  recours  à l’équation  (4a6),  qu’on  déve- 
loppera ensuite  convenablement. 

Par  exemple  , soit  proposé  d’intégrer  l’équation 
linéaire  * 

iïy—ZcPydx  4- tâctydx*—  zMydx3 

• -(-  1 zydx^  = xdx^ 4^0'  . 

On  a A—  in,  B = — 28  , C=a3,  D = — 8 et 
X = x'  donc  l’auxiliaire  est 

mK — 8m3  -{-  a Sm* — a8m4-  12=0, 

qui  a ponr  racines rn=  a , m.' = a,  mtï=  i et  m 3. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4a6)  , on  a 
> , f'xdx  ' 

y = e“  C fdxfe-^dxfe^dx  J -pr  * 

4.  cfdxfe-*dxfe**dx  •+•  c'fdxfe~zdx  4-  c fdz+c'"] , 
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et-  développant,  il  vient 


a43 


y = l-s^  + ce^+c  e'-J-c  xe“*  + c e**, 

J îa  ob 

r • 

qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équatioa  (b). 

43i . Considérons  maintenant  l'équation  linéaire  de 
l’ordre  n 

Aydxn-t-Bdydxn~,-\-Cd,ydx*~*.  . .+daytx'XÂxK 

T ' ‘ * 

■ £ équat.  (4M)3  » dans  Ie  ca*  °ù  les  coelnciens*A  „ 

B , C . . . sont  constans  et  X ==  o ; ce  qui  réduit  l’équa- 
tion précédente  à celle  * 

Ajdx"  -f-Bo!y  dx"  _ 1 -f- Cdydxn~' . . . -f-d"y=o . . . (44°),  i * 

dont  l’intégrale  complète  se  déduit  immédiatement  de 
celle  (4a7)  qui,  à cause  de  X = o , se  réduit  tout  de 
suite  à l’équation 

y = ce"1  + -f-cC“-»>yem^“0'x...(44i).  f 

-*  t 

43a.  Si  l’auxiliaire  de  l’équation  (44°)  a de®  racines  , * , . 
imaginaires  -,  par  exemple , si  m ±=  a -f-  b \/ — 1 et 
m'=a — b 1/ — 1 , alors  l’intégrale  (440  devient 

J» 

y=e**(  cetz^-,+-c'e-ix^-‘)  + c'em"x4*  etc. 

Mais f — cos  bx  ± (/ — 1 sin  bx  ; ♦ 

donc 

- 

y = e®*  [(c  + c')  cos  éx  -f-  (c — c')  j/ — 1 sin  bx)] 

-f-  c“em"*I+  etc. , 

ou  représentant  respectivement  par  c et  c'  les  cons- 
tantes arbitraires  c -f*  c'  et  (c  — 0')  on 

‘ aura  *»  ’ • . 

* ‘ < * ' ■ 

y = e“.x  ( c'cos  bx  -f-  c sin  bx  ) -f-  c*em',x-f-  etc (û). 

i6.r 
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EXEMPLE.  Intégrer  V équation  du  cinquième  ordre 

d5y — I ad^ydx-J-Sad^ydx* — I72d*ydx3-f-a56dydx* 

— 1 6oydx5  = o. . .%  . . (è).  - 

L’auxiliaire  de  cette  équation  est 
m5 — 6am3 — 173m1 -f-  a5Gm—  tGorio; 

dont  las  racines  sont  m.=3-J-2^/-i , m'=s a — aÿ-i  } 
m."— 3-f-  V — 1 , m'"= 3 — \/ — i et  m"—  a ; donc 
faisant  successivement  a = 2 , b = a et  a=5 , b-=i , 
la  formule  (n)  donnera  l’équation 

_yr=e3r[(ccos  ax-f-c'sin  2x)-f-eT(c"cosx-4-c'"sinx)+cn,3 
qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (è). 

433.  Lorsque  l’auxiliaire  de  l’équation  qu’on  veut, 
intégrer  a des  racines  égales , il  est  évident  qu’on  n» 
peut  se  servir  immédiatement  de  la  formule  (429)  , en 
y faisant , comme  cela  doit  être , X = o , parce  qu’alor* 

^ et’  c ^ . 

les  constantes  -g en  même  nombre  que  celui 

“des  racines  égales , et  que  nous  avons  respectivement 
représentées  par  c,c'. . . .(art.  43 1 J , seraient  des  quan- 
tités infinies  ) “il  faut  donc  alors  recourir  à la  formule 
(42G) , en  faisant  convenablement  le  développement  de 
chacun  des  facteurs  des  constantes  c , c' . . : . Mais  si 
toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  sont  égales  entre  elles , 
e’est-à-dire , si  l’équation  proposée  est  de  la  forme 

S T 

pnydxn  — npn~'dydxa~l 


n(n— *1) 


0 C‘ 

* dyda N"*. . . .:fc  dny— o (443)  » 


alors  l’équation  ( 4^6  ) , dans"  laquelle  il  faut  faire 
• /~r^r=°)se  réduisant  à celle 

J e”c*  0 * » . 
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y = eTX  [cfdxfdxfdx . . . . ,-f-  c'fdxfdx. . . . . 

. . . + et— OQ  ; ' . . 

on  en  conclura  tout  de  suite  que  l’intégrale  de  l’équa- 
tion (442)  £St  • 

y = epi  [cxn~ •+  c'xn— s-f-  c"x?~~3 ...... 

, • + et— *)'x  + ct— O'] (443).  ■ 

Exemple*!.  Intégrer  l'équation 

d3y  — i4d*ydx  -f-’f^dydx1 — gSydx3=  O. 
L’auxiliaire  de  cette  équation  est 

m3 — l4m*-f  64m  — gS  = o , ■ \ 

qui  a pour  racines  m = 6,  m'~  4 et  7n"=4î  donc 
ne  prenant  dans  l’équation  (4a 6‘)  que  les  termes  affec- 
tés des  constantes  arbitraires,  il  vient 

y s=  eCx  [c  fe~*xdx  fdx  -j-  c'  fe~*xdx  -f-  c*}. 

• * # • 

Or,  le  premier  terme  entre  crochets  est  =cfe~axxdx 

et  * ■’  * . . 

= - e~~ a*(x-j-£)  Qform.  (2i3),  art.  a65],  etle  secoua 

c'  ; ■ • 

terme  est  = e~1JI;  donc  représentant  respective- 


ment par  c et  c'  les  constantes  indéterminées  — - 


et 


fc-4-ac'l 

— -,  on  aura  pour  intégrale  complète  de 


y Ja  proposée 

y = e<r[/:x-f-  c'-f-  cV*]. 

» 

EXEMPLE  II.  Intégrer  l'équation 
d4y — Sd^ydx-f-afid'ydx* — 48dydx3-f-45ydx< = o (*) . 

(#)  Je  n’ai*donné  ce  second  exemple,  qu’afin  de  rendre  plus  sen- 
sible l’ntilité  de  notre  théorie , pour  intégrer  très-faéUemeutt’ei  laines 
équations  qu’on  aurait  beaucoup  dé  peine  à intégrer  «ubant  l’an- 
cienne théorie. 
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L'auxiliaire  de  cette  équation  est  • 

m* — 8/n3  + aSm’  — 4%m  ~h  4$  — 0 • 

l + 

dont  les  quatre  racines  sont  m = 3 , rri  — 3 , 
m“  r=  1 -J-  a y/ — i , m'"  = b — a y/—  la:  doue  ne 
prenant  dans  la  formule  (42  G)  , dans  laquelle  X=o, 
que  les  termes  affectés  de  constantes  arbitraires  c , 
e'.  . . . on  aura  # 

y p=s  ç3-*  [ cfdr  fe~^~,xdx  * 

4-  c'fdx  fe-<'-^~'>dx  4-  c'/<lx4-c"']/ 

et  développant,  en  représentant  toujours  par  c et  V 
les  combinaisons  de  ces  constantes  arbitraires  dans  leur 
état  primitif  avec  des  quantités  constantes  réelles  ou 
imaginaires,  on  a 

y = e*\ce-°^-' -fcV'K—]  -f  e3*  (c'x  4-  e'"). 

Mais  r5"5*  y/— 1 = cos  mr  Tp  sin  ox  y/ — 1 ; 

>'  » , 
donc  représentant  respectivement  par  ç et  c'  les  quan- 
tités c4-c(  et  ( c ' — c)  y/ — 1,  il  viendra  définitive- 
ment pour  intégrale  complète  de  la  proposée 

y — èx£c  cos  2x4-  Ç sin  2x  4-  e**  ( ("r+c1")]* 

434.  Le  troisième  cas  que  nous  allons  considérer 
relativement  à l’équation  linéaire  (4^4)  > est  c®lui  011 
tous  les  coefllciens  A,  B,  C. . .etX  sont  des  quantités^ 
constante»,  et  pou*  éviter  toute  équivoque  , nous  repré- 
senterons par  M la  valeur  constante  que  nous  suppo- 
sons à X ; c’est-à-dire , que  nous  nous  proposerons  d’in- 
tégrer l’équation  linéaire  \ . -i 

A 

Aydxn  -f-  V>dydx*~l  -f-  Cd*ydxn~l . , ...  .4*  dny 
• =»  Mdx* . .(444)-  ■ a, 

, * / , . s 

Puisque  le  symbole  X , dans  la  formule  (427)  [art-  4^1  > 


jf 
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représente  actuellement  une  quantité  constante  M,  on 
peut  le  faire  sortir  en  dehors  du  signe  d’intégration 
qui  l’affecte  , et  successivement  en  dehors  de  tous  les 
signes  d’intégration  qui  précèdent;  de  manière  qu’alors 
l’équation  (4» 7)  deviendra  } 


y = Memi  fet*'-Jtn>dx  

. . .fel^n-xy-"<n-‘y>dx  f + cC— yX— ,y» 

-f  eC*-»y*enC*_*y* cem’-  • • * O)  J 

= mC— ye-t—î®'*  '''  ' 

donc 

/yC—  »y-»(— C dx  — — 1 C à* 

1 J *-‘V,—ï&=vy  e-t— »)', 


m1 


* * r 


continuant  ces  intégrations  successives  en  remontant 
Jusqu’au  premier  signe  intégral  / ; effectuant  la  multi- 
plication de  l’intégrale  définitive  par  emr , et  faisant 
attention  que  le  produit  m.m'.rri' . . *)' ‘de  toutes 

les  racines  de  l’auxiliaire  , est  égal  au  dernier  terme 
de  cette  équation  , on  aura  pour  intégrale  complète  de 
l’équation  (444) . 

y = ^+ce,^4-c'«m,x-fc"e""*.-4-c(*',yemî,,',^*..(445). 

A 

C > ■ ' 

435,  Si  l’auxiliaire  de  la  proposée  (444)  ades  racine» 
imaginaires,  celles-ci  se  trouvant  toujours  de  deux  en 
deux,  nous  n’avons  besoin  que' d’en  considérer  deux 
conjuguées.  Supposa^  doue  qtie  m=s  a<j-  h {/ — 1 
, et  m'  — a — b ÿ — 1 , çt  représentant  par  la  seule 
lettre  Q,  tous  le*  termes  de  l’équation  (44$)  qui 
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sont  affectés  des’racines  réelles  de  l'auxiliaire . on  aura 
» . 

M < 

y — -f-  e“  [celxV~ ■+  c'é~ljY.~ -f-  Q. 

. » ♦ 

Mais  __  cog  jx  -h  s|n  £x  y — ^ donc 

M 

y — — -j-eax[(c-{-c')  cos  bx-j-(c-c')  [/ — i sinix^-f-Q  » 

y v 

f ou  représentant  respectivement  par  c et  c les  quantités 

constantes  arbitraires  HH"  c'  et  (c  — c')  y/—  i , on 
aura  définitivement 

M # - ' 

.y  = — + ew[c  cos  ôx  -f-c'  sin  ix]  +c''eIM"*+c,'"em"'* 

....... + c(^0'û^-0'x -....(446). 

456-  Si  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  de  l’équation 
(444)  sont  égales  , alors  passant  toujours  la  constante 
X = M en  avant  de  tous  les  signes  d’intégration  , 
l'équation  (4a6)  donnera 

y=e^[MfdxTdxfdx. . . .f^+  cf*~'dx 

-f-  c fn~*dx"~*-\-  c"  f*—3dxn’~3 . . ._.  ,+cC—y]  (*). 

• f^ctcc  * • 

Mais  M fdx  fdx.  v ... /jj»  avec  un  nombre  n de  signes 

IVI  ' ' ' • \ 

intégraux , est  = i:  - t mj  , le  signe  positif  si  » est  un 


m e 


nombre  pair , le  signe  négatif  dans  le  cas  contraire  ; et 
pt.  isque  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  sont  égales  à m , 
on  a A = ± run,  les  signes  positif  ef’négatif  dans  les 
mêmes  cas  que  précédemment  j donc  lorsque  toutes  les 


(*)  Voyez  pour  les  expressions  des  tonnes  affectes  des  constante,» 
arbitraires  c , </,  c" . . , l’équation  (4o3j,  en  y faisant  qx  constante^ 
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racines  de  l'équation  proposée  (444)  30ût  égales , son 
intégrale  complète  est 

y = e“*  Ccx"— ‘+  c'x*—+  c"x“-3 .... 

. . . . + <*■— Vx  + cC*-0']. (447). 

437.  Nous  allons  enfin  examiner  le  cas  où  tous  les  . 

coefliciens  £ , B,C,  D Xde  l’équation  (4M)  sont 

fonction  de  la  variable  x.  Mais  avant  de  commencer 
cet  examen , nous  observerons  que  l’intégrale  complète 
d'una*équation  différentielle  de  d'ordre  n étant , par 
exemple , 

yï=cFx+c'F'x+c"F”x. . . .-f- cO-O'FC"-1)'*. . . . .(a)  , 

il  est  clair  que  si  l’on  fait  successivement  toutes  les 
constantes  arbitraires,  excepté  une,  égales  à zéro;  la 
constante  conservée  étant  successivement  c , ensuite  c , 
après  cela  c",  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  jusqu’à 
celle  c(~n~ 0',  on  aura  un  nombre  n d’intégrales  particu- 
lières , ou  valeurs  particulières  de_y  qui  seront  successi- 
vement cFx,  c'F'x,  c“F"x.  . . . c(-n~ O'Ft"- ; donc  si 
l’on  peut  parvenir  à connaître  les  n intégrales  parlici\- 
lières  de  l’espèce  que  nous  venons  de  considérer,  d'une 
«quation  différentielle  de  l’ordre  n,  on  en  conclura 
subitement  l’intégrale  entière  et  complète  de  cette 
équation.  1 , •' 

438.  Afin  de  simplifier  le  calcul  et  de  fixer  les 
idées  dans  nos  recherches  sur  l’intégration  de  l’équa-  ' 
tion  linéaire  de  l'ordre-n  (4M)  > lorsque  tous  les  coeffi- 
ciens  sont  des  fonctions  de  la  variable  x , nous  ne  con- 
sidérerons d’abord  que  celles  du  troisième  ordre  ; 
c’est-à-dire  que  nous  nous  proposerons  d’intégrer 
l'équation  , 
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dans  laquelle  A,  B,  C et  X sont  des  fonctions  de  x. 
Faisons  . 

y — <P  (*)  //(x)  dx (b), 

en  représentant  par  <p  (r)  et  f(x)  deux  fonctions  in- 
déterminées de  x , que  nous  chercherons  à déterminer 
d’après  la  condition  que  cette  valeur  dey  [équat.  (è)] 
satisfasse  à 1 équation  (a). 

DHFérentiant  trois  fois  de  suite  l’équati(?fi  (i),  on  a 


dx 

ddy 


dx 1 


ddçÇx)  f \ j , ndç  [x')  f x | 

■—d—ff^dx  + —dt-f&l 


, WrNf//(X) 

+*Mdr~> 


.(c). 


;-+H^igLH»ÉgS« 

Substituant  ces  valeurs  et  celle  dey  [éqiiat.  (£)]  dan* 
l’équation  (a) , on  a 


j~Ap(r)  + B 


dç(x)  ’ daf(x)  r,d>(r) 


tir 


+ C 


tir1 


+ D- 


dx* 


4-  [b,  (x)  + 2c  ^ + 3D  ^]/(x) 

■ + [€,M+3h¥]  'TT  +D*«^â 


=x. 


•00- 


. i iîv 


(*)  On  a généralement 

d-r  _ d*<f(x)  n(n-0 

. dx-'  J C ^ 2 </.*-’  "dl^ 

n(n— i)  (« — m>  tf"~^x)  tt’/(x)  , , d--f(x)  .. 

"*  a.î,J  ' dx*-*  </t*  ^ 
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Or,  à cause  de  la  fonction  indéterminée  p(r)  de  x, 
on  peut  prendre  le  coefficient  de  ff(x)  dx  = o,  ce  qui 
donne  pour  déterminer  <p  (x)  , l’équation  iff 


•••(«)» 

et  pour  déterminer  f (x) , l’équation 

A'/(x)  + B'  4.  C'  = X . : . Cf) , 


dans  laquelle  nous  avons  fait,  pour  abréger. 


A^W+aC^  + SD^ 


. B'=C>(x)+3D^ 

C'  = D <px 

t Or , l’équation  (e)  n’est  autre  chose  que  celle  (o)  ^ 
en  faisant  dans  cette  dernière  équation  X = o , et  y 
mettant  ? (x)  à la  place  de  la  lettre  y qui  représente 
elle-même  une  fonction  de  x.  Quanta  l’équation  ( f ), 
elle  est  d’un  ordre  immédiatement  inférieur  à celui  de 
l’équation  proposée  (o).  * 

Faisant  actuellement"'  , . 

_ ' /(*)  = <?>(*)  dx...  .JJi) , 

en  représentant  par  g,  (x)  ,f(x)  deux  nouvelles  fonc- 
tions indéterminées  de  x , on  a 

f dx  '•h  9,{*}ffcÙ 


dx  dx 

df(x)  _ d‘Ç,(x)  , 

-fcT  — >/«(*>  ** 


>V 


•,4-P: 


0% 
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Substituant  ces  valeurs  et  celle  de  f{x)  £équat.  (A)] 
dans  l’équation  (f) , il  vient 

'*  [a>,(x)+B' d-?£Ù  + ff  (x)rfx 

• , -f  [b>,  (r)  + 2C'  ^l]/l(x) 

+ c>1(x)^  = X.-.. 

Or,  à cause  de  l’indéterminée  <p,(x)  , on  peut  faire 
dans  cette  dernière  équation  , le  coefficient  de  ff,(x)dx 
=o  , ce  qui  donne  pour  déterminer  <pt(x) , l’équation 

A'fcM+rÔga  + c ^î=o  ,....(0. 

laquelle  est  la  même  que  celle  ( f ) , en  faisant  dans 
cette  dernière  équation  X = o , et  y substituant  ?,(x} 
àf(x).  L’équation  (/)  réduit  celle  ( [k ) à l’équation 

.A'yi(x)  + B''^=X..;....(m), 

dans  laquelle  on  a fait 

A-=B>,W+aC^|  . , Wi 

B"=C>,(x)  3 > / 

qui  n’est  que  j|u  premier  ordre , et  qui  sert  à déter- 
miner/;(x).  « 

Faisant  enfin  s » 

/.(*)  = ipi(r)  ffjjc)  dx (o) , 

en  représentant  par  p»(x)  et  fi[x)  deux  fonctions  in- 
déterminées de  x,  on  a 
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et  substituant  cette  valeur  , ainsi  que  celle  de  _/l(x) 
dans  l’équation  (m) , il  vient  celle 

[à>,(x)  + B'  //.(*)  dx+W^(x)f>x = X ; 

dans  laquelle  faisant  le  coefficient  de  f f^x)dxr=  o,' 
à cause  de  l’indéterminée  p,(x) , on  aura  pour  déter- 
miner pa  (x) , l’équation  L 

AV(x)  + B"~ ^4.0 00» 

JO  *1 

qui  est  la  même  que  celle  ( m ) en  faisant  dans  cette 
dernière  équation  X = o , et  y substituant  à la  place 
de/"t(x)  la  quantité  p„(r).  Enfin  on  aura  pour  déter- 
miner^ (x) , l’équation  sans  facteurs  différentiels* 

Mais  B"  = C'p,(x)  fa*  équat.  en  («)]  , et  C'=  Dp  (x) 
£3*  équat,  en  (g)J , donc  B"=  Dp(x)p,(x)  , et  par 
conséquent  , 1 

, * ;**v (r)-*  - 1 . 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (o)  , ensuite 
celle  qui  en.résnlte  po*|f  f (x)  dans  l’équation  (/»)  , et 
enfin  substituant  la  valeur  que  l’on  obtient  de,/"(x) 
dans  l’équation  (i)  , on  aura 

x)dxMx)dxf . . o). 

Donc  si  l’on  peut  parvenir  à intégrer  les  équations  ( e ) , 
(/)  et(p),  on  aura  l’intégrale  de  la -proposée  (a). 
Mais  nous  allons  simplifier  ce  calcul  en  faisant  voir 
que  si  l’on  parvient  seulement  à intégrer  l’équation  (e), 


i -V 
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on  n’aura  plus  besoin  d’mtégrer  les  suivantes  (/)  et  (p) 
pour  avoir  p,  (x)  et  p»(x). 

En  effet,  multipliant  l’équation  (e)  par  fo,(x)  dx , 
et  ajoutant  à ce  produit  l'équation  (/)  après  y avoir 
substitué  les  valeurs  de  A',  B'  etC'  groupées  en  ( g)  , 
on  aura  , 

MWfo ,(x)dx+B  foi  (*)  dx+<p(x)  tp,  (x)J 


i r r /v  s i ~ (pc)  ✓ \ • 

Li7/,,(l)^+3irf(I)‘Wl)  ~dx~  J 


Or  , il  est  aisé  de  voir  que  les  polynômes  que  mul- 
tiplient B , C et.  D sont  respectivement  les  différen- 
tielles des  premier , second  et  troisième  ordres  de 
ç(x)  f<p,  (x)  dx  , divisées  par  dx  élevée  à une  puissance 
égale  a l’ordre  dé  différentiatio^;  donc  l'équation  pré- 
cédente se  réduit  à celle  t 


•+-G 


d%9(r)fo,(t)dxj_ 
dx* 


-D 


dx 

d'[p{x)fo^x)dx1 


dx3 


laquelle  est  exactement  la  même  que  l’équation  (e)  , en 
mettant  dans  cette  dernière  la  fonction  de  x exprimée 
par  ip(x)  fo,(x)  dx  à la  place  de  celle  représentée  par 
<p(x).  Donc  si  l’une  des  intégrales  particulières  de 
l’espèce  de  celles  que  nous  avons  considérées  à l’ar- 
ticle 437  de  l’équation  (e)  est  <p  (x)  = c4>  (x) , une 
autre  intégrale  particulière  de  même  espèce  que  nous 
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représenterons  par  c'o'(x)  de  l’equation  (e) , sera  égale 
à <p(  v)  , ou  plutôt  à c4>  (x)  /c,4>,(x) dx  , eu 

mettant  a la  place  de  <px  sa  première  valeur  particu- 
lière dans  l'équation  (e),  et  à la  place  de  ç,  (x)  sa  pre- 
mière valeur  particulière  c,«>,  (x)  dans  l’équation  (/); 
on  aura  donc  cc,<l>  (x)  /|1>1  (x)  rlx=  c'<l>'(x) , d’où  l’oa 
tire  l’équation 


cc. 


qui , différentiée  et  divisée  par  dx , donne 


C.(x)  = 


. cc,dx 


ÜîMl 


De  même  représentant  par  c*4>"(x)  la  troisième  inté- 
grale particulière  de  l’équation  (e),  et  par  ci<t>'(r)  la 
seconde  intégrée  particulière  de  l’équation  ( l) , on 
aura , par  un  raisonnement  semblable  au  précédent , 

' - .«(■•••■  i 


(■»)  = ~ ,,  ■ 
O cc,ax 


Si  actuellement  on  considère  que  l’équation  Q>)  est 
à l’égard  de  celle  (/)  , ce  qu’est  cette  dernière  équa- 
tion par  rapport  à celle  (e)  , on  en  conclura  aisément 
que  l’intégrale  de  l’équation  du  premier  ordre  (p)  étant 
<p,  (x)  =c»<t>1(x)  , on  a 


.*■'»  C,Q0X' 


L-fa» 


>4*0 J’ 


(»)[*]•  ♦ 


■ ' f , 

. £*]  D’ailleurs  si  l'on  veut  se  convainc#*,  U priori,  de  la  vérité 
de  celtaf  équation  (w)(.  on  q’a  qu'à  nyjjy plier  l’équation  U)  par 
/<?.  (x)  dx  , ajouter  nu  produit  lVquajiTfn  (p)  , en  y substituant  le» 
valeurs  de  et  de  B"  groupée*  en  [n)  t rassembler  les  termes  qui 


•/ 
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Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  respectives 
de  <!>',  (x)  et  de  <I>,  ( ’x ) [ équat.  (v)  et  (u)]  , on  a 

Ces  valeurs  étant  obtenues , commençons  à mettre  dans 
l’équation  (.s)  les  symboles  O(x),  <l>,(x)  , <I>a(x)  qui  re- 
présentent les  premières  intégrales  particulières  des 
équations  (e)  , (é)  et  (p)  divisées  par  les  constantes 
arbitraires  correspondantes  c , c,  et  c,,  à la  place  des 
symboles  respectifs  <l>(x) , <*>,(x)  et  <li„(x) , et  ensuite 
substituons  à la  place  de  <I>i(x)  et  de  <t>,(x)  leurs  valeurs 
respectives  [équat.  (u)  et  (x)],  ce  qui  donnera  , toutes 
. réductions  faites  , • - • 


i 4 


ont  lé  même  coefficient  , ce  qui  donnera 

A'<f,{x)fç,(x)dx+ B'  ^ /♦•(**)  (*)?»  (i)J 

; +C'  = * ' 

• • 

-Or  les  polynômes  qui  multiplient  et  (7  sont  respectivement  les 
différentielles  «lu  premier  et  du  second  ordre  de  (a*)  dx 

diviséespar  dx  élevée  à une  puissance  du  même  degré  que  l’ordre 
de  différentiation  $ donc  l’équation  précédente  se  réduit  à celle 

\ ” • 7 . 

Or,  cette  dernière  équation  est  du  même  ordre  et  a les  mêmes  coeffi- 
cicns  que  celle  (/);  donc  si  l'une  des  intégrales  particulières  Je 
réqj^tion  •{  l ) est  Ci4>,(ar) , l’antre  intégrale  particulière  de  la  même 
équation, que  je  représente  par*?'  ♦ ' (x),  sergégale  à qt\x)f  q*{x)dx, 
onjdutôt  à c t{x)f  n{x)dXf  en  représenta nt  par  ^»(x)=<?*«&a(ar) 


l'intégrale  de  i'éqtiatfdn  (•)»  ) j^dotac  f fl*a(x)  dx  zz 


é'  $'(x) 


' ""r/ C.c*  *7(i) 

par  la^ifféremiation  et  divisant  par  dx , jon  tire  l'équation  (w). 

y ='*  (x) 


» 
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>=•(4  /àrïMi  pryrM-(i^w 

_ J L (*)_U  L^'Cx)— J 


a57 

n* 


‘j 


Xdx3 


^<S£K^X£$};, 

ce  qui  est  l’intégrale  demandée  de  l’équation  (a),  et 
dans  laquelle  il  n’entre  que  les  intégrales  particulières 
de  I équation  (e)  , que,  par  analogie  avec  la  théorie 
developpee  dans  les  articles  4a3  et  suivans , nous  appel- 
lerons  auxiliaire  différentielle ; ainsi  toute  la  difficulté 
pour  intégrer  les  équations  de  la  forme  (a)  , se  réduit 
a celle  de  l’intégration  de  l’auxiliaire  différentielle  (e); 

mais  malheureusement  cette  intégration  offre  la  plupart 
du  temps  des  difficultés  presque  insurmontables.  Cepen- 
dant nous  remarquerons  que  si  l’on  peut  parvenir  à con- 
naître deux  seules  intégrales  particulières  c<t>(.i)  , cV(x) 
de  1 auxiliaire  différentielle  (c),  on  aura  l’intégrale  de  la 
proposée  , en  intégrant  l’equation  différentielle  du 
premier  ordre  (m)  dont  les  coefficiens  A"  et  B"  seront 
connus,  puisqu’on  connaîtra  alors  les  deux  intégrales 
■ ?(x)  et  <p,(x),  ou  plutôt  c<t>(x>,  c,<t>,(x)  [équat?  (u)] 
qui  entrent  dans  leurs  valeurs  [ equatiens  groupées 
en  <g)  et(n)]. 

On  voit , en  suivant  attentivement  les  raisonnemens 
précédens  sur  l’intégration  des  équations  linéaires  du 
troisième  ordre  à coefficiens  fonctions  de  la  variable  x, 
qu  on  pourrait  aisément  les  étendre  aux  équations  de 
cette  espèce  d’un  ordre  quelconque. 

, Si  1’étIuation  Proposée  n’est  que  du  second  ordre 
c est-à-dire  de  la  forme 


oo. 


A y 


= X (z), 


a. 


l7 


\ 
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ê ‘Alors  son  auxiliaire  différentielle  étant  seulement  du 

second  ordre  et  de  la  forme 

. A?W  + - et  ' v '* 

n’anrait  plus  que  les  deux  intégrales  particulières 
cç(x)  et  cV(x)i  ainsi  l’équation  (s)  se  réduuant  dans 

ce  cas-là  à celle 

t P AflX 

y = . * (*>  dxJ  c#(x)«,W  ' 

dans  laquelle  )’ai  mis  respectivement  c*  (a?)  et 
à la  place  de  <p(x)  et  de  *,(*)  , et  C » la  place  de  D , 
on  n’aura  plus  qu’à  substituer  la  valeur  de  don- 

née par  l’équation  (u)  , ce  qui  donnera  * 

C,  r®'Cc)  C ^dxL. ... . .(b'y. 

y = <b(x) ] d \j^)J  , 

Exemple  I.  Intégrer  l équation 
6ydxs-r6xdx*dy-f3isdxd“y— x1d5y4-Rd*3=o  • • s -Cc')* 
Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle  (a), 

il  vient  . 

A = 61B  = -6^,C=3x*,D  = -x’etX=-x. 

* DonC  l’auxiliaire  différentielle  de  la  proposée  est 

6?(  c)d^—Gxd^dç^)+5x‘dxd‘(f  (x)— x?d?<f  (x)  = o , 

dont  l’intégrale  complète  est  ' * 

ç (r)  = ex  •+■  c'x'  -f-  c"x3  ; . 

donc  c4>(x)  — ex , ou  <i>(x)  = x; 

de  même  «*.  ♦'(r)e=*s. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (j)  . en  a» 


le 


des  ordres  supérieurs#  a5o 

toutes  réduction»  faites, 

y = x fdx fdxj%ip=z x /^[éq.  C*o3),  a*  4o9] 

p ~ 3Jf/  cjr'+  c'x + 

[voyez  la  forai.  (4o4) , art.  4io]  , et  effectuant  les 
intégrations  , on  aura  l’équation 

y =xl  \/jo  + ex3  -)-  c'x*  -f-  c*x (d") , 

en  comprenant  dans  Inconstante  arbitraire  c"  la  quan-' 
tite  constante  | -f-  c".  > 1 ’ “ 

Supposons  qu’on  ne  connaît  que  les  deux  intégrales 
particulière,  ♦ (*)  = x et  o'(x)  =x*^de  l'auxLire 

différentielle , ce  qui  donne  4»,(x)  = il  [équat.  (a)]; 
on  donc  A-=t"  „ ràSt4»«t  (n)]; 

“a!tles>atî0n8  <£>  don"«t  B'  — Ccx  + 3Dc 
et  C = Dcx;  donc  B'^Sex3 — 3cx3=  o et  C'  — _ 

CX<'  ce  qui  donne  A"=o  et  B*«-CV.  Mettant 

ces  valeur» dans  l’équation  (m) , il  vient  c'x3  = . 

dx  ' ’ 

ou  df, ; (x)  = ~ , et  intégrant  ona/(i)~ 

+ c*.  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  ( h ) Il  j 

vient  /(x)  =—  JL.  f—  j_£^£*  ^ v , 

• K 1 uc  J x*  + ’ et  lnteSrant  en 

ajoutant  une  constante  c*  à l’intégrale  détona 

f c"  ** 

aex"’"T’  en{*“  substituant  cette  va- 

leur de /x  dans  l’équation  (b),  ainsi  que  celle  de 
— ex,  et  ajoutant  une  constante  c,v  à l’intégrale 
Éà  l7* • 


l V 
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de  f{x)  dx  , on  a y = ^ J*  ^ +</  c"  xfxdx-\-C—  xfdx 

-l*c,vx  = xl  ÿx  -j~ 


c'cV  . c"x* 


2 1 — + Cl,x  -,  ou , repré- 

sentant respectivement  les  quantités  constantes  arbi- 
c'c"  c" 

traires  , — et  c”  par  c , d et  c , on  a 

a a r 

A , 

y =xl  y/x  + ex3  -f-  c'x*-f-  c'x  , 
résultat  identique  avec  celui  de  ( d ')  trouvé  précédem- 
ment. » ‘ 

Exemple  II.  Intégrer  F équation  • 

* i'  vdx*  9 

ydxa— xdydx+x*  (lx— î ) ddy-{-  = o ...... ( e'). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(fi),  on  a A=i,  B = — x , C=x*(Ax — t)  et 

JC  * 

X = — — ; doncl’auxifiaire  différentielle  de  la  propo- 
sée est  l'équation  • , 

<p  (x)  dx? — xdç  (x) dx-f-x?( Ix—i) ddq>  (x)  ==o, 
qui  a pour  intégrale  complète  ' 
ç (x)  ==  clx  + c'x  ; 

donc  4>  (r)  ~ lx  et  4>'(x)  = x.  Substituant  ces  valeur» 
dans  la  formule  ( b ')  , on  a 

..  /—  Afe—  r — ^ 


7 /**(  /.r  — i ) d±  f*  — dx 

J U^ÿ  J x\u-iÿ 

. v , r ‘ ’•  * - 

Or,  — f—rï— — a = 7“ 1-  c'»  donc 

/{lx — î )dx  T — dx  C dx  , r{Lx-\)dx 

(uy  J x{ix—iy~J  {ixy^J  {ix) 
=c+C&+f(!xÿ' 


{ixy  K 
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des  ordres  supérieurs:  affi- 

et  par  conséquent  on  a pour  intégrale  complète  de  la 
proposée 

y=zclx+c’x  + lx  /*! Cf)> 

Si  l'on  veut  effectuer  l’intégration  indiquée  dans  le 

dernier  terme  , il  faudra  mettre  sous  la  forme 
• ’ ( Ix )* 

de  , et  faisant  Jx  = z , d’où  x = e* , on  aura 

c^dzi 

à intégrer  — — • Or,  la  formule  (214)  [art.  aSS]  donne 

•%  . • 

donc  remettant  à la  place  de  z sa  valeur  Ix  , orf  aura 

, p dx  e^r  ,a  i a-3  ,>>3.3.4  , x "1 

V (Zr)*  = &L1+7i  + C^Tl  + W+  J* 

il  n'y  a donc  plus  qu’à  substituer  cette  valeur  dans 
l’équation  CfO> 

43.9.  L’équation  (c')  du  premier  exemple  de  l’article 
précédent  , et  généralement  toutes  celles  d’un  ordre 
quelconque  n de  la  forme  de  l’équation 

aydxn-{-bxdx’i~,dy-\-gx,dxn~td‘y-\-hx3dxH~3d?y 

. . . . -\-x"d"y='X.dxn .... (448)  , 

dans  laquelle  a,  b , g , h représentent  des  quan- 

tités constantes  déterminées,  peut  toujours  s’intégrer 
par  les  méthodes  enseignées  aux  articles  igZ. . -43o  ; 
c’est  à-dire,  qu’on  pourra  toujours  transformer  l’équa- 
tion (44#)  en  une  autre  dans  laquefle  il  n’y  aura  de 
coefficient  fonction  de  x que  celui  X de  dx",  dans  le 
second  membre. 

Le  premier  moyen  qui  semble  d'abord  devoir  opérçr 
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flfia  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 
.d’une  manière  très-simple  cette  transformation , est 
de  faire 

x = e*.  » 

car  prenant  dx  constante  , d’où  dxz~p  = f)zdzn~t, 
tous  les  termes  de  la  transformée  seront  multipliés  par 
e"z,  et  divisant  par  ce  facteur  commun , il  ne  rest.era 
plus  dans  le  premier  membre  aucun  facteur  fonction 
de  la  variable  primitive  z.  Mais  observons  que  d'après 
l’équation  de  relation  (a)  pour  la  transformation,  on  ne 
peut  faire  dx  constante  qu’en  prenant  z—  oo.  En  effet, 
dilférentiant  deux  fois  de  suite  l’équation  (a) , en  con- 
sidérant dx  comme  constante  , on  a e*0 dz+dz*)  = o ; 
or  e qui  est  la  base  du  système  des  logarithmes  natu- 
rels étant  élevée  à la  puissances,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  cét  exposant,  ne  peut  être  =o;  on  ne  peut  donc 
satisfaire  à l’équation  précédente  qu’en  faisant  ddz-{-dz* 

= o , d’où  — ou  dldz  = — di , équation  qui  étant 

intégrée  , donne  Idz  t=  — z -{-  c ; mais  Idz  = — 5 ; 
donc  5-f-c=zrOui  = z.  Ainsi  ce  moyen  de  transfor- 
mation que  je  n’ai  exposé  ici  qu’alin  d'empêcher  les 
commeuçans  de  s’en  servir , est  des  plus  mauvais  -,  il 
faut  donc  en  chercher  un  autre , et  voici  celui  qui 
nous  paraît  réunir  à l’exactitude  le  plus  de  simplicité. 
Divisant  l’équation  (44&)  par  cÿcn,  on  la  complettera 
sous  le  rapport  différentiel , en  considérant  toutes  les 
différentielles  de  tir  jusqu'à  l’ordre  n — t comme  va- 
riables , par  le  moyen  enseigné  à l’article  5a  ; ensuite 
faisant  x = e*,  et  prenant  dz  constante  , ce  qui  donne 
(frx  ■=  e'dzï,  on,  substituera  dans  l'équatior^  différen- 
tielle complète  obtenue  , les  valeurs  respectives  ezdz, 

ezdz%,  ezdz 3 de  dx,  d*x , (Px , ce  qui  donnera 

une  équation  linéaire  de  l’ordre  n entre  les  deux  va- 
riables^ et  z , et  dans  laquelle  tous  les  coef&ciens  des 

> ' * 
t 

✓ 1 . 
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termes  où  se  trouve  y , et  les  différentielles  de  cette 
variable  seront  constans.  Ainsi  l’intégration  de  la  trans- 
formée de  la  proposée  rentrera  dans  les  cas  que  nous 
avons  examinés  aux  art.  4^3. . . .43o. 

Pour  rendre  ceci  plus  sensible  , proposons-nous  d'in- 
tégrer par  celte  méthode  l’équation  (c’J  de  l’article 
précédent , qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (448). 

Cette  équation  (</)  £ art.  438]  étant  divisée  par  tir3, 
donne  celle 

çy~  6xÈ  + 3x‘  % ~ ^ + x = °--  • ••(*)• 

Substituant  dam  cette  équation  les  valeurs  de  -y-7- 

dxr 

et  de  < ou  de  (f,)  et  (<pa)  prises  dans  la  table  (5i) 

[art.  4.0 ] , 11  vient  l’équatibn  différentielle' complète 
du  troisième  ordre 

6v  £xdy  I ^ 

y dx'  dx3  dx3 

, x3dyd'x  , 3x*d'y d'x  ^dy{d'x)'  , 

+ d^-^—é h—  +*=°>-V-. 

Mais  faisant  x.==  e*.  , 

.et  regardant  dz,  comme  constante  (*)  , on  a dxz=ze'dz, 

— — ■ ■ hl  ■ ■ ■ . ■ ■ - , , -i  ~ . ' . 1 . . ~ 

(*)  Il  est  il  propos  d’observer  que  l’éqnîtion  jr  = e*  n-’est  pu* 
incompatible  ares  dz  — const.  , comme  l’était  la  même  équation 
avec  dx= const.  ; car  en  différentiant  deux  fois  de  suite  cette  écjua-r 
tion , en  considérant  dx  comme  variable  et  dz  comme  constante , 
J op  a ddx  rxx‘dz‘,  d’où  4x—dzf e’dzxxe’dz-f-cdz  et  x=xe‘-f -ci-t-c'; 
mais  ict1,  donc  cz-f-c'xz.o , équation  qui  ne  peut  exister  tant 
que  z représente  une  variable , qu’en  tant  qoe  c — o , et  par  consé- 
quent cf—  o ; ainsi  J 'hypothèse  çlc  dx  variable  et  de  dz  constante 
nous  ramène  h l’équation  de  relation ï = «*o»:=/i,  pour  la 
transformation  , au  lieu  que  l'hypothèse  de  dx  constante  et  de  t/s 
variable , bien  loin  Afi  ramener  4 l’équation  isli r mène  il  * = x>. 


Digitized  by  Google 


S 64  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 

d,xt=é*dz*  et  (Px  = ezdz3  ; donc  par  la  substitution 
de  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  a, 
toutes  réductions  faites, 

Vy  cd‘y  , i\dy  c /N 

*=*  à ~ 6 2? + ~à  ~ 6y w-  •> 

. « J * ' m 1 * ' ' ' ( 

Or , l’auxiliaire  de  cette  équation  est 

m3 — 6ma  + 1 1 * — 6 = o Q équàt.  (4a5)3 , 

qui  a pour  racines  m — 1 , m'  ==  a et  m"=  3.  Donc 
l’équation  (429)  donnera  pour  intégrale  de  la  trans- 
• formée,  l’équation 

ou , effectuant  les  intégrations , il  viendra  l'équation 
y + ce*  + c'e’1  -+-  ce31 (/)  , 

dans  laquelle  nous  avons  représenté  par  c la  quan- 

• a • 1 îic  *4*  3 • 

tité  constante  indéterminée  - — - — : mais  el—X,  d’où 

4 

z = lx  ; donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 
if) , il  viendra 

y = -f-  ex  -}-  c'x*  4-  c"x’, 

■ 

qui  est  l’intégrale  complète  demandée,  et  est  identique 
avec  celle  (4')  trouvée  à l’article  438. 

44o.  L’intégration  de  l’équation  (44®)  nous  conduit 
d’une  manière  bien  simple  à celle  de  toute  équation 
de  la  forme  . 

oycir"4  bip- f*  qx)  dx"~'dy  + g (p  4-  qx)*dxa~*dy 
...;+ip  + qx  )ndny  = X2xn . . . i . (44g) , 
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dans  laquelle  p , q , a , b , g sont  des  quantités 

constantes  , et  X une  fonction  de  x.  En  effet , fai- 
sant p -j-  qx  — qz , d’où 

(a) x — z — - et  dx—dz\ 

? 


ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (44.9)  > 
.et  représentant  par  Z ce  que  devient  X lorsqu’on  y 
a substitué  la  valeur  de  a:  Q équat.  (a)] , on  aura  la 
transformée  ■>  , 


aydz"-j-bqzdzn~'dy-+-gq‘z!‘dz,n~*dy. . .-\-qnz"dny—Zidz”} 

qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (448) , et  que  par 
conséquent  nous  savons  intégrer  (art.  4^.9  )• 

i • 1 

44 1 . Etant  donnée  entre  les  trois  variables  x , y , a 
l’équation ^néaire  par  rapport  à y et  z , et  telle  que  celle 


Ar+^g+4^'+^+A'‘+B'£ 


+C'  dx*+JJldx3‘ 


,d"z  _ x 


,(45o). 


dans  laquelle  les  coelliciens  À , B A, , B,.. . . sont 

constans  ou  fonctions  de  x , et  X est  une  fonction  de  x, 
il  est  clair  qu’on  pourra  y satisfaire  d’un  nombre  infini 
de  manières,  en  faisant  le  polynôme  du  premier  mem- 
bre qui  ne  contient  que  z et  x,  ou  celui  qui  ne  con- 
"*  tient  que  y et  x , égal  à une  fonction  indéterminée 
de  x que  je  représente  par  J , ce  qui  donne  l’autre 
polynôme  = X — J;  on  a donc  deux  équations  diffé- 
rentielles linéaires  de  l’ordre  n , l’une  par  rapport  à 
y et  x , l’autre  par  rapport  à z et  x qui  étant  inté- 
grées séparément  suivant  les  méthodes  enseignées  pré- 
cédemment , donneront  des  équations  primitives  telles 
que  _y=F(x,£)  et  z = F’(x,£)  qui , évidemment  , 
devant  satisfaire  en  même  temps  à la  proposée. 


aG6  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES 

Les  problèmes  qui  donnent  lieu  à de  pareilles  équa- 
tions  différentielles  (45o),  sont  indéterminés,  à cause 
de  l’indéterminée  £ qui  entre  dans  les  valeurs  de  y 
et  de  z,  et  qui  permet  de  trouver  un  nombre  infini 
de  valeurs  différentes  de  y et  de  z qui  satisfont  en  même 
temps  à la  proposée  (45°) • 


44a-  Remarque  I.  Puisque  les  équationsy=F(a;)  £) 
et  z=F'(a?,  ç)  satisfont  à l’équation  (45o),  quelle  que 
soit  la  fonction  de  x représentée  par  Ç , et  que  pour 
une  seule  de  ces  fonctions  prise  a volonté  , les  deux 
équations  précédentes  sont  les  protections , 1 une  sur 
le  plan  des  xy  , l’autre  sur  le  plan  de  arzd  une  courbe 
à double  courbure , nous  en  conclurons  qu  il  y a un 
nombre  infini  de  courbes  à double  courbure  qui  sa- 
tisfont à l’équation  (45o)  ; car  outre  la  fongtioh  indé- 
terminée £ de  x qui  entre  dans  les  valeurs  dey^  et  dez, 
c’est  qu’encore  il  entre  dans  chacune  de  ces  valeurs 
un  nombre  n de  constantes  indéterminées. 


443.  Remarque  IL  Si  l'état  de  la  question  qui  & 
donné  lieu  à une  équatiqn  différentielle  de  1 ordre  n , 
telle  que  celle  (45o) , indiquait  que  cette  équation  ap- 
partient à une  surface  courbe  , alors  faisant  successi- 
vement z et  y o , on  aurait  les  deux  equationâ 


linéaires  de  l'ordre  n , 

A-y  + B s + c é- 


dx 


= X, 


A,z+b,È+C' 


d*z 

dj? 


qui  étant  intégrées  , donneraient  respectivement  les 
traces  de  la  surface  en  question  sur  le  plan  des  xy  et 
sur  le  plan  des  xz. 


444-  Pour  rendre  plus  sensible  ce  que  nous  afons 
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dit  dans  les  trois  articles  précédons  , par  des  exemples, 
proposons-nou||4’ abord  de  trouver  les  valeurs  de  y 
et  de  z en  fonction  de  x qui  satisfont  en  même  temps 
à l'équation 

J 

1 5 ydx*  — aodydx  -f-  5d‘y  — 63zdx*  -f-  adzdx 
• -f-  d‘z  — e**dx*-. (a) 

ou  , parlant  géométriquement , cherchons  les  traces 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  des  surfaces  cylin- 
driques qui  , par  leurs  intersections  dans  l’espace  , 
engendrent  des  lignes  à double  courbure  dont  tous  les 
points  satisfont  àTéquation  (a). 

Faisons  pour  cela  J;  = eix , C représentant  une  cons- 
tante indéterminée,  et  par  conséquent  commençon» 
à poser  l’équation 

— 63s dxï-\-  adzdx  -f-  d2z  = e^xdx% ....  a (b)  , 
ce  qui  réduit  la  proposée  à l’équation 


3ydx* — /)dydx  -f-  cPy  = 


e,T — eCx 


Or,  l’intégrale  de  l’équation  (é)  est 


z = ce^+c'e-s*- 


Jx 


(“ — 7)  (£+9) 


dx*. . . .(c). 

» 

. . (d)gart.  4a4ü  » 

* 


et  celle  de  l’équation  (c)  est 


y =c,e3x — c[e~* — 


Cx 


5(£—  i)(£— 3)  b ‘ 


Telles  sent  les  équations  des  projections  des  lignes  à 
double  courbure  dont  tous  les  points  satisfont  à 
l’équation  (a),  et  ces  projections  peuvent  varier  à 
l’infini  de  figure,  à cause  de  la  quantité  indéterminée  C. 
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Mais  si  l’équation  (a)  étant  considérée  comme  appar- 
tenant à une  surface  courbe,  on  venait  déterminer 
ses  traces  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  y alors  il 
faudrait  faire  successivement  dans  la  proposée  (a) , 
2=0  et  y = o , ce  qui  donnerait  les  deux  équations 

" 3ydx>—  4dydx  + (ly  — e-r~- *...  ■ •(/) 

et  fâzdx* — 2 dzdx — d*z  -|-  e**dx*  — o (g). 

Or,  l’intégrale  de  l’équation  (f)  est 

et  celle  de  l'équation  (g)  est 

s—  ce71 — c'e~ 9*—  ^r- ( 0- 

JJ 

Ainsi  ces  deux  équations  sont  respectivement  celles  des 
traces  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  de  la  surface 
courbe  ayant  pour  équation  différentielle  du  second 
ordre  , la  proposée  (a) . 

Si  l’on  fait  G — a , alors  l’équation  (e)  se  réduit 
à celle  *. 

y = c,e3*—  c[e~* (k)  , 

et  celle  ) se  réduit  à l’équation  (t) ; donc  cette 
dernière  équation  est  celle  de  la  protection  de  la  sur- 
face cylindrique  qui  contacte  la  surface  courbe  de 
l’équation  différentielle  (a)  dans  tous  les  points  de  sa 
trace  sur  le  plan  des  xz. 

445.  Si  l’on  proposait  de  trouver  les  valeurs  d’uit 

plus  grand  nombre  de  variables  s , u,  y,  z 

en 'fonctions  de  x qui  doivent  satisfaire  en  même 
temps  à une  équation  différentielle  de  l’ordre  n et 
linéaire  par  rapport  à ces  variables  s , u ,.y  , z 
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ïl  faudrait  faire  chacun  des  polynômes , moins  un  , 
qui  ne  renferme  qu'une  seule  de  ces  variables  et  x , 
égal  à une  fonction  indéterminée  de  x;  et  alors  on 
aurait  autant  d’équations  différentielles  de  l’ordre  7» 
et  linéaire  par  rapport  à une  seule  variable  s , u , 
y , i. . . qu’il  y a de  ces  variables  , et  1^, intégrant 
toutes  particulièrement , on  aurait  les  valeurs  deman- 
dées de  ces  variables.  Le  problème  qui  aurait  donné 
lieu  à de  tels  calculs  , et  qu’on  ne  peut  plus  considérer 
géométriquement  lorsque , outre  la  variable  x à diffé- 
rentielles constantes  il  y a plus  de  deux  variables , 
renfermerait  autant  de  fonctions  indéterminées  de  x 
qu'il  y aurait  de  variables,  compris  celle  x,  moins 
deux  , dans  l’équation  P<%>  osée. 


44S.  Mais  si  entre  un  nombre  m de  variables  , on 
a m — 1 équations  différentielles  linéaires  de  l’ordre  n , 
alors  il  n’entrera  plus  de  fonctions  indéterminées  de 
la  variable  à différentielle  première  constante  , dans  les 
valeurs  des  m — t autres  variables  qui  satisfont  en 
même  temps  aux  m — i équations  proposées  ; car 
l’on  parviendra  par  l’élimination  à une  équation  linéaire 
de  l’ordre  n -f-  m — • 1 , dans  laquelle  il  n'y  ^ura  plus 
que  la  variable  à différentielle  première  constante  et 
l’une  des  m — 1 autres  variables.  Bar  exemple,  soit 
proposé  de  déduire  des  deux  équations 

^+4+cS+A'*+B'£+ë=x 
^+eI+fï+d'‘+e'£ 


. d'z  _x  I 


dans  lesquelles  les  coefiiciens  A,  B. ..B, , X,  D...E,,  X, 
représentent  des  fonctions  déterminées  de  x , les  valeurs 
de  y et  de  s en  fonctions  de  x qui  satisfont  en  même 
temps  à ces  deux  équations . 
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Prenant  dans  la  première  des  depx  équations  (45i) 

d*z. 

la  valeur  de  -, — , et  la  substituant  dans  la  seconde 
dx2  . ‘ '•  » 

équation  (45 1)  , on  aura  une  équation  de  la  forme 


•(“)  ; 


différentiant  cette  dernière  équation , et  divisant  par 
dx , il  viendra  une  équation  de  la  forme 


r dy  . r £2.4-»^ 


+ Ej^+F™  = X3...C b). 


dx  T 1 dx2 

Substituant  encore  dans  cette  équation  (&)  la  valeur  de 

d2z  , * _ M ' 

-j-p  tirée  de  la  première  des  deux  équations  (45i), 

011  -aura  une  équation  de  la  forme 

^+“<  2ï+ C*  S + H S +D.-+E)g=X,. W; 

Différentiant  cette  dernière  équation  et  divisant  par  dx, 
on  a une  équation  de  la  forme 

dz 

’di 

da  z 


4-  H 5ü. 

0 dx^  Csdx*  + dx* 


K^  + E>?- 


+ F,^  = X, 


.(d). 


Substituant  enfin  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
, toujours  tirée  de  la  première  des  deux  équa- 
tions (4 5i)  , on  aura  celle 

+ D,s  + E6  X6 (e). 


V 
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Par  le  moyen  des  trois  équations  (a) , (c)  et  (e)  , élimi- 
dz 

nant  z et  , on  aura  une  équation  différentielle  li- 
néaire du  quatrième  ordre  par  rapport  à la  seule  va- 
riable à différentielles  variables  y,  et  intégrant  cette 
équation , si  du  moins  on  peut  parvenir  à intégrer 
son  auxiliaire  différentielle  (art.  /08  ) , on  aura  l’équa- 
tion primitive 

y =/(*,  c,  c',  c",  c'") (/)  , 

et  substituant  cette  valeur  de  y , ainsi  que  celles  de 
dy'et  de  ddy  que  l’on  en  déduit  dans  l’une  des  deux 
équations  (45 1)  , on  aura  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  par  rapport  à la  seule  variable  à difFé4— 
rentielles  variables  z , d'où  l’on  tirera  par  l’intégra- 
tion l’équation  primitive 


z=/,(x1  c.  c'.c",  c"',ct)  c,') (g), 

et  ces  deux  équations  satisferont  en  même  temps  aux 
deux  épations  (45)). 


Il  est  évident  que  chacune  des  deux  équations  (45i) 
étant  considérée  comme  appartenant  à une  surface 
courbe , les  équations  if)  et  (g-)  seront  respectivement 
les  projections  sur  le  plan  des  xy  et  des  xz  de  la  ligne 
à double  courbure  formée  dans  l’espace  par  l’inter- 
section des  deux  surfaces  courbes. 


447>  Le  calcul  indiqué  dans  l’article  précédent  se 
1 simplifie  beaucoup  lorsque  les  coefïïciens  A,....  B,, 
des  deux  équations  (451)  sont  constans  ; 
car  alors  l’équation  finale  à laquelle  on  parvient  étant 
de  l’espèce  de  celles  qüe  l’on  sait*  intégrer  par  les 

méthodes  enseignées  aux  articles  4a3. 43o  , on 

pourra  toujours  obtenir  les  valeurs  demandées  de  y 
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et  de  z en  fonctions  déterminées  de  x , qui  satisfont 

en  même  temps  aux  deux  équations  proposées.  4 

* 448.  Enfin  lorsque  lescoefliciens  A, ..  .B, , D,. . .E! 
étant  constans , on  aura  , outre  cela,  X=o  et  X,  = o, 
on  parviendra  à trouver  les  valeurs  demandées  de  y 
et  de  z par  un  moyen  encore  plus  simple  que  nous 
allons  faire  connaître. 


Soit  fait 


(a) .y  = cem*  et  z = cqemz (A)  , 

c étant  une  constante  indéterminée  arbitraire , m et  q 
deux  constantes  indéterminées , mais  non  arbitraires  , 
et  que  nous  allons  déterminer. 

Substituant  ces  valeurs  de  y et  de  a dans  les  équa- 
tions (45 1)  et  divisant  par  cemz,  on  aura  , pour  déter- 
miner m et  q , les  deux  équations 


A ~j~  Bm  + Cm*  -f-  ( A,  -f~  B,m  -f-  m “)  q = o (c), 

D + Em-f-  Fm‘  -f  (D,  + E,m  -f-  m*)q  — 0^  . .(d). 

Eliminant  q entre  ces  deux  équations,  il  vient  l'équa- 
tion du  quatrième  degré 

(A  -f-  Bm  -f*  Cm2  ) (DI-f-E1m-f-ms) 

= (A,  + B,7n  -f-  m*)  (D  -f-  Em  -f-  Fm*) (e), 

qui  étant  résolue , donne  quatre  racines  que  je  repré- 
sente par  m,  m',  m"  et  m'".  Substituant  successive- 
ment ces  quatre  racines  dans  l’une  des  deux  équa-  , 
tions  (c)  et  (d) , on  aura  quatre  valeurs  de  q que  je 
représente  par  q , q',  q"  et  q'".  Donc  les  valeurs  de 
y et  de  z qui  satisferont  en  même  temps  aux  deux 
équations  proposées,  seront 

cy=cemz,  y—c'e^'1,  y~c"em"z 
\z-=cqemz,v=c'q'em'zt  z—c"q"e”[ 

dans 


yc=xmem'“z‘ 

»mz,z-=c'q'em'z,  z—c"q"em"z,  s=zc"q"em”z 


](/). 
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dans  lesquelles  m,  m , m",  1 n'";  q,  q',  q’,q"\  sont 
actuellement  des  constantes  déterminées.  Or  , nous 
observerons  que  si  ces  quatre  systèmes  différens  de  va- 
leurs dey'  et  de  a,  pris  séparément,  satisfont  en  même 
temps  aux  deux  équations  proposées , les  quatre  pris  en- 
semble y satisferont  de  même  ; car  par  la  nature  des 
différentielles  de  tous  les  ordres  des  quantités  expo- 
nentielles , lorsque  la  différentielle  première  de  l’ex- 
posant variable  x est  constante,  la  différentielle  d’uu 
ordre  quelconque  de  la  quantité  exponentielle  étant 
toujodrs  affectée  de  cette  dernière  quantité  dans  son 
état  primitif,  il  s’ensuit  que  par  la  substitution  des 
quatre  systèmes  des  valeurs  de  y et'  de  z pris  ensemble , 
on  aura  quatre  polynômes  respectivement  multipliés 
par  emx,  em'z,  em"x,  em,‘*  qui  seront  chacun  ce  qu’on 
auroit  en  employant  séparément  chaque  système  de 
valeurs  dey  et  de  z,  et  qui  par  conséquent  s’évanouiront 
tous  en  même  temps  ; ainsi  en  employant  les  quatre 
systèmes  ensemble,  c’est-à-dire,  faisant 


y = cemx  -f-  c em,x  -| -c“em"x  -f-  c"eml,x Qr) 

z = cqemx  -f-  c'q'em'x  c"q"em"x  + c"qwcm,‘x (/,) 

ces  valeurs  de  y et  de  z satisferont  en  même  temps 
aux  deux  équations  proposées  , et  je  dis  de  plus,  que 
ce  sont  ces  dernières  valeurs  de  y et  de  z dont  on  doit 
se  servir,  et  non  pas  celles  monomes  groupées  en  ( f)  - 
car  tant  que  les  coefiiciens  de  la  première  des  deux 
équations  proposées  diffèrent  de  ceux  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  seconde  , il  est  é'vident  que  par  la  mé- 
thode d’élimination  enseignée  à l’article  (446)  , et  que 
l’on  pourroit  également  employer  dans  le  cas  de  sim- 
plification que  nous  examinons  actuellement , on  par- 
viendrait à une  équation  différentielle  du  quatrième 
ordre  entre  x et  y linéaire  par  rapporta  cette  dernière 
} 18 
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variable  et  de  laforme  de  l’équation  (44°)  [ Art.  4^0  î 
donc  son  intégrale  (441  ) aurait  quatre  constantes  c,  c,  c* 
et  d"  indéterminées  et  arbitraires , et  seroit  consé- 
quemment identique  à l'équation  (g). 

Etant  démontré  que  la  valeur  de  y doit  être  celle 
donnée  par  l’équation  (g)  , celle  de  z doit  évidemment 
être  celle  donnée  par  l’équation  (A).  D’ailleurs  les 
quatre  valeurs  de  y et  les  quatre  de  zgroupéesen  (J ’) 
sont  les  intégrales  particulières  dont  les  réunions  res- 
pectives doivent  donner  les  intégrales  totales  (g)  et 
(A)  [Art.  437]. 

Exemple.  Trouver  les  valeurs  de  y et  de  z en 
fonctions  de  x qui  satisfont  en  même  temps  aux  deux 
équations. 

y + dx  ^ 

— 9y  + 9G 

Comparant  identiquement  les  équations  (i)  et  (A) 
avec  les  respectives  première  et  seconde  équations  (45 1 ), 
on  a A = i , B==  1 , C=  2,  A,  = 1 , B,  = î , X = o, 
D=  — g,  E = q6  , F=i  , D,  = i5,  E,  = 5o, 
X,  = o , et  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équa- 
tions (c)  et  (e)  il  vient 


ad*v  , . dz  , d‘z 

“SF +z+di  + d^*^0’ 


•CO 


dy  d*y 


dz  . d“z 


£ + &->5a+5o£+^=o...(A); 


1 -f-  m -f-  2m* 

^ i -j-  m + m“  * 

et , toutes  réductions  Faites , l’équation 

m*  -f-  4m3  — 7 m*  — 23 m -(-  24  = o , 

dont  les  quatre  racines  sontm=  1,  m'  =3,  m"  = — 3, 
et  m'1'— — 4-  Substituant  successivement  ces  valeurs 

j u j 4 il  >6 

dans  celle  de  q,  on  a q~ — = , q =r— ■ — , q = — — 

3 17  7 
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«2q  * 

tl  *7  = Y3’  Enlin  mettant  ces  valeurs  de  m et  de  g 

dans  les  équations  ( g ) et  (A) , il  viendra 
y — ce*  -j-  c'e‘*  -f-  c'e-3*  -f-  cmé~<* 

c'e5*  — — c"e-3* £Z 


11 


4 

z = — | ce*  — 

O 7 


i3  » 


qui  sont  les  deux  équations  demandées. 

44g.  Il  est  évident  d’après  le  calcul  indiqué  à l’ar- 
ticle446,  pour  éliminer  z et  ses  différentielles  entre 
les  deux  équations  (45 1),  que  si  les  troisièmes  termes 
de  ces  équations  étaient  identiques,  c'est-à-dire,  si  l’on 
avait  l’équation  de  condition 

C=F («), 

1 équation  linéaire  finale  ne  serait  que  du  troisième 
ordre,  puisqu  alors  l’équation  (a)  de  l’article  44S  étant 

privée  du  terme  Ca  g , le  terme  H g manquerait 

dans  les  équations  (b)  et  (c)  du  même  article  , et  que 

conséquemment  le  terme  K g manquerait  dans  les 

équations  (d)  et  (e)  de  l’article  446.  Il  peut  même 
arriver  quel  équation  finale  nesoitquedu  second  ordre 
ce  qui  aura  lieu  si , outre  l’équation  de  condition  fa)  * 
on  a encore  celle  ^ ' ' * 

B E = C (B,  — E,  ) (*). 

Ainsi,  dans  le  cas  où  les  coefficiens  A... B,  D E «nnf 
constans  et  X = X,=o,  les  valeurs  de  ÿ et de * 
données  par  les  équations  (g-)  et  (A)  de  l’article  pré- 
cèdent, se  réduiront  à trois  termes,  lorsque  la  seule 
équation  de  condition  (a)  aura  lieu  , et  elles  se  rédun 
ron  a deux  termes,  si  les  équations  de  condition  (a) 
«t  ( a ) ont  lieu  en  même  temps,  v J 

18.. 


> 
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45o.  Remarque.  Ce  que  nous  avons  dit  dans  les 
articles  précédens,  relativement  à l’intégration  de  deux 
équations  linéaires  du  second  ordre  entre  trois  va- 
riables , pouvant  aisément  se  généraliser  pour  un  nombre 
quelconque  m — 1 d’équations  linéaires  d’un  ordre 
quelconque  entre  m variables  , nous  ne  nous  arrêterons 
pas  davantage  sur  cet  objet , pour  passer  à d autres 
objets  d’un  plus  grand  intérêt. 


* 

CHAPITRE  Y. 

Quelques  observations  essentielles  sur  les 
équations  différentielles  de  tous  les  ordres 
et  méthodes  que  nous  déduirons  de  ces  ob- 
servations , pour  obtenir  plus  facilement 
l’intégrale  finale  de  certaines  équations  dif- 
férentielles. 

45ii  Une  équation  primitive  entre  deux  variables 
étant  écrite  sous  différentes  formes , et  dilFérentiée  sous 
ces  différentes Tonnes,  donnera  autant  d équations  dif- 
✓ férentielles  qui  seront  distinctes , non-seulement  dans 
l’arrangement  de  leurs  parties,  mais  encore  dans  le 
fait;  car  on  nepourra  jamais,  quels  que  soient  les  chan- 
gemens  qu’on  fera  éprouvera  leurs  formes  respectives  , 
les  ramener  à être  identiques;  enfin  ces  équations  dif- 
férentielles seront  les  traductions  analytiques  d’énoncés 
de  problèmes  absolument  différens  entre  eux , mais 
qui  cependant  auront  la  même  solution  , c’est-à-dire. 
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que  l’intégration  de  ces  équations  différentielles  don- 
nant une  rueme  intégrale  primitive  , ce  le-ci  sera  la 
solution  de  chacun  des  problèmes  dont  l’énoncé  est  la 
traduction  en  discours  des  équations  différentielles  en 
question  , ce  qui  est  précisément  l’inverse  de  ce  qu’on 
rencontre  souvent,  même  dans  l’analyse  algébrique, 
où  un  seul  problème  qui  a conduit  à une  équation 
à une  seule  inconnue  d’un  degré  supérieur,  a autant  de 
solutions  réelles  et  prises  dans  le  sens  de  l’énoncé  de 
la  question , qu’il  y a de  racines  réelles  et  positives 
dans  cette  équation. 

Pour  donner  un  exemple  de  ces  problèmes  différens 
qui  ont  une  même  solution  , proposons-nous  de  trouver, 
i°.  la  courbe  dont  la  sous-normale  est  égale  à une  quan- 
tité constante  ÿ p. 

a°.  La  courbe  qui  a chacune  de  ses  ordonnées  moyenne 
proportionnelle  entre  l'interceptée  correspondante  et 
une  quantité  constante  donnée  p „ 

3°.  La  courbe  qui  a chacune  de  ses  sous-tangente» 
double  de  l’abscisse  correspondante. 

Ces  trois  problèmes  essentiellement  différens  , mi* 
en  équations  , donnent  respectivement 

= 1 ME  é<luat-  (94)  » art.  > » 6 3 : 

y_  __ydx—xdy  ^ ^ éqnaf  > art  , 2a  j 

¥~==  ax. ......  (e)  [ équat.  (90),  art.  iQi  j. 

Ecrivant  ces  trois  équations  sous  les  formes 

yydy  = pdx ( d),dy=p  )’  • • (*0 

axdy  — ydx  = «. . . (/) , 
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et  prenant  l’origine  des  coordonnées  z et  x à un  même 
point,  ce  qui  donne  y =0 lorsque  x=  o,  on  a com- 
plètement par  l’intégration  ; 

i°.  Pour  l’équation  (et) , y*=px-, 

2°.  Pour  l’équation  (e),  y = *dl  —pfd 


— Py>  d’oùy'=px; 

3°.  Pour  l’équation  (f)  , 2^  = J' 

aly  = lx  -j-/c,  et  passant  des  logarithmes  aux  quantités 
algébriques,  on  a y*— ex,  ou  prenant  la  constante 
arbitraire  c , qui , évidemment , ne  peut  être  nulle  dans 
ce  cas  ci , = p on  a y%  = px- 

Ainsi  les  trois  problèmes  proposés  donnent  tous  pour 
solution  la  parabole  vulgaire  qui  , conséquemment,  sa- 
tisfait à toutes  les  conditions  exigées  par  les  énoncés 
des  trois  problèmes.  Or , remarquons  que  si  l’on  écrit 
l'équation  de  cette  courbe  sous  les  trois  formes  dif- 
férentes , 4 

y >—px...  (g),y:=1y  •••  (A)  et^  CO» 

on  aura , en  différentiant  successivement  ces  trois  équa-  x 
tions  , pour  d(g)  l’équation  ( d ) ou  (a)  j pour  d(h) 
l’équation  (e)  ou  (b)  , enfin  pour  d ( i ) 1 équation  (f)  ou 
(c)  ; donc  l'équation  de  la  parabole  écrite  sous  trois 
formes  différentes  , et  différentiée  successivement  sous 
ces  trois  formes  , donne  trois  équations  différentielles 
(a)  , ( b ) , (c)  essentiellement  différentes  entre  elles  , 
et  qui  sont  les  traductions  analytiques  des  énoncés  de 
trojs  problèmes  absolument  difTérens  entre  eux. 

4 5 2. Toute  équation  différentielle  entre  deux  variables 
et  d’un  ordre  quelconque  n , dans  laquelle  la  différen— 


DES  ORDRES  SUPÉRIEURS.  879 

tielle  première  de  l’une  des  variables  est  constante  , a 
pour  le  moins  autant  de  premières  intégrales  qu’il  y 
a d’unités  dansn,  c’est-à-dire,  qu’étant  multipliée 
par  un  facteur  convenable  ( art.  36o  ) , elle  est  la  dif- 
férentielle première  et  exacte  d’autant  d’équations  dif- 
férentielles de  l’ordre  n — 1 , qu’il  y a d’unités  dans  n. 
En  effet,  si  par  des  intégrations  successives,  on  veut 
parvenir  à l’intégrale  finale  , qui  est  une  équation 
primitive , on  aura  d’abord , par  une  première  intégra- 
tion , une  équation  différentielle  de  l’ordre  n—  1 , qui 
sera  affectée  du  terme  cdxn~l , c étant  une  constante 
arbitraire  -,  on  aura  de  plus  un  nombre  n — 1 d’autres 
intégrales  d’ordres  inférieurs  , et  diminuant  suivant  la 
progression  ±n  — 2./1 — 3...  .2.1.0,  qui  forme- 
ront la  cascade  depuis  la  seconde  intégrale , qui  est 
une  équation  différentielle  de  l’ordre  n — 2,  jusqu’à 
l’intégrale  finale.  Or  , ces  n — 1 équations  ont  toute» 
un  terme  affecté  de  la  constante  arbitraire  c;  donc 
prenant  dffns  chacune  d’elles  la  valeur  de  c , et  subs- 
tituant successivement  ces  n — 1 valeurs  dans  la  pre- 
mière intégrale  déjà  trouvée  , on  aura  , compris  cette 
première  intégrale , un  nombre  n d’équations  différen- 
tielles de  l’ordre  n — 1 , qu’on  pourra  aisément  sou- 
mettre par  les  règles  ordinaires  de  l’élimination  , à 
n’avoir  que  la  seule  constante  arbitraire  c,  et  qui, 
conséquemment , satisferont  toutes  à la  proposée.  Par 
exemple  , l’équation  différentielle  du  troisième  ordre 

( 1 — x ) d’y  — Zdydx—o. ...  (a), 
a pour  première  intégrale,  l’équation 

(1  — x ) dy  — udydx  -)-  cdx*  = 0 . . . . (A)  ; 
pour  seconde  intégrale  , l’équation 

dy  — xdy  — ydx  -f-  cxdx  -(-  c'dx  = O . . . . (c)  , 


, * 
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enfin  pour  l’intégrale  finale , l’équation 

y — xy  -f-  ex3  -f-  c'  x + c*  = 6 . . . . (d) 

Prenant  dans  chacune  des  équations  (c)  et  (d)  la  va- 
leur de  c,  et  substituant  successivement  ces  deux  va- 
leurs dans  l’intégrale  première  (i)  , il  vient  les  deux 
équations 

x ( 1 — x)  ddy — (x-J-i  ) dydx-\-  {y — c')dx*=  o . . . (e)  , 

et 

x 2 (î — x)  d’y — zx’dydx — 2 ydx’-\-ttxydx’ — 2 c' xdx* 
~acdx3  = o ,(/); 

éliminant  entre  ces  deux  dernières  équations  la  cons- 
tante arbitraire  c',  il  vient  celle 

x’  ( x — 1 ~)ddy-\-o,xdydx — 2 (y-f-c')r/.r*  = o (g): 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le3  trois  équations  diffé- 
rentielles (è),(e),(g)  qui  ne  renferment  ch^unc  qu’une 
constante  arbitraire,  étant  difFérentiées  , reproduisent 
l’équation  différentielle  du  troisième  ordre  (c)  donc 
cette  dernière  équation  a au  moins  trois  premières  in- 
tégrales. Nous  verrons  tout-à-l’heure  qu’elle  en  a da- 
vantage. , 

453.  Deméme  qu’on  vient  de  trouver  qu’une  équation 
différentielle  de  l’ordre  n,  a au  moins  un  nombre  n 
de  premières  intégrales,  on  prouvera  aussi  que  chacune 
de  ces  intégrales  a au  moins  n — 1 premières  inté- 
grales , et  que  par  conséquent  l’équation  différentielle 
de  l’ordre  n a au  moins»  ( n — 1 ) secondes  intégrales  , 
et  par  un  raisonnement  semblable,  que  l’équation  eit 
question  a au  moins  n (n — 1 ) ( a — 3)  troisièmes  in- 
tégrales; et  continuant  ainsi  de  suite,  on  finira  par  prou- 
ver que  l’équation  différentielle  de  l’ordre  n a au  moins 


i 
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un  nombre  1.2.3...  n de  ( n — 1 )mts  intégrales  , les- 
quellessontdeséquationsdifférentiellesdu  premier  ordre. 

Mais  toutes  ces  .équations  différentielles  du  premier 
ordre  ne  peuv^Favoir  que  la  même  intégrale , donc 
^équation  différentielle  proposée  de  l'ordre  n , et  toutes 
ces  intégrales  différentielles  de  différens  ordres  , de- 
puis celui  n — 1 jusqu’au  premier  ordre  , n’ont  qu’une 
intégrale  finale  , laquelle  résout  toutes  les  questions 
dont  les  équation^jifférentielles  mentionnées  ci-dessus, 
peuvent  être  considérées  , conformément  à ce  qui  a été 
démontré  à l’article  45 1 , comme  étant  les  traductions 
en  langage  analytique  des  énoncés  de  ces  questions. 

454.  Nous  remarquerons  ici , que  c’est  à tort  que 
plusieurs  auteurs  ont  insinué  dans  leurs  ouvrages,  que 
les  équations  différentielles  de  l’ordre  n n’ont  que  n 
premières  intégrales)  car,  indépendamment  de  ces  n 
premières  intégrales  qu'on  peut  toujours  obtenir  par 
l’élimination  des  constantes  , comme  nous  l’avons  fait 
précédemment,  on  peut  encore  très-souvent  intégrer 
l’équation  différentielle  de  l’ordre  n proposée  de  plu- 
sieurs manières  différentes,  ce  qui  donne  autant  de 
premières  intégrales,  ou  équations  différentielles  de 
l’ordre  n — 1 , qui  diffèrent  essentiellement  entre  elles, 
et  de  celles  trouvées  par  le  calcul  indiqué  dans  l’ar- 
ticle 45a.  Par  exemple,  prenant  encore  la  même  équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre 

(1  — x )d3y  — 3dydx  z=  o ..... . ( a ) , 

qu’à  l’article  452,  soit  fait  d‘y~zdx'2,  d'où  dy—dzdx*, 
ce  qui  transforme  l’équation  (o)  en  celle  du  premier 
ordre , 

, „ , _ , dz  3 dx 

(1 — x)dz  — ozdx—Q,  ou  — 


dont  l’intégrale  est  z (1 — x)3: 


t — x 

et  substituant 


» ‘A,-*- 

, 4 t 


à 


»§ler 


jirijc-st 
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<iay 

à la  place  de  a sa  valeur  ; il  vient'  l’équation  dif- 


férentielle du  second  ordre 

( i — x yd2y  — c"dx* . . 
qui  est  encore  une  première  intégrale  delà  proposée  (o)7 
et  est  essentiellement  différente  de  celles  (b)  , (e) , (g) 
de  l’article  452. 

Si  actuellement  on  multiplie  l’équation  (a)  par  i-x, 
et  qu'on  ajoute  au  produit  l'équation  identique 
dydx a — dydx 1 = o , 

on  aura  celle 


t 


(i  — xÿ(Py — 3(  i — x)dydx-\-dydc%  — dydx' — O, 
ou  [(i  — x)  'd'y  — 2 (î  — x)  dydx~]  — dydx 
+ [xdydx  + dydx''}  — dydx'  = o , 

dont  il  est  aisé  de  voir  que  la  première  intégrale  est 
(l — xyd'y — dydx-\-xdydx — ydx7d~c'ydx'—o . . . (c)1, 
équation  différentielle  du  second  ordre  qui  est  encore  ab- 
solument différente  de  celles  (b)  , (e)  , (g)  de  l’article 
45a  etdecelie  (6)de  cet  article  ; donc,  sans  approfondir 
si  l'équation  (o)  peut  encore  être  intégrée  une  première 
fois  de  quelqu’autre  manière  , nous  voyons  d’abord  que 
cette  équation  a cinq  premières  intégrales  (6)  , (e),  (g), 
( art.  45a  ) , et  (i)  , (c)  de  cet  article  qui  sont  abso- 
lument différentes.  Or  si,  suivant  la  méthode  de  l'ar- 
ticle 45a  , on  cherche  deux  autres  intégrales  premières 
par  le  moyen  de  celle  ( b ) , qu'on  en  fasse  autant  par 
rapport  à la  première  intégrale  (c)  , on  aura  quatre 
autres  intégrales  différentes  entre  elles,  ce  qui  fera  en 
tout  neuf  premières  intégrales  de  l’équation  (o)  essen- 
tiellement différentes  entre  elles. 

455.  Il  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  dé- 
montré précédemment , que  si  l’on  peut  intégrer  une 
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première  foi*  dé  n manières  différentes  une  équation 
différentielle  de  1 ordre  n entre  deux  variables  , on 
pourra  parvenir  à trouver  1 intégrale  finale  de  la  pro- 
posée, sans  intégrer  les  équations  différentielles  d’ordres 
inférieurs  n — 1 , n— a. . .2,1  : car  par  le  moyen  des 
n premières  intégrales,  on  pourra  aisément  éliminer 
les  n—  1 quantités  d"~'y  , dn~y . . .dy  , dy  , ce  qui 
conduira  à une  équation  délivrée  de  tout  facteur  dif- 
férentiel , qui  sera  1 intégrale  finale  de  l’équation  pro- 
posée. Par  exemple,  intégrant  une  première  fois  de 
trois  manières  différentes  l'équation 

(1  — x ) d3y  — Sdydx  ==  o (a) , 

nous  avons  trouvé  les  trois  premières  intégrales 
(t— x)dy—  ■2dydx+cdx,=zo  [éq.  (b)  art.  45a]  (*)  , 
(* — x) 3dy — c”'dx:*=o  [éq.  (b)  art.  454] 
(i-x)^-(l-x)Jydx-yrfxa-f-c"dx,=o[éq(c),art.454]> 

éliminant  dy  entre  la  première  et  la  seconde  de  ces 
équations , ensuite  entre  la  seconde  et  la  troisième  , et 
divisant  par  dx , il  vient 

a(* — xydy  — (c"-f-c)dx-j-2cxdx — cx*dx  — o 
0 — xYdy+y  (1 — x)dx — (c*-+-cl,)dx-4-c,vxt£r==o. 
Enfin  éliminant  dy  entre  ces  deux  dernières  équations, 

♦ 

( ) Celle  intégrale  nous  a été  donnée  par  la  méthode  des  inté- 
grations réciproques.  En  effet, 

</[  ( 1 — x)  d'y  ] = ( 1 — x )d\y  — dxd'y  , 
et  retranchant  des  deux  membres  de  cette  équation  2 dxd'y  , on  a 
d [ ( 1 — x)  d'y]  — idxd'y  = ( 1—x)  d>y  — 3dxd‘y , d’où 
/ [fl  — or)  d>y  — 3dxd'y]  = (t  — x)  d'y  — 2 Jdxd'y  cdx'. 
Mais  dx  étant  constante,  on  a f dxd'y  — dx  J d {dy)  — dxdy , 
donc 

/ [ (t— x)  d'y—3dxd'y  =o]=[(i  — x) d'y  —idydx+cdx'—  o]. 
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divisant  par  dx  , et  représentant  respectivement  par 
c,  c' , c"  les  quantités  constantes  indéterminées  et  ar- 
bitraires c,v  — c,  — cIT^,  onal'équation 
primitive 

y ( i — x)  -f-  ex 1 -f-  c'x  -f-  c*  = o , 

qui  est  l’intégrale  finale  de  l’équation  (a)  , et  est  iden- 
tique avec  celle  (d)  de  l’article  45a. 

456.  Nous  avons  vu  au  chap.  1Y  de  la  seconde  section  , 
que  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  à deux 
variables  est  susceptible  d’ètre  intégrée  exactement  par 
la  multiplication  d’un  facteur  (art.  3b’o),  et  même 
d’un  nombre  infini  de  facteurs  qui  sont  formés  de» 
produits  du  premier  facteur  par  une  fonction  quel- 
conque de  l’intégrale  cherchée  £ art.  368  3 ; mai* 
ces  facteurs  étant  la  plupart  du  temps  extrêmement 
difficiles  à trouver  , on  pourroit  , dans  certain» 
cas,  tenter  le  moyen  suivant  pour  intégrer  l’équation 
proposée , et  qui  dispenserait  de  chercher  le  facteur 
propre  à rendre  exacte  l’équation  différentielle  pro- 
posée. 

Différentiant  l’équation  différentielle  du  premier 
ordre  qu’on  veut  intégrer  , on  aura  une  équation  dif- 
férenti^e  du  second  ordre , qu’on  cherchera  à inté- 
grer une  première  fois  de  quelque  manière  qui  pro- 
duise une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
essentiellement  différente  de  la  première , et  éliminant 
entre  ces  deux  dernières  équations  la  différentielle  de 
la  variable  qu’on  a considérée  comme  ne  variant  pas 
uniformément  ; enfin  divisant  l’équation  résultante  par 
la  différentielle  de  la  variable  considérée  comme  va- 
riant uniformément , on  aura  une  équation  primitive 
qui  est  l'intégrale  de  la  proposée. 
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Exemple.  Intégrer  l’équation 

xd  y — ydx — x“dx  — adx=o (a). 

Dilïerentiant  cette  équation  en  considérant  dy  comme 
variable  , et  dx  comme  constante  , on  a , toutes  réduc- 
tion faites,  l’équation  différentielle  du  second  .ordre. 

ddy — a dx*  = o , 

et  intégrant  une  première  fois  , il  vient 
fd  ( dy  ) = adx  fdx  + cdx  , 
ou  dy=  2xdx  -f-  cdx  ; 

substituant  cette  valeur  de  dy  dans  la  proposée  (a) , 
et  divisant  par  dx , on  a l’équation  primitive 

— _y  -f-cx — a — o, 

dans  laquelle  c est  la  constante  arbitraire  et  qui  est 
l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée  (a). 


CHAPITRE  VI. 

De  la  résolution  par  approximation  des  équa- 
tions différentielles  entre  deux  variables  et 
du  second  ordre  qu’on  ne  peut  résoudre  exac- 
tement , lorsqu'on  éprouve  des  difficultés  in- 
surmontables pour  trouver  les  facteurs  propres 
à rendre  ces  équations  exactement  intégrables. 

457-  Euler  a donné  dans  les  Nnvï  Commentarii 
Acad.  P etropolitance  , tomes  IX  et  XVII , ainsi  que 
dans  son  grand  et  superbe  ouvrage  ayant  pour  titre 
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Institutionum  Calculi  integralis , tome  II , section  I , 
chapitres  V^,  VIII  et  IX  des  méthodes  pour  ré- 
soudre par  approximation  les  équations  différentielles 
et  linéaires  du  second  ordre  généralement  représentées 
par 

day  -f-  X dydx  -by%dx*  =o (45a)  ; 

X et  Ç étant  des  fonctions  quelconques  de  x.  Mais 
ce»  méthodes  qui  tendent  toutes  à réduire  les  résolu- 
tions par  approximation  des  équations  du  second  ordre 
à celles  du  premier  , et  qui  changent  suivant  les  mo- 
difications que  l’on  fait  éprouver  à l’équation  géné- 
rale (45a)  , peuvent , ce  me  semble  , se  réduire  à une 
seule*  méthode  qui,  satisfaisant  à l'équation  ( 45a  ) , 
prise  dans  toute  sa  généralité  , satisfait  de  même  aux 
cas  particuliers  qui  dépendent  des  différentes  valeur» 
qu’on  peut  supposer  à X et  Ç.  En  effet  , soit  fait 

y = ef*d* (453), 

d’où  dy  — efzdx  zdx  et  ddy  = e-f2*1*  [tfdx-^-dz]  dx  : 

substituant  ce  s valeurs  dans  l’équation  (45a) , on  a l’é- 
quation différentielle  du  premier  ordre  , 

dz.  -f-  z*dx  -f-  zXdx  -f-  %dx  = o (454)  j 

* ' J- 

laquelle  étant  intégrée  par  approximation , (chap.  VII, 
sect.  II)  , donne  z en  une  suite  indéfinie  de  ternies  fonc- 
tions de  x;  d’où  l’on  conclura  par  des  simples  intégra- 
tions de  fonctions  différentielles  du  premier  ordre  à 
une  seule  variable  , la  valeur  de  fzdx  en  une  suite 
indéfinie  de  termes  fonctions  de  x , et  par  conséquent 
on  aura  la  valeur  cherchée  de  y. 

458.  Faisons  l’application  de  cette  méthode  générale 
à la  résolution  de  l’éqnation 

ddy  -f-  axnydx * = o (455)  , 


) . 
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dont  Euler  s’occupe  uniquement  au  chapitre  YII  de 
la  première  section  du  tome  second  de  l’ouvrage  cité  • ' v 

plus  haut. 

Comparant  la  proposée  (4^5)  à l’équation  générale  >'y-'  • : . 

(45a)  , on  a X = o et  Ç = axn , ce  qui  réduit  la  trans- 
formée générale  (454)  » celle 

dz  -j-  z*dx  -1-  ax"dx  = 0 (a)  , 

qui  est  précisément  de  la  forme  de  l’équation  du  comte 

Riccati  [équat.  (3ia),  art.  35 1 3*  Ainsi,  tantquel’ex- 

posant  n de  x sera  égal  à un  des  termes  de  la  suite 

indéfinie,  qui  a pour  terme  général  la  formule  (3 ■ 7)  , 

fart.  35i  ],  il  sera  possible  que  la  valeur  de  « soit 

donnée  par  une  suite  finie  de  termes,  et  que  si  tous 

ces  termes  multipliés  par  dx  sont  de  même  exactement  .. 

intégrables  , la  valeur  de^<  f équat.  (453)  ] soit  exacte  , 

et  alors  l’équation  proposée  (455)  se  résoudra  . exacte-  • "S 

ment  (*).  . r*\  7 

r «.  > t 

. . ^ 

" ..  r..  - .*  1 ‘ _ ‘ ' ‘ . ’*V'Î 

(*)  Soit  par  exemple  n = o , ce  qui  donnera  à intégrer  l’équa- 
tion, 

ddy  -+-  ay<lx*  = o (A), 

dont  la  transformée  est 

dz  -4-  z*dx  + ildx  — o (B)  , 

d’oit  ,= -Lare  (rang  = (C), 

en  représentant  par  c une  première  constante  indéterminée  et  arbi  • 

traire  j mais  de  la  transformée  (B)  on  lire 

fzdxxz  — C " > n-, 

J a-Yz*  | /a+:> 

en  représentant  par  c une  antre  constante  indéterminée  et  arbi- 
traire ; donc  substituant  cette  valeur  de  J zdx  dans  l'equation  (453) , > ‘ 

u 1 ^ Y ç « — UY*  . V 

il  viendra  y = pr— — ; d’où  s = — — 1 — , et  substituant 

- . , ’ ' *é  • ; V * 1 

. J - r.  ,v-  . V vIS 

. • > - 

\ : \ .s 

- • ■ ■ vî  i-—.  : — *■'*  jÈS 

* » • , 'f\  * ' S*'  »'*  •'-  r*  ;.  - 

•*  V . * ‘ f , '•  ■ Se  \ 

. •..•  .•  v.  ; . •r-V»  .r  ■; 

• '•  • 

K'  • 

. ' - ' 

- ■ />  ■ . ' - ' 
r'rt  .'«s  f.  ’ 1 ^ . ’•  </v  .•sJ.l.î.Lr 
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Mais  supposons  que  l’exposant  n est  un  nombre  en- 
tier et  positif,  ce  qui  rend  l’équation  (a)  inséparable  , 
et  cherchons  dans  ce  cas-là  à résoudre  par  approxima- 
tion l’équation  proposée  (455).  Soit  fait 

z=A-f-Bx-f-  Cx^-f-Dx3. . . . . ( b ), 

en  représentant  par  A , B , . . . P , Q des  quantités  cons- 
tantes indéterminées,  et  nous  arrêtant,  au  terme  où  x 
est  élevé  à la  puissance n-j-  i,  parce  que,  comme  nous 
le  verrons  tout-à-l’heure  , ces  n -f-  a termes  sont  suf- 
fisans  pour  faire  connaître  tous  les  autres  ternies  del» 
série.  Différentiant  l’équation  (b),  il  vient  celle 

dz  = 0B  -f-  aGx+oDx1..  -f-  (n-f-  i ) Qx"  3 <ir....(c), 

et  substituant  les  valeurs  de  z et  de  dz  [éq.  (b)  et  (c)3 
dans  l’équation  (a),  on  a celle 


A1  -f-  aAB  ) 


-h  B -f-  2C 


x + aAC") 
• + H 

+ 3D  J 


-o, 


....+  aAP'ix" 

-f-  aBM 
-f-  a 1 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
x , donne  les  équations 

B=  — A%C=A\  D.— — A*...Q=± A"4-’ 

9 9 x n+i 


cette  valeur  de  z dans  1 ’cquation  (c) , il  viendra  celle  x = ^ 

c y/ a y # ^qui  est  Piurégrale  com- 

c'  — ay 


(■ 


arc  I rang  : 


)•  \Ja  “4-c  ^/e'  — ây*. 
pletc  <tc  l’êquation  (A).  On  auiait  pu,  intégrei  directement  la  pro- 
posée (A)  ; car  étant  de  la  forme  de  celle  f 44°)  > C arti  4 3 1 3 , on  a 
son  auxiliaire  qui  est  m’-4-a  = o,  donc  m — \J — a et  in  — — y* — a, 
d’où  Ü résulte,  d’après  l’équation  (a)  de  l’article  43a, que 

y = c cos  ( y/  ax  ) + e'  siu{  y/ax  ). 

. ' , Substituant 
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substitua# lues  valeurs  dans  l’équation  (6)  , on  a 

z— A-— A’x-f 

les  signés  supérieurs  lorsque  n est  un  nombre  impair , 
les  inférieurs  dans  le  cas  contraire  ; donc 


fzdx~Ax- 


AV  , AV 

AV 

2 + 3 

4 

A"4”  ± —— 

Vc"4'1. . 

• n~h>/ 

/ 

•(«O* 


Or  1 équation  (455)  qu’dn  peut  écrire  ainsi  qu’il  suit , 

fy  — ft‘tx  , 

étant  complétée  en  y ajoutant  le  logarithme  d’une 
constante  arbitraire  c , donne  ly  — jldx  -f  lc  ou 

c = e/^>  d’où  J — csfzJx  ■ développant  en  série 
le  facteur  exponentiel,  on  a 

*=‘D+^+^+«c.]. 

et  substituant  la  valeur  de  fzdx  donnée  par  l'équa- 
tion  (a)  , eh  ne  poussant  le  calcul  que  jusqu’au  terme 
où  x est  élevée  à la  puissance  « -f-  a , on  aura,  toutes 
réductions  faites, 

„ , , fax"4-’1 

y^c  -f- rAx  -j-  

(n+  1 ) ( n-f-a)  ‘ 

ou  , à cause^de  1 arbitraire  de  la  constante  c et  de  celle 
A , qui  est  la  setonde  constante  arbitraire  qui  doit  en- 
trer dans  l'équation  primitive  de  l’équation  différen- 
tielle du  second  ordre  (455)  , faisant  c'  = cA,  on  aura 

cox"4*. 


V = c d x — 


9. 


(n  + « ) (n+  2) 


1 9 
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Ayant  les  froi»  premiers  termes  de  la  vaHQk  de  y en 
série  indéfinie  , il  nous  sera  aisé  de  prolonger  cette  série 
aussi  loin  que  nous  le  voudrons.  En  effet , soit  fait 

y =0+0'*  - 

+’xô4-  mx*  + etc , 
toutes  les  lettres  grecques  représentant  des  quantités 
constantes  indéterminées.  Différentiant  deux  fois  de 

f* 

suite  l’équation  (J),  on  a ddy= — ■ [acxn — a£(C- 1 )jr-:i 

Substituant  cette  valeur  de  ddy , ainsi_  que  celle  de 
y , £ équat.  (/")],  dans  la  proposée  (455)  , et  divisant 
par  dx*  , il  vient , toutes  réductions  faites  , l’équation 

*C(€—  1)xC_a-|->'*(«-t)a:'B"2+/A(A-1)x,’“3  } . 

• -f-iri »(i»-r);r''8’'a+  etc .=/ 

— cW+!+  — ■rxan+a—a*xC+n}==°i'  (g) 

(»+0(»+a)  i 

— ayx*  ■Jrn—aïxK+n  _ etc.) 

dont  le  nombre  convenable  des  indéterminées  exprimées 
par  les  lettres  grecques,  permet  de  faire  chaque  terme 
du  premier  membre  égal  à celui  qui  lui  correspond  dans 
le  second  , et  par  conséquent  de  satisfaire  à l’équation 
(g)  , indépendamment  des  valeurs  de  x , ce  qui  donne 
la  suite  d'équations 

£ — 2 1,  a£(C — 1)  = — ac  , a — 5=  an  -f-  a, 

Cûa 

, A-3=ff+n, 

i" a (A — 1)  — — aa.,8  — 2 = a -J-  n,  e9  '8 — 1 ) — — ay , 
■a  — a = >.+  »,«■■»(<» — 1 )=—  a$. 
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d’où  l’on  tire 


391 


y—. 


C'l+3)(;i4-2) 
a'c 


ac' 

, «=2(n-f-3). 


A=2n+5  , 


3 ('l  ~H)  ( an-f-3)  (n+a)11 

>_ *£. , . 

a(n+3)(an4-5)(n4-2)»  * 

— a3c 

* ~ a.3(n+i)(an+3)C3n+5K«+a>{  ’ a=^^7')  > 

-o-V 

a.3(rt+3)C2«+5)(3/{-f-7X/I+2)J  ’ CtC' 

•Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (f)  , il  vient 
celle 


Cax 
1 

»•(«+» 


axn4* 


oar’Cn+*) 


|-K 


)(n+2)  l .Q(/I+l)(2/I-f-3)(rt+2),‘ 

__ a3  £K*+*}  ' * — | j 

' 1 . 2 . 3 («+ 1 )(an+3)(3B+5)(n+2)- l+etC- J 

C-M 


,U  -,2/I-fÔ 


.(n+3)(/i4-2)  "r  i .t(«+3)(an+5)(/i-f-2)a 

arxi,'~^’  _ — ] ] 

" 1 . a .3(a+p(çiji-i-5)Ç5ri+f)(n+2y  +etc' 

qui  est  l'intéglMe  demandée  , et  dont  on  peut  sans 
autre  calcul , prolonger  les  deux  séries  d’après  la  loi 
qui  régit  chacune  d'elles  , et  qui  se  manifeste  d’une 
manière  évidente. 

I!  y a différentes  valeurs  particulières  de  n qui 
rendent  la  valeur  précédente  de  y en  partie  ou  en  tout 
infinie;  il  faudra  donc  dans  ces  cas  chercher  de  quel- 
qu’autre  manière  la  solution  complète  de  l’équation 
(455)  ; c est  à quoi  nous  parviendrons  apsès  avoir  résohi 
le  problème  suivant. 


,...(456), 


'A 
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4^9-  Problème.  Connaissant  tune  des  deux  inté- 
grales particulières  de  l'équation 

d2y  -f-Xdydx  + y£dx*  = o féquat.  (45a),  art.  4^7], 

que  fan  obtient  de  l'intégrale  complète  en  faisant  Hune 
des  deux  constantes  arbitraires  c ou  c'=o,  trouver 
l’autre  intégrale  particulière,  et  par  conséquent  l’in- 
tégrale générale  de  la  proposée. 

êOLUTlON.  Soit  y = cf  (x) . . . (a) 

l’intégrale  particulière  connue , et  représentant  par 
?>.(x)  , une  fonction  inconnue  de  x , soit 

y = cf(x)<p{x). 

laseconde  intégrale  particulière  cherchée.  DilFérentiant 
deux  fois  desuite  l’équation  (è)  , substituant  les  valeurs 
résultantes  de  dy  et  ddy,  ainsi  que  celle  de  y [éq.  (é)3, 
«fans  le  trinôme  qui  forme  le  premier  membre  de  l’é- 
quation (45b),  il  est  clair  que  l'équation  ( b)  étant 
l’une  desdeux  intégrales  particulières  de  l’équation(452), 
le  résultat  de  cette  substitution  sera  égal  à zéro,  et 
on  aura  par  conséquent. 

ç(x)lcddf(x)+cXd(fa}dx+ctf(x)dx*'2+cf(x)dd<p(x') 
-\-acdf  (_x)d<p(x)^-eXf  (x)dq>(x)dx=o (c). 

Or  le  facteur  de  p(x)  , n’est  autre  Übose  que  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  (45a)  , dans  lequel  op  a 
substitué  à la  place  de^r,  dy  et  ddy  , la  valeur  de_y  , 
Q équat.  (a)  ] , et  les  différentielles  première  et  se- 
conde de,  cette  valeur  j donc  , puisque  l’équation  (a) 
est  par  hypothèse  l’une  des  deux  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  (45a)  , il  s’ensuit  que  le  facteur 
trinôme  de  <p(x)  dans  lequation  (c)  est  =03  on  a donc 
aussi  , 

f -f-2d/~(x)rép(x)  j-Xf  (x)dp(x)dx~o....(d), 


* * 
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-f-  X.dx  = o, 


et  faisant 

dp(x)=p'(x)dx . . . (e)  d’où  d’‘p{x)=dp\x)dx , 
on  aura  l’équation 

/(x)  dp'  (x)  +2 df  (x)  p'  (x)  +X/(x)  p'  (x)  dx=  o 
qui  étant  divisée  par  f (x)p'(x)  , donne  celle 
^(x)  2f//(x) 

f'O)  /00 

dont  l’iutégrale  est 

/c>'(x)[/î:x)]»=— /Xdx.ou  cV(x)[/Cx)]«=  e-/-™* 
d’où  l’on  tire 

* . , , e-fX** 

(X)  ‘T/t*)?5 

mais  l’équation  (e)  donne  $(x)=  fp\x)dx , donc 
-e-fXdx 


9 


«-/si 


dx  ■ 


'C/W]1 

substituant  cette  valeur  de  (p  (x)  dans  l’équation  (/>)  , 
on  aura  pour  la  seconde  intégrale  particulière  de  l’é- 
quation (452) 

r e~fXdx 

et  par  conséquent  l’intégrale  entière  et  complète  de  la 
proposée  est 

r=/ w[c + . . . M57) , 

en  représentant  par  c'  la  quantité  constante  arbi- 
1 

traire 

C 

Exemple.  Sachant  que  l'équation 

xa  ( lx  — 1 ) ddy  — xdydx  -f-  ydx*  = o .(  f) 

\ 


♦ 
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a pour  l'une  de  ses  deux  intégrales  particulières 

y—  ex (a-),' 

trouver  l’intégrale  entière  et  complète  de  la  propo- 
sée if). 

Divisant  l’équation  (/)  par  af(/r-i),  et  comparant  l’é- 

* | 

quation  résultante  avec  dellè(45o),  on  aX— — 

/'dix 

lr~  '—el(l*~V  — Ix  — 1 ; et  puis- 
que  f(x)  = x , on  aura 

,=  ,[t+c'(/-ÿ-  fÿ) TJc#»t.  (457)3; 

/Irdx  Ix  i fdx  î 

~xr~  x xe  J X*  x’ 

ce  qui  est  l’intégrale  compléta  de  la  proposée  (/ ). 

46o.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  cas 
où  certaines  valeurs  particulières  de  n,  mettent  en 
défaut  la  solution  par  approximation  (456)  de  l’équa- 
tion (455)  : le  premier  de  ces  cas  que  nous  considé- 
ré ro  ns , est  celui  où'  ii— — 3 , .c’cst-a-dire  celui  où 

l'on  a à résoudre  lVquation 

- / , , . ' . * 1 r . 

‘ ddy  + ^-^  o (458)  j 

car  alors  chacune  des  dèux  séries  qui  composent  la 
valeur  approchée  (456)  de  y , devient  infinie  en  gran- 
deur. Il  faut  donc  chercher  de  quelqù’autre  manière 
l'intégrale  complète  de  l’équation  (458);  c’est  ce  qui 
va  être  l’objet  de  nos  recherches  xfans  cet1  article. 
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Soit  fait  y = cx“ (n)  , 

en  représentant  par  c une  constante  indéterminée  ar- 
bitraire , et  par  a une  constante  encore  indéterminée , 
mais  non  arbitraire  , et  'dont  nous  allons  déterminer  la 
valeur  de  la  manière  suivante.  Différentiant  deux  fois 
de  suite  l’équation  (a)  , ce  qui  donne  ^ 

ddy  = c®  ( ai  — 1 )xa~*dx* , 

substituant  cette  valeur  de  ddy  , ainsi  que  celle  de  y 
Q équat.  (a)  3 dans  l’équation  (458),  enfin  divisant  le 
résultat  par  cx"— ’ttr*,  on  a l’équation  complète  du  se- 
cond degré  o , d’où  l’on  tire  a>— 

et  substituant  cette  valeur  successivement  avec  le  signe 
et  ensuite  avec  le  signe  — dans  l’équation  (a),  en 
accentuant  c dans  la  seconde  substitution,  on  aura  les 
deux  intégrales  particulières  de  l’équation  (458)  ; ainsi 
l’intégrale  totale  et  complète  de  cette  dernière  équa- 
tion est 

s-t-  v'Çir — 4 <0  I—  ✓(!— 4 ») 


■ —ex 


+ c'x 


■(45.9)0. 


[*]  Celle  intégrale  que  nous  avons  tou  Aie  suite  déduite 
d'une  seule  intégrale  particulière,  h cause  du  double  signe  qui 
précède  >J  ( 1 \a  ) , peut  encore  se  déduire  aisément  de  la 
formule  (45j)  [art.  45g]  ; car  ayant  trouvé  que  l'une  des  deux 

' '+  ✓(»— 4<0. 

intégrales  particulières  est  y — ex  a 

1 -+-  V’v*  — 4«) 


, d’où /(ar)  ce 


x a , et  d’ailleurs  X étant  dans  ce  cc  cas  ci  = o,  la  for- 

i-4-y'(i— 4«) 

mule  (457  ) donne  y =x  a [~c  -t-  c'  j—^— ^1-  Or 

P dx  x-vo- 4«>  , L - 

J x'+VU-tï)~ ÿ 1—  „)  ’ co,ic  représentant  toujours  par  c' 


• • 
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Cette  valeur  de'^y  est  affectée  d’imaginaires  lorsqu.» 
a étant  un  nombre  positif  dans  la  proposée  (458)  , ou 
a de  plus  a )>j  ; car  alors  l’équation  (45g)  se  change 
• en  celle  . 

y=\fr\_cx  a -f -c'x  , ? _),...(£>)* 

Mais  il  est  ajsé  d’éliminer  l’imaginaire  y/  — - 1 , ea 
— '/(&—*)  v7 — 1 — 'JAa — É 'J — ' j 

observant  que  x a '.==  e 

~cos  —lx  ±Z  y/ — t sin  — ,>l7~— ér  ; donc 

2 v a 

po#  le  cas  de  a > j,  on  a la  vraie  solution  dé  l’éqna" 

tion  (458),  qui  est 

y/x^c  cos^-^— ^/x-Ksin^^-^  faj.  (460). 

Il  peut  encore  arriver  que  a = - , alors  l’une  et  l’autre 
solution  (45.9)  et  (460)  ne  dorinentplus  que  l’intégrale 
’ particulière  ' 

y = C\/x (c), 

de  l’équation  (458)  qui , dans  le  cas  que  nous  eon-. 
sidérons  , devient 

(Uf  f = 0. . . . .(4Si).  ; 

■ Mais  d’après  ce  qui  a été  enseigné  à l’article  45,9  ► 
il  nous  est  aisé  de  trouver  l’intégrale  générale  de  la 
proposée  (481).  En  effet,  comparant  cette  dernière 


— o'  ’ 

la  auaatitc  constante  arbitraire  — —, -7 — ? , on  aura  1 équation 

n . v(«  — 4 a>  , 

[ c + c'jr-Vt'-f*)']  qui  sc  réduit  à celte  (45g) 


l-t-y/jl—  jff) 


r = i 

Voisqu'on  effectue  la  multiplication. 

' t.  ' 


• « 


f 
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équation  avec  celle  (452),  [art.  457 , et  répétée  à 

I * 

l’article  45g  3>  on  aX  = o et  £ = 4~ de  P'us  * 

quation  (c)  comparée  avec  celle  (a)  de  l’article  (45.9), 
donne/- (x)  — yx;  donc  substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  (4 5y)  , [art.  45g  3 > *1  vient 

' ' y='/x[c+c'fif\- 

et  intégrant  , on  a pour  intégrale  générale  et  complète 
de  la  proposée  (461)  , l’équation 

y — \/x  [ c -J-  c'hc  3 (452). 

46i.  La  formule  générale  (45G)  de  solution  par  ap- 
proximation de  l’équation  (455),  ne  donne  que  l’une 
des  intégrales  particulières  et  par  approximation  de 


cette  dernière  équation,  i\ lorsque  n 
( 1 4-am) 


-2m 


.lors- 


m 


que  n : 


m 


, en  représentant  par  m un 


nombre  entier  et  positif  ; car  dans  le  premier  cas , la 
première  série  de  la  formule  (456)  a tous  ses  termes 
divisés  par  zéro  , à partir  de  celui  où  le  coefficient  de 
n dans  le  dénominateur  est  = m (*)  -,  mais  la  seconde 


(*)  En  effet,  le»  coeflicicns  de  n dans  celle  première  série,  for- 
mant la  progression  par  différence  i 1 .2.3.4 m,  en  s’arrêtant 

au  m'*"*  terme;  les  nombres  qu’on  ajoute  à n,i n,  3 n mn 

forment  la  progression  par  différence  v 1.3. 5. 7..  • • - 1 -4-3  (ni — i); 
donc  au  ternie  de  la  série  en  question  oit  il  commencera  à y avoir 

au  dénominateur  m facteurs  binômes  n -+- 1 , an  3 , 3n  -4-  5 

le  dernier  ou  m‘,me  facteur  sera  mn-4-  1 +a  (m—  1)  ou  mn-j-im — 1 , 

mais  par  hypoibèse  n = — — — ; donc  ee  facteur  sera  t — vn 
•+.  atn  — I as  o. 
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•érie  conserve  .tous  ses  termes  de  valeur  significative 
et  degrandenr  limitée  ; donc,  représentant  par  $'  cette 
série,  on  ne  devra  conserver  de  l’intégrale  générale  (456) 
que  l’intégrale  particulière 


d’où  l’on  conclura  que  l’intégrale  générale  delapro-  ' 
posée  est 

y = S'[c'  + cf  ÿQ...(463),  [éq.  (457),art.459]. 

De  même  dans  le  second  cas,  la  première  série  de 
l’équation  (456)  conservant  ses  termes  de  valeur  signi- 
ficative et  de  grandeur  finie  , ceux  de  la  seconde  , à 
commencer  du  ( m -f- 1 )iim'  terme  , seront  infinis  (*)  -, 
ainsi  on  ne  devra  conserver  de  l’équation  (456) , que 
la  première  série  , et  représentant  cette  sérié  par  S , 
il  s’ensuivra  que  l’on  n’aura  que  l’intégrale  particu- 
lière 

- y = cS; 

mais  par  le  moyen  de  la  formule  (457)  , £ art.  45g  ] , 
on  en  conclura  que  l’intégrale  générale  de  la  proposée 

est 

J=s[c  + c'/ÿ]  ...:.(464):  , 

■ • 'ri  . ■ ' • 

'{*)  En  effet , le»  premiers  termes  de»  facteurs  binômes  dn 
(*-+• r),Vm*  terme  formant  la  profçressron  par  différence  f n.in.3n 

mit,  les  seconds  termes  forment  la  progression  par  différence 

■;3.5.7..»...3-t-  u(m  -m);  donc  le  m"“*  facteur  binôme  de  ce 
tenue  «erer  mit  -t-  3-f-  a (ne — r)  on  mit  -+■  in  ■+■  t j mais  par  hypo- 
thèse on  a n — — « ; donc  ce  facteur  sera  — i — a ni 

m ’ 

4-  an»  t=o. 
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Exemple.  Intégrer  par  approximation  l équation 

, d>j  + -^=o (<*>, 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (455)  , il  vient 
a — i et  n — i — 1 2m- , en  faisant  dans  cette 

dernière  formule  m = 1 ; donc  n’ayant  egard  qu  à la 
seconde  série  de  la  formule  (456) , on  a 

y = ( c'S'  ) = c'  [x  - ^ + r-ÿ7g  - , 

+ 1.2*.  3*.  4».  5 etC‘ J' 

Elevant  la  série  entre  crochets  à la  puissance  — a par 
la  méthode  enseignée  à l’art.  33  ( tom.  I , pag.  46)  > e* 
multipliant  le  développement  par  dx , on  trouve  bien 
vîte  que 

dx  dx  , étx  , 7 dx  , iqxdx  $x*dx 
= + + 8o 

d’où  ’ . . ••  V ] ( 

Multipliant  cette,  série  par  eS'  ex  — * ~~  + etc.^  , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (463) , on  a , 
toutes  réductions  faites , 

y — (.C+clx)  Qc—  ^ ^ — etc/J 

— c(,  _ I x -_i  + il  x3  - etc.)  , 
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ce  qui  est  l’intégrale  par  approximation  de  l’éqnation 

proposée  (a). 

462.  L’application  que  nous  avons  faite  de  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  4^7 , pour  résoudre  par  ap- 
proximation l’équation  générale  (45a),  dans  le  cas  où 
l’on  a dans  cette  équation  X=o  et  ç=axn,  étant  suffi- 
sante pour  faire  connaître  au  lecteur  comment  il  doit 
opérer  pour  toute  autre  valeur  des  fonctions  X et  £ 
de  x,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  a 
résolutions  par  approximation;  mais  avant  d’abandon- 
ner entièrement  ce  sujet  , nous  pensons  qu’il  dst  à 
propos , et  même  très-utile , comme  nous  le  verrons 
tout-â-l’beure , d’observer  que  l’intégration  de  l’équation 

du-^-u'dx  -f-  ax^dx  = 0 (a) 

du  comte  Riccati , peut  aisément  se  ramener  à celle  de 
l’équation  (455).  Eu  effet , faisant 

(£)-•  ■y=efudx,  d’où  ^=urfx...(c), 

(d)...w4<irI=  et  dudx=^—^....[e)\ 

ensuite  multipliant  l’équation  (a)  par  ydx , ce  qui 
donne  celle  ' 

/ % ’■  y » . *,  ¥ . * , . 

ydxdu  -J- yu’dx 4 -f-  ayx'dx*.—  o , 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs  de 
dxdu  [éq.  (e)]  etde  u,dx*£éq.(d)’]Iona,  toutes  réductions 
faites,  l’équation (455) qui,  étant  résolue , donneur ~fx, 

d’où— ou  dly=dlfx)  or,  de  l’équation(c)  on  tire  » 

donc  1 — ’ r".  * v 
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ce  qui  est  l’intégrale  de  l’équation  (et). 

463.  Cette  manière  de  ramener  l’intégration  de  l’é- 
quation du  comte  Riccati  à celle  de  l’équation  (455)  , 
peut  être  souvent  utile  lotsque  la  première  de  ces  équa- 
tions n’est  pas  séparable,  et  qu’on  veut  cependant  la 
résoudre  par  approximation  ; elle  peut  même  être  encore 
utile  lorsque  l’équation  du  comte  Riccati  étant  sépa— . 
rable , le  nombre  représenté  par  n est  tel , que  l’inté- 
gration de  l'équation  (455)  peut  s’effectuer  exactement, 
et  est  plus  aisé  à obtenir  que  celle  de  l’équation  (a). 
Par  exemple , soit  proposé  d’intégrer  l’équation 

5dx 


•(?)> 


qui , comparée  avec  l’équation  (a)  , donne 


-=3S  M 


n — — a. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 455)  , on  a 
celle  . ’ / 


36x* 

qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (458),  [art.  4®°!]  » e* 
dont  conséquemment  l’intégrale  donnée  par  l’équation 
(45g)  est 

k.  î,  • ' 

y=cx*  + c'a6; 

donc  l’équation  (f)  donnera  celle 


• ; 


u =- 


5cx3-f-  c ' S 
6x(ca?-f-c') 
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5oa  intég.  des  diff.  des  ordres  supérieurs 
ou,  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  c',  et 

. t Q 

représentant  la  quantité  constante  arbitraire  -,  par  c, 
on  aura  . 

5cx*-f  r 

»■= — : 

6x  1 ) 

ce  qui  est  la  solution  complète  de  l’équation  (g),  et  que 
nous  avons  obtenue  avec  beaucoup  moins  de  calcul  par 
' le  moyen  que  nous  ve’nons  d’employer,  que  si  nous 
nous  étions  servi  de  la  méthode  enseignée  à l’article  35 1 , 
en  transformant  la  proposée  en  une  équation  homogène, 
r et  intégrant  cette  transformée,  (art.  33a>. 


1 


m : 


i 
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SECTION  IY. 

■ Si  ' * 

Supplément  aux  trois  premières  Sections. 


CHAPITRE  I™. 

•f  • ^ * 

* < ,'  • > . . . i 

Intégration  simultanée  de  certains  systèmes 
d’équations. 

i\r 

464-  -L " oos  avons  déjà  fait  voir  à l’article  446,  com* 
nient,  étant  donné  un  système  de  m — 1 équations  li- 
néaires d’un  ordre  quelconque  n entre  un  nombre  m de 

variables  u,  x,  y,  a on  doit  s y prendre  pour 

trouver  les  valeurs  des  variables  u,  y,  z , en  fonc- 

tions de  x qui  satisfont  simultanément  aux  m— 1 équa- 
tions proposées.  Nous  allons  dans  ce  chapitre  nous  occu- 
per des  mêmes  recherches  pour  certains  autres  systèmes 
d’équations,  et  commençant  par  cellesdu  premie^prdrè,  * 
nous  nous  proposerons  d'abord  de  trouver  les  valeurs  de 
y et  de  z en  fonctions  de  x qui  satisfont  simultanément 
aux  deux  équations 

(Az  + By)dx  + Ddz  + Edy  —Xdx  1 , ’ 

(Hz  -f-  \y)dx  + K dz.  -\-Ldy=z£dx  }"\‘  ' ^65> 

dans  lesquelles  les  lettres  A. . .E,  H. . .L  représentent 
des  quantités  constantes  déterminées,  et  X , £ des  fonc- 
tions quelconques  de  x.. 
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Eliminant  successivement  rfy  et  rfz  entre  les  deux  équa- 
tions (465)  , on  a les  deux  suivantes  ? 

f (AL — EH)z  +(BL— El  )y]rfx'+(DL— EK)rfz  ] 

= (LX-EOrfx( 

r(DH-AK)s+(DI— BK)y]rfx+(DL— EK)rf^  Cv  h 

= (D$— RX)rfxJ 

lesïju  elles  étant  divisées  par  DL  — EK.,  et  faisant  pour 
abréger 

AL— EH  t_BL—  El  LX— Eg) 
a=DL— ËR’  DL-ER’  DL— ER! 

DH— AR  DI  — BR  w_Dç—  RX  ( 

m^DL=ËR’  71  DL— ER  ’ * DL— ER  j 

, se  réduiront  aux  deux  équations  » 

Caz  4-  by)dx  -f  rfz  = X'rfx  ) * , . 

U+-jW+-ir=r^  1 l47) 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  un  facteur 
indéterminé  G , et  ajoutant  le  produit  avec  la  seconde 
équation , on  a celle  . . 

£(a£+m)z4(t£+n)y3dx+£da+dy — £ ~]dx , 

ou  ■ 

, ^^Q^z+^rfx^rfH-^ CŒ'+êW*)* 
• 

Mais  à cause  de  l’indétermination  de  la  constante  G t 

soit  fait  

aQ-+-m  - v . . a—n±  V 4èm-f-(a— n)a 


zb 


-.(468)  : 


or  cette  dernière  équation  donnant  deux  , valeurs  de  C 
que  nous  représenterons  respectivement  par  C et  G", 

nous  aurons  en  substituant  successivement  tes  deux  va- 
leurs 
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valeurs  de  C dans  l'équation  (6),  les  deux  éqbàtions 
(bC'+n)(?  z+yTtix+diCz+y)  — (rX'~Hf)rfxl 

(bC"+n)(C  z+y)dx+d(C"z+y) =(<rX'-f  f • ■(«) , 

ou  faisant  pour  abréger 

p'ssbe  + n,  u'  = C'z  + y,  X'  = C'X'+?  i 

p”  = bC"-i-n,  u”=6“z  +y , f = TX'-f- f J (4%)  » ■ 

on  aura  les  deux  équations 

p'u'dx'  + du'  ~X’’dx 

p"u"dx  -f-  du'  '■=.  qdx , 

1ui  étaQt  de  la  forme  de  celle  (ag&)£drt.  54a],  ontres- 
pectivement  pour  intégrales  complètes  les  équations 

u'  = e-r'*lc+fX”er'*dx)  v 

ef^rfi)  / (47°)  * 

dans  lesquelles  e et  <f  représentent  des  constantes  arbi- 
traires. Mais  des  seconde  et  cinquième  équations  du 

groupeC 469)  Combinées  ensemble,  tirant  les  valeurs 
de  y et  de  z , on  a 

_Cy  — CV  ’ u'~uay  - 

C'—C  * *— cT^Të* /••••■(470, 

et  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les  va- 
leurs respectives  de  C , C" , u'  et  u"  [équat.  (4S8)  et 
(470)],  on  aura  les  valeurs  demandées  de.  y et  de  z. 

Exemple.  Etant  données  Us  équations  différentielles 
(44*  ~b  4^y)d.x  + ^dz  4-  g rfy  r=  xdx  v 
(34?  4"  38y)rfx  -f-  3rfz  ~j~  jdy  ~ exdc  J ‘"00 

de  deux  surfaces  courbes , trouver  les  équations  jiïiihi- 
tives  des  projections  de  C intersection  des  deux  surfaces 1 
sur  les  plans  coordonnés  des  xy  et  des  xzé  —• 

Comparant  les  équations  Çd)  avec  celles  qui  leur  cor-  ‘ 


3o6  SUPPLÉMENT 

respondent  respectivement  sous  le  n°  465,  on  a A=  44  > 

B =4.9 1 D = 4»  E — 9>  X=x,  II  = 34 , 1 = 38, 

K-!=3,  L =7  et  £ = ex.  Substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  groupées  sous  le  n°  466,  il  vient  a = 2, 
b=  1,  X'  = 7X — gex,  m=  4 > n~ 5et£'=4ex — 3x. 
Mettant  les  valeurs  de  a,  £,  m et  /i  dans  l’équa- 
tion (468),  on  ■&.£'■=  1 et  C"  = — 4}  d’où  p' = 6, 
p"z=\  , X"  = 4x  — 5ex  et  £*  = 4°ex  — 3ix  [équat. 
du  groupe  (46g)];  donc  /XV'xrlx  = 4 fxeSxcLr 

— 5 /Vxdx  = | e6x(x  -t  — f é7,[voy.  la  formule  (a  i4) 
art.  2663  , et  f%'e?"xdx  = 40 fe°xdx  — 3i  fxe*dx 

— 2oe2x — 3 1 ex(x — 1).  Substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  (47°)  > on  a 


„/  — — 6j 


+ !*-$«*■ 


’î> 


et  u"  — c'e~x  — 5ix  + aoe*" -f- 3i  , 

Enfin  mettant  ces  valeurs  de  u et  de  u" , ainsi  que 
celles  de  £'  et  C"  dans  les  équations  (471),  on  a pour 
équations  de  projections  sur  les  plans  coordonnés  des 
xy  et  des  xz  de  l'intersection  des  deux  surfaces,  celles 


y = 4ce^x  + c'e~x  + y e* - + J 


z z=z  ce~Sz  — ce  x — 


22«.+^_S. 

7 3 9 


465.  Tant  que  b et  m sont  de  même  signe,  ou  qu’é- 
tant de  signes  contraires,  on  (a  ~ nY  > ^ 

est  clair  qu’il  n’.y  a rien  à changer  aux  résultats  trouvés 
dans  l’article  précédent.  Mais  si  b et  m sont  de  signes 
contraires,  il  peut  arrive!*  1°.  que  4bm  = f a-n)*, 
ce  qui  donne  C = C. y 2°,  que  4im  > ( a *-  « )* , ce  qui 
rend  les  valeurs  de  C et  de  C imaginaires.  Nous  allons 
dans  cet  article  examiner  le  premier  de  ces  deux  cas  qui 
semble  offrir  beaucoup  de  difficult  és , car  C étant  = C , 
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chaque  couple  d’équat.(c)  et  (470)  £art.  4^41 se  réduit  à 
une  seule  équation,  et  les  équations  (471)  donnent y=% 
et  zx~%,  sans  pouvoir  dètemriner'i  priori  les  valeurs 
de  ces  fractions  vagues  f par  les  méthodes  enseignées 
au  chapitre  VlIIdu  Calcul  différentiel,  (art.  60..67  ). 
Mais  toute  la  difficulté  disparaîtra  , si  nous  parvenons 
à éliminer  des  valeurs  de  y et  de  z les  quantités  qui 
constituent  la  différence  de  G'  et  C , ainsi  que  des  autres 
élémens  du  calcul  , qui  ne  diffèrent  entre  eux  qu’au- 
tant  que  G'  et  C"  sont  différens.  Pour  parvenir  à ce 
but , soit  fait 


\/ 4bm  -f-  ( a — ■ n )* 


a b 


ce  qui  donne  G'  — q -f-  a et  G"  = q — « £ éq.  (468) 
Les  intégrations  des  équations  (47°)  donnent  pouf  u' 
et  u"  deux  valeurs  en  fonctions  de  x , qui  diffèrent 
entre  elles  tant  que  G'  diffère  de  G"  ; soit  donc 

{ u'  = F (x)  +/  Çx)  et  u"  = F (x) -/(x)}...  («)  : 


substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (471)  , on  a, 

toutes  réductions  faites,  y==F(x) — q et  a= 

J a a> 

1 - / • v v 

donc  y = F (x)  — qz . . . . .(473) , 

d’où  dy^zzdF  (x)  — qdz.  Mettant  ces  valeurs  de_y  et 
de  dy  dans  la  seconde  des  deux  équations  (46 7),  il 
vient  celle 


qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (298)  , (art.  342)  , et 
dont  conséquemment  l’intégrale  sera  immédiatement 
donnée  par  l’équation  (299).  Ayant  la  valeur  de  z en, 
fonction  de  x,  il  n'y  anra  qu’à  la  substituer  dans 


3o8  SUPPLÉMENT 

l’équation  (47^)  » et  l’on  aura  par  ce  moyen  le»  deux 

équations  primitives  demandées. 

Exemple.  Trouver  les  valeurs  de  y et  de  z en  fonc- 
tions de  x,  qui  satisfonlsimultanèment  aux  deux  équa- 
tions , • '■ 

(nz -f- 3iy)  dx-f- 4d?  -J- qdy  = ex 

(8z  -fi  a4y  ) dx  -f-  3dz  -f-  ydy  =«“, 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  (465),  on  a 
A—  1 1 , B=3i,  D—  4.  E=q , X — «*,  H=8, I =24, 
K = 3-,  L=±7  et  ^=e**  : substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  (466) , il  vient  a = 5,6=1 , X'  =7ex-qe,*t 
m = — i v n = 5 et  = 4plx  — 3ef , donc  q = i 
Qéquat.  (472)3  et  \/^bm  -f-  (ri — n)a=o,  d’où  C"=i 

ce  qui  donne /"(x)  = o,  et  par  conséquent  u'=F  (x), 
£ équat.  (a)  3 » mais  p'  = 4 et  X*  = 4ex  — 5eSI  [ ir' 
et  3"“*  équations  du  groupe  (46g)  3 donc  u'  ou 
F (x) = e~t'1  (c  +4/ e^cLc — 5 feBxdx)  [ire  éq.  (47°)3 
ss ce-4*  -f  j*1.  — | etx  ; donc 

rfF  (x)  = ( — /,ce'>x  -f- 1 e1  — | e,r  ) rfx  : 

' *>  ’ ' 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (474)  » *1  vient , 
toutes  réductions  faites  , 


dz  -f-  4zdx  — ( ex — ^e11 — ce  fx)dx, 

et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (299)  [ art. 
34a3»  on  a Pour  la  première  des  deux  équations  de- 
mandées , 


*=•&**—  cxe~<x  + c’e~*x -, 

substituant  cette  valeur  de  z ainsi  que  celles  de  F(x) 
et  de  q dans  l’équation  (470)  , il  vient 

C ( l + X ) -r-.C  . IQ  u.  1 1 

y — - 


L9  e«_ü  ^ 
36  u5  * 


qui  est  la  seconde  dçs  deux  équations  qu’on  cberche. 


r 


( 
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466.  Si  b et  m étant  de  signes  contraires , on  a 
jbm>  ( a—ny , alors  les  valeurs  de  C et  de  C"  sont 
imaginaires  [ équat.  (4S8)  ] , ce  qui  rend  aussi  imagi- 
naires les  valeurs  de  p'  et  de/)",  ainsi  que  telles  de  X" 
et  de  £"[  équat.  (463)].  Mais  la  marche  du  calcul  pour 
1 intégration  reste  la  même  que  celle  indiquée  à l’ar- 
ticle 464  , si  ce  n’est  qu’il  faut  substituer  aux  quantités 
exponentielles  imaginaires,  telles  que  leurs  va- 

leurs trigonométriques  cos  gx  ± y — 1 sin  gv.  Par 
exemple  , soit  proposé  d’intégrer  simultanément  le  sys- 
tème des  deux  équations 

( 2Z  ~f-  3 iy  )dx  ~y^.dz  -f-  ÿdy  = e*dx  1 

(z  + a4y  -h3dz  -f-  jdy  = Zdx  ) 

On  trouve  à 1 ordinaire,  par  le  moyen  des  équations 
(466),  (46’8)  et  (46q),  que  a~5,b~z,  X'=je* — 27, 
m — — 2 , n=3,  ==  12  — 3c*,  C'  — i -U  \/  — 1 , 

= »/-i,p,  = 4+V/-t  ,p"=4-»/-i  . 

*'  = (4+7^/—!  ) e-— 3(5  4-.q|/_  1 ) et 
Ç = ( 4 — 7 y — O e* — 3 ( 5—9  V/  — 1 ).  Subs- 
tituant ces  quatre  dernières  valeurs  dans  les  équation# 
(47°)  » on  a celles 

u'  = e-4*  e-^-  [ (4  4-  7 V/-  , ) fe^c^-'dx 

— o(5-f  9 \/—  1 ) / 4- c 3 

“'=  e-4^-.  [(4  — 71/—,)  f^e-^-'dv 

— 3(5—9 1/—  1 ) / e^e-^-Wc  + d ] ; 

et^  passant  des  quantités  exponentielles  imaginaires 
c*1*-'  aux  binômes  trigonométriques  cos.r  ±sinl-i/-i 
il  vient  ’• 

1/  e~(l(cos_r— ./—  ! sin  .t)  [(44-7  ^/—  1 ) ( fe^cosxd x 

4- 1/—  1 /e1’ sin  xdx ) —3  ( 5+9 y~i)(  ft** cos 

4-  V — 1 /c4*  “in  xdx  ) 4-  cj (b)  ; 

u"=e-4'(cos  x+  y—  1 sin  or)  [(4—7  y— , )(f^cos  xdx 
1 /ëSjrsin  xdx  ) — 3 ( 5 — 9 y — 1)  (/è*-1  cos  arÆv 
— V/  — 1 ftf*ùn  xdx  ) 4-  c'  ] (c). 

* , t ' ' . 
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v.  5»  . - / \ * \ 

Or  , par  le  moyen  des  formules  (274)  et  (272),  ( art. 

5og)  , on  a « 

. . . f5*  (5  cos  .r  -4-  sin  x)  ' y 

/ eb*  cos  xdx  = - ~ 

oh 


/ cos  xdx  = 


26 

b<*  (4  cos  x -f-  sin  x) 
*7 


, e5*  (5sin  x — cos  x') 

/e3*  sin  xdx  =a= — - — - 

+■ 

- . . , c,;r(4sinx — cosx)  . 

J e1*  sin  xdx  = *•* — * — - , 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (Z»)  et  (c),. 
et  ensuite  les  valeurs, résultantes  de  u'  et  de  u“ , ainsi 
que  celle  île  £'  et£*  dans  les  équations  (471),  on  aura 
les  valeurs  demandées  de  y et  de  z.  Nous  ne  pour— 
suivrons  pas  oe  calcul , qui  n’offre  plus  de  difficultés. 

' , * ' J J * ‘ ■ 

467  Si  DL  = EK,  je  dis  que  lesdeux  équations  (465) 
appartiennent  à une  seule  surface  courbe  dont  l’é- 
quation primitive  est  donnée  par  la  combinaison  des 
deux  équations  différentielles  proposées  (465)  , et  que 
conséquemment  le  problème  résolu  dans  les  articles 
précédens,  qui  a pour  but  de  trouver  les  équations 
des  projections  sur  le  plan  des  xy  et  des  xa  de  l’inter- 
section de  deux  surfaces  courbes,  devient  impossible  à 
{résoudre  dans  ce  cas  - ci  ; en  effet , de  l’équation 
* DL 

DL  = EK,  on  tire  K = — substituant  cette  valeur 
. E 

dans  la  seconde  des  équations  (465) , multipliant  le 
résultat  par  E , et  la  première  des  équations  (465)  par 
JL,  on  a les  deux  équations 

L ( Az  -f-  By  ) dx  -f-  L ( D dz  -+-  E dy  ) = LXdx 
E ( Hz  -f~  Iy  ) dx  -f-  L ( Ddz  + E dy  ) .=  E % dx-x.  , 
d’où  éliminant  L ( Ddz-b-Edy  ) et  divisant  par  dx x 
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il  vient  l'équatioh  primitive  d’nne  seule  surface. 


( LA  — EH)  s + ( LB  — El  )y  =LX—  Eg. 

468.  Si  DHr^AK,  ce  qui  donne  m = o,  il  est 
clair  que  les  deux  valeurs  successives  de  S seront  ° ^ ^ 

et  o [ équat.  (468)  3 ; ce  qui  donne  p'  = a , p'=sn  , 

' 

X"  = -T — X'  + f et  f =f  ■ [ 1" , 3»*,  4me  et  6m* 


équations  du  groupe  (4%)  ] et  réduit  leséquatiqns  (470) 
à celles 


u'  = e^a*  ( c -f  fX"eaxdt)  ) 
u“  = e—*(ic'+  fÇ'e-tdx)  J 


(475)  ; 


enfin  les  équations  (471)  se  réduisent  dans  ce  cas-là 
à celles.  , 


u"  et  z : 


(ti'—  u*)  b 


} 


(476).., 


469.  Si  BL  = EÏJd’où  4=o  , alors  l’équation  (4^8) 
donne  pour  £'  et  C"  des  valeurs  infinies;  mais  dans  ce 
cas-là  , remontant  aux  équations  (467)  , la  première  de 
ces  équations  se  réduit  à celle 

■ azdx  dz~  X.'dx  , 

qui,  étant  de  la  forme  de  l’équation  (298)  , ( art.  3 4a), 
donne  tout  de  suite , par  le  moyen  dè  la  formule  (299) , 

. s=  r“  ( c -j-  fX'e“*dx). ......  .(477)i 

Représentant  cette  valeur  de  z par  f(x ) , et  la  subs- 
tituant dans  la  seconde  équation  du  n°  (467)  ; on  aura 
l’équation 

nydx  -\-dy—(  f ' — m/(x)  )dx , 
qui  étant  de  la.  même  forme  que  celle  (298)»  a.  pour 
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♦ * 

intégrale  , " 

y = *~'x  [>'+/( Ç- — mf  (x)):e"*dx  ] «7*). 

Le?  cas  de  AL=EH  , d’où  a —0,  et  de  DI  = BK  , 
d’où  n=  o considérés  séparément , ou  même  ensemble  , 
n 'offrent  aucune  circonstance  essentiellement  remar- 
quable. 

47o.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  simulta- 
nément le  système  des  trois  équations 
( Az  -f  By+C  t) dx  f Ddz+  E<fy-j-Gd/=  X dx  ■j 
(Hz+Iy+KO<*r4-Ldz+Mdy+Ndt=X'dxl..(479); 
(Oz+Py+Q  t )dx-4-Rdz-f-  Stly  +Tdt^=X”dx) 
dans  lesquelles  A. ...G,  H... .N,  O. ...T  sopt  des 
quantités  constantes  déterminées  , etXjX*  ( X",des 
fonctions  quelconques  de  x.  ' ' 

Par  le  moyen  des  trois  équations  données,  éliminant 
d’abord  dz  et  dy , ensuite  dz  et  dt , enfin  dy  et  dt , 
on  a trois  équations  de  la  forme 
( ay  bz  cl)  dx  dt  = % dx^ 

( hy  -+•  iz  -(-  ht  ) dx  -f-dy=£'dx>. . .......(480)  j 

(my  + nz  + qt)dx-\-dz—  £"dx) 
ainsi  il  ne  s’agit  que  d’intégrer  simultanément  ce  der- 
nier système  d’équations.  Pour  y parvenir,  multiplions 
la  seconde  équation  par  C et  la  troisième  paru,  ces  deux 
facteurs  étantconstans,  mais  encore  indéterminés;  ajou- 
tons ces  deux  produits  à la  première  équation  du  groupe 
(48o),  et  multiplionsdans l’équation  résultante  , le  coef- 

c + kC  qv 


c + /f  G-\-q»  * 


ficient  de  dxdansle  premier  membre  par 
ce  qui  nous  donnera  l’équatioa 

<•+*+«)  > 
+ dt  + Cdy  +odz=lZ  + CÇ'+  ] dx. ... . . (a). 


x 
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AÜX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS. 
Faisons  N . 

a b -b  Î6  -f-  na  ^ o -f - hG  -{-  nu  I 

c -f-  kC  -f-  qa>  ’ c -f-  fcC  + g»  j ’ 


3t3 


et  t -fyaz  ■+■  ty  = U {c)  , 

d’où  dt  -4-  adz  4-  Cdy  =du , ce  qui  réduit  l’équation 
(a)  à celle 


( c -f  kg + q„  ) + du  = [ £-}- g % + ] dx ..(d) . 

De  la  première  des  deux  équations  en  (b) , nous  ti- 
rons celle 


ç ffai1  4~  ( c — n)  « — b 

l — km 


et  substituant  cette  valeur  de  C dans  la  seconde  équa- 
tion en  ( b ) , il  en  résultera , toutes  réductions  faites , 
une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à a>  qu’il 
seroit  trop  long  d’écrire  ici  ; donc  résolvant  cette  der- 
nière équation  , nous  aurons  trois  valeurs  successives 
de  a , que  nous  représenterons  par  <J  , *"  et  &>*  , les- 
quelles successivement  substituéesdans  l’équation  (e)  , 
donneront  aussi  trois  valeurs  successives  de  g,  que 
nous  représenterons  par  C , g"  et  Cm.  Substituant  o>' 
et  g'  dans  l’équation  (d)  , ensuite  <**  et  £*  ; enfin  am 
et  g" , nous  aurons  trois  équations  différentielles  de 
la  forme  de  celle  (uq8)  ( art.  34a  ) qui , par  le  moyen 
de  la  formule  (aqq)  , donneront  trois  valeurs  succes- 
sives, u' , u * et  u T de  u en  fonctions  de  x ; et  subs- 
tituant' succesMvement  ces  valeurs  dans  l’équation^c), 
ainsi  que  celles  </  et  g'  , V et  g“x)  a"  et  C qui  leur 
correspondent  respectivement  .nous  aurons  trois  équa- 
tions primitives  entre  les  quatre  variables  t , x , y , z. 
par  le  moyen  desquelles , et  suivant  les  règles  ordi- 
naires de  l’élimination  , nous  trouverons  les  valeurs 
des  trois  variables  t , y et  z en  fonctions  de  x,  qui 
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satisfont  simultanément  aux  trois  équations  propo- 
sées (47q). 

471 . Scolie.  Des  méthodes  dont  nous  nous  sommes 
servi  pour  intégrer  simultanément  le  système  des  deux 
équations  (465)  entre  trois  variables,  ensuite  le  système 
des  trois  équations  (478)  entre  quatre  variables , on 
voit  assez  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  intégrer 
simultanément  un  système  d'un  nombre  quelconque  n 
d’équations  différentielles  du  premier  ordrè'entre  n-f-i 
variables,  parmi  lesquelles  une  seule  varie  uniformé- 
ment * lorsque  ces  équations  sont  chacune  composées  , 
i°.  de  la  somme  des  premières  puissances  des  n variables^ 
variant  inuniformément  , respectivement  multipliées 
par  des  coefficiens  constans  et  déterminés,  multipliée 
par  la  différentielle  de  la  variable  variant  uniformé- 
ment. a°.  De  la  somme  des  différentielles  des  n pre- 
mières variables  respectivement  multipliées  par  des 
coefficiens  constans  et  déterminés.  3°.  D’une  fonction 
quelconque  de  la  variable  variant  uniformément , mul- 
tipliée par  la  différentielle  de  cette  variable.  Passons 
maintenant  aux  intégrations  simultanées  des  équations 
différentielles  d’ordres  supérieurs. 

473.  Proposons-nous  d’abord  de  trouver  les  valeurs 
de  y et  de  z en  fonctions  de  x qui  satisfont  simulta- 
nément aux  deux  équations  différentielles  du  second 
ordre  <• 

(Ay+Bz)d.r’-f-(tidy-f-Ddz)djc-f-Eday-f-Hd’z=X(ir! V.  . 

(IJy-fKz)dx'+(Wy+Mdz)dÆ+Nd“y-f-0d3z=:  ijdW  W 

dans  lesquelles  A. . H,  I. . . O sont  des  quantités  cons- 
tantes déterminées  et  X , § des  fonctions  quelconques 
de  x, 


AUX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS.  3l5 

' Faisant  { dy  = udx  et  dz=  vdx  } (a); 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (481)  , et 
divisant  par  dx  , on  a les  deux  transformées 
(Ay-j-Bz-f-Cu-f-Dp  )dx-}-Edu-f-Hdp  =Xrfjr'i 

( Ij+Kz+Lu+Mv)<ir+N<fe+0(&>=  idxj 

qui  ne  sont  plus  que  du  premier  ordre.  Eliminant  suc- 
cessivement du  et  dv  entre  ces  deux  équations  (i)  , 
divisant  par  EO  — HN  JPet  faisant  pour  abréger 


m 


El- AN  t 

EK-BN 

EL-CN  , 

EM-DN' 

EO-HN’° 

~ eo-hn,5~ 

EO-HN’ 

EO-HN 

E--NX  . 

AO  -HI 

7. 

BO-HK  . 

CO -HL 

~ EO-HN’ l: 

EO-HN 

EO-HN’ L 

""EO-HN; 

DO-HM 
EO-HN  ' 

et  %=. 

ox 

EO 

-H? 

-HN’ 

j 

..(c), 


compris  les  deux  équations  (a) , les  quatre  sui- 


(<*)• 


on  a , 

vantes 

( a y -f-is  -f-  gu  -f-  hv)dx-\~ dv  — X'dx  j 

( ïy  -f-  kz  lu  + mv)dx  -f-du  = %'dx  ( 

’ dy  — udx  — o 

dz  — vdx  = o 

Multipliant  la  seconde  de  ces  quatre  équations  par  C , la 

troisième  par  à et  la  quatrième  par  h ; ensuite  ajoutant 

ces^rois  produits  avec  la  premiète  équation  , etihul- 

tipliant  le  facteur  de  dx  dans  le  premier  membre  de  la 

, . h -f-  mC  — \ „ , 

résultante  par  -, — • ^ , on  a 1 équation 

h mC  — A 

J.  < /■  <■ 

j»*  1 ■ m v r % s "H  ^ rp  , 6 -f-  h » 

Ç*  + mC_*) I £ + §+m(f_--h  * + h+mer-K * 

+ rrtglL-r  ] dx  + dv+edu + ^+:dy 

-t-C%  )dx (*).  t 
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Faisant 

f r g-\-lG  — V b~ f-hG 

i h-\-mC~A ’ >u’-  h-{-mG-k  et  a h-^-mG-k]"^^> 

t • r 

ensuite 

t = v+Cu-\-kz  + uy ( [g ) , 

d'où  dt  ~ dv  -f-  Gdu  -f-  > dz  -j~  ady , 

l’équation  (e)  se  réduira  à^elle 

(h+  mC  — k ) tdx  + dt  = (X'  + CÇ  )dx. . . . ..(A)  i 

qui, étant  de  la  mêmeforme  que  l’équation  (298)  (art. 

34»)  , donnera  d’après  la  formule  (29  g)  , la  valeur 
de  t en  fonction  de  x , G,  k et  la  constante  arbitraire 
c : substituant  cette  valeur  de  t dans  l’équation  (g)  >_ 
jl  viendra 

< ■ . 

F ( x , G,  k , c ) = v -f-  Gu  -f-  xs  + «y. . . . . . ..(i). 

Mais  par  le  moyen  des  trois  équations  (f)  et  suivant 
les  règles  de  l’élimination , on  parviendra  à une  équa- 
tion du  sixième  degré  par  rapport  à G , ce  qui  donnera 
* six  valeursde  G en  fonctions  des  constantes  déterminées 
a,  b . . . [\équat.  du  groupe  (c)3-  Prenant  parmi  ces  six 
valeurs  les  quatre  qu’on  jugera  les  plus  convenables , 
telles  que  les  réelles  et  commensurables , s’il  y en  a , 
et  représentant  ces  quatre  valeurs  de  G par  G',  C , Gm 
et  £,v , on  en  conclura  quatre  valeurs  a>  , •‘Y»*,'»*’ 
et  k" , k",  k , X”  de  w et  de  k en  fonctions  des  mêmes 
constantes  a , b, . . Substituant  G' , «/  et  k' , ensuite  C”,  • < : 

* 1 * et  X*  , puis  C",  o " et  x"  , enfin  G,y,  a>ir  et  XlT  dans 
' l’équation  (t),  on  aura  quatre  équations  entre  les 
cinq  variables  a:,  y , z , u et  v au  moyen  desquelles 
éliminant  d’abord  z,  u etv;  ensuite^,  u et  v,  on  aura 
les  valeurs  demandées  de  y et  de  z en  fonction*  de  x. 

II  paraît , d’après  cette  méthode , que  les  yalevirs.dey  et 


1 
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AUX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS. 
de  z seraient  affectées  de  la  même  constante  arbitraire  c , 
qui  entre  déjà  dans  l’équation  (t)  , quoique  ces  valeurs 
doivent  avoir  des  constantes  arbitraires  différentes  c 
et  c'  ; mais  comme  il  est  présumable  que  dans  les  deux 
équations  finales  , ou  que  du  moins  dans  l'une  des  deux 
il  y a une  combinaison  de  c avec  quelque  constante  dé- 
terminée, on  pourra  représenter  cette  combinaison  par 
c'  dans  l’une  des  deux  équations,  ce  qui  sera  la  cons- 
tante arbitraire  de  cette  intégrale  , dans  le  temps  que 
l’autre  intégrale  aura  pour  constante  arbitraire  la  pri- 
mitive c de  l’équation  (i) , ou  sa  combinaison  avec 
quelque  constante  déterminée.  Au  reste,  l’on  pourrait, 
par  le  moj^en  des  quatre  équations  entre  x , y , z , u 
et  v , éliminer  d’abord  y , z , v , ensuite  y , z , u,  ce 
qui  donnerait  u et  v en  fonctions  de  x;  après  cela 
substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a) , et  in- 
tégrant en  ajoutant  à la  première  intégrale  la  cons- 
tante arbitraire  c ; et  à la  seconde , la  constante  ar- 
bitraire d , on  aurait  les  deux  valeurs  demandées  de 
y et  de  z. 

473.  Voici  un  autre  système  d’équatiops  du  second 
Ordre  entre  trois  variables. 

( Ay  + Ba  4-  D )dx*  -f-  E dy  Hdfz  — 01 
( \y  + Hz  + L )dx 3 + M dy  + Ndz  = 0/  ' ^ ' » 

beaucoup  plus  facile  à intégrer  que  le  précédent  (481). 
En  effet,  éliminant  entre  les  deux  équations  (48a)  , 
d3  z et  d'y  , divisant  les  deux  équations  résu  liantes  par 
MH  — EN , et  faisant  pour  abréger 

_ HI-AN  HK-BN  IfL-DN  \ 

a HM-EN  ’ . HM-EN’  ” HM-EN ’l 

_ AM-EI  _ BM-EK.  _ DM-EL  ( ’ ^ ^ * 
m ~ HM-EN  ’ " ~~  HM-EN’ q ~~  1IM-EN’ J 
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on  a * 

f (aj/+  bz  + h )dx*  +d‘y  — o v 

( et  ( my  tJ - nz  q )dx a -f  ct'z.  = o J ' . 

Multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  le  facteur 
indéterminé  £;  ajoutant  le  produit  avec  la  première 
équation  en  (a) , et  multipliant  le  facteur  de  dx*  par 
a-t-mG  f . ; . , 

— i r > on  a 

fl+mC  . 

+mC)\j+b^Éz + h^]dx'+d'v+Cd'z=°  ■«<*)■ 

Faisant  à cause  de  l’indéterminée  G , G = ■ - — --f  ■ . 

a + mG 

d’où 

G = ri— a—  V <bm  + (“—”)*. . ■ (^84), 

am 

et  posant 

, r.  - b -f-  qG  . . 

+ w* 

d’où  «Pii  = dy  -f-  Gd‘z  , l’équation  (£>)  ss  réduira  à 
celle 

• ( a -f-  mG  ) udx%  -f-  <Pu  = o * . ( d ) ; 

I 

mais  à cause  du  double  signe  qui  précède  le  radicat 
de  l’équation  (484)  , t>n  a deux  valeurs  successives  de 
G , que  je  représente  par  G'  et  G" , ce  qui  donne  deux 
valeurs  successives  de  u dans  l’équation  (c)  ,que  je  re- 
présente par  u'  et  u"  j donc  l’équation  (d)  donnera 
successivement  celles 

d‘u'  = p'  u'  dx'  } ^ 

d>u"  = P"u"dx y K 

en  faisant  ponr  abréger 

■{  p'  — — ( a -f-  mG'  ) et  p”  — — • ( a -f  mG"  ) J . . (485) . 

j 
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Pour  intégrer  la  première  des  deux  équations, en  (e)  , 
faisons  dx  = vdu' , ce  qui  donne  dx2  = v’du'1  et 

ddx—  o = vddit  + dvd u' , d’où  d*u'  = — — ^ ■ ; 

v 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  que  nous  vou- 


lons intégrer,  il  vient  — — p'udu'  , dont  l’inté- 
grale est  | 


— = p'  u'*  1 d’où  v = 


u'  V p' 


et  substituant  cette  valeurde  vdansl’équatiôncirrrWi/, 
on  a celle  dx  = ■ f'1  ; , dont  l’intégrale  est 


ar=  -*•  j l — ou  u'  — ce1'/? , 

VP  c 


(A 


en  représentant  par  c une  constante  arbitraire. 

Les  deux  équations  en  (e)  étant  déformés  iden- 
tiques , il  est  clair  qu’on  auta  aussi 

— .. . ..' ( g ),  - 

en  représentant  par  c'  une  autre  constante  arbitraire. 

Mais  à cause  des  deux  valeurs  successives  C , C " de’ 
C et  des  correspondantes  u' , u"  de  u,  l’équation  (c) 
donne  successivement  celles  . ’ 


{ u'  =y  -f-  Cz  -f-  P'  et  u"  =y  -f-  Cz"  4*  P"  } 
en  faisant  pour  abréger 

i p' ^ -hçC'  t p« h + q£" 

\ ~ a+mG' ’ a+mG" 


•••Wi 

t 

(486). 


Or  , éliminant  successivement  z et  y entre  les  deux 
quations  (h) , on  a celles 


3ao 
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C'a’  — G*u'  -f-  G"V  — ff'P"') 
= G'  — C 

u'  — u"  + P"  —V' 

: G' — G" 


(O, 


et  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les 
valeurs  de  u'  et  de  u”  £équat.  (/)  et  (g  )J,  il  vient 
celle*  demandées 


y 


G'  c'e^P"  — G"  ce**' P'  + G"  P'  — G' P' 


z = 


G’  — G" 

cex*'P' — ife*Vr"  + P"  — P' 
’ G'  — G”  _ 


>•••.(487), 


qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équations  pro- 
posées (482) . 

Exemple.  Intégrer  simultanément  le  système  des 
deux  équations 

( 5 g — 173?  — 88z  )dx‘  -f*  8d*y  + 7d’z  = o » , 

(35  — 1 )y  — 5az)dx‘  -|-  5day  -J-4d2z=  0}  ’ * 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles-  (48a  ) , 
on  a A = — 17,  B = — 88 , D — 5g,  E = 8 , H=-7, 

1= — 11  , Kp — 5a,  L =35  , M = 5,  N = 4»  ce” 

qui  donne  d’après  les  équations  du  groupe  (483) 
arc  — 3,  b=  — 4,h  = 3,mz=i,n=  — 8,  q~  5 ; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 484  ) , il 
vient  - < 

G ■=. — d’où  G = — 1 et  G"  = — 4. 

2 s . . , 

Les  valeurs  numériques  de  a,  m,G *,  G"  substituée*) 
dans  les  équations  (485),  et  les  mêmes  valeurs  plu* 
celles  'numériques  de  h et  de  q substituées  dans  4e* 

équation*' 
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équations  (486)  , donnent 

* p'=4,  p"  ==  7 , F = i et  F'=if 
Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  ( 487  ) , on  a 
celles 

4«^*_c'en'7  1 ce11 — e'e**'7  q 

y=- — 3 — + — 3 — + $• 

qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équations  pro- 
posées (6). 

474-  Mais  si  les  deux  quantités  p'  et  p",  ou  une 
seule  d'elles  est  négative,  alors  les  formules (487)  ne 
donnent  que  des  valeurs  imaginaires  de  y et  de  z ; il 
faut  donc  recourir  à quelqu’autre  moyen  pour  trouver 
les  intégrales  simultanées  des  équations  (48a). 

Les  quantités  p'  et  p"  étant  négatives,  ce  qui  a 
lieu  lorsque  celles  a -f-  mC  et  a -f-  mC  sont  positives , 
alors  les  deux  équations  (e)  de  l’article  précédent,  se 
changent  en  celles 

{ d*ur  = — p'udx*  et  d2u"  — — p"u"d: ra  } . . . . (o)  , 

dans  lesquelles  p'  et  p"  -représentent  maintenant  les 
quantités  positives  a -f-  mC  et  a -f-  mC".  Multipliant 
la  première  de  ces  équations  par  du' , on  a 

dud  ( du ')  = — pdjfu'du' (à)  , 

dont  la  première  intégrale , en  considérant  dx  comme 
constante,  est  l’équation 

du'*  — — p'u'*dx*  + c’dx * (c) , 

dans  laquelle  c*  représente  une  constante  arbitraire  : 
de  cette  équation  on  tire  celle 

% du' 


*v  • 


f 

t 

I 

I 

; 


! 


c* 
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dont  l’intégrale  est  l’équation 

~arc(sin  _ÎL^.)...(e)[for. (r34)  art.aoG], 

qui , à cause  de  la  constante  arbitraire  c , peut  se  mettre 
sous  la  forme  • 

x p' — arc  ^sin  = 

d'où  l’on  tire 

u'  = esin  (*!/>') (/). 

Opérant  de  même  sur  la  seconde  équation  en  (a) , il 
est  clair  qu’on  aura 

u"  = c'sin(  x \/p") (g), 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  de 
l’article  (473)  , il  viendra 


y — 


z — 


Ce  si n (x y/p")— g'esin (x y/p  ) 


C—Ù* 

csin (-xy/p') — c sin  (ry/p")  -f-  F' — F 

: C^C’ 


>••(488). 


1 


On  voit  assez  les  modiGcations  qu’il  faudrait  faire 
éprouver  à ces  formules  , si  l’une  seule  des  quantités 
a+  mC  , a -f-  mC”  était  positive. 

Remarque.  En  intégrant  une  première  fois  l’équa- 
tion (i)  , nous  avons  ajouté  une  constante  arbitraire  , 
mais  en  intégrant  une  seconde  fois  , c’est-à-dire  en 
intégrant  l’équation  (d) , nous  n’avons  pas  ajouté  une 
seconde  constante  arbitraire,  afin  que  les  valeurs  de 
u’  et  de  u"  introduites  dans  les  équations  (i)  de  l’ar- 
ticle (473) , ne  donnassent  aux  valeurs  de  y et  de  z 
que  les  deux  constantes  arbitraires  c & c qui  spnt 
les  seules  qu’elles  doivent  avoir  , puisque  les  équations 


> 


y 
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finales  qu’on  veut  obtenir , ne  sont  que  les  intégrales 
simultanées  de  deux  équations  différentielles  (48a)  du 
second  ordre.  Mais  si  au  lieu  d’ajouter  à la  première 
intégrale  la  seule  constante  arbitraire  que  l’on  veut 
avoir  dans  l’intégrale  finale  de  l’équation  (è)  , ou  pre- 
mière équation  en  (a)  , on  ne  veut  l’ajouter  qu’à  la  se- 
coude^f  alors  on  n'aura  plus  pour  première  intégrale  que 


\Z—p'dx  = —, 


et  pour  seconde  intégrale 


a/  ÿp'  j/—  ! 
d’où  l’on  tire  u — ce1*' r'v'— ». 


Opérant  de  même  sur  la  seconde  équation  en  (a) 
on  aura  u”  = , et  .substituant  ces  valeurs 

dans  les  équations  (t)  de  l’article  précédent , on  aura 


_ C'c'e1*' ?" *'~l — C" cex*'<’' +CP’ £'p"'| 

y—  c'  — c 

__  ce**'?’*'—1  — c’e**'?"*'-'  -f-  P" F r-  (^)  » 


qui  sont  précisément  les  mêmes  équations  que  celles 
qu’on  aurait  déduites  directement  des  équations  (487) , 
en  y rendant  négatives  p'  et  p" , comme  on  les  a sup- 
posées au  commencement  de  cet  article  ; mais  il  est 
aisé  de  voir  que  même  en  développant  en  Fonctions 
trigonométriqnes  les  quantités  exponentielles  e*Y * 
e v'p  y'  f on  ne  pourra  jamais  ramener  les  équations 
{h)  à des  formes  réelles  de  quelque  manière  qu’on 
dispose  des  constantes  arbitraires  c et  c' , pourvu  que 
oe  ne  soit  pas  contradictoirement. 


. Si  m et  b sont  de  signes  contraires  , il  peut 

arriver  , i°  que  les  deux  valeurs  successives  C et  C"  de 


3a  4 St'PPLÉMENT  • 

€ soient  égales;  a0  qu’elles  soient  imaginaires  ; or  dan* 
l’un  et  dans  l'autre  de  ces  deux  cas,  les  formules  (487) 
ou  (488)  ne  peuvent  plus  servir  , puisque  dans  le  pre- 
mier cas  elles  donnent  des  valeurs  de  grandeur  inEnie 
’ à y et  à 2 , et  que  dans  le  second  cas  elles  ne  donnent 
à ces  variables  que  des  valeurs  imaginaires;  iL  faut 
donc  chercher  pour  ces  deux  cas  des  formule^Tin- 
tégrations  simultanées  qui  soient  réelles  et  significatives. 
Pour  parvenir  à ce  but , soit  fait  - 

\Z[_4bm+(a. — 


, -,  n — a 
(a)...r  = et  a 


a/n 


a m 


J-(i). 


ce  qui  donne 


= r -f-  • et  C"  = r — « } (c) . 

Or,  tant  que  a n’est  pas  nul  , les  valeurs  de  v!  et  de 
u."  en  fonctions  de  x déduites  des  intégrations  des  équa- 
tions (e)  de  l’artide  47^  , n’étant  pas  égales , on  peut 
généralement  poser  les  équations 

{ u’  = F (a:)  +/<*)  et  u —F  (x) -/(x)  } . . . (d) , 

abstraction  faite  des  signes  qui  précèdent  f (x)  , les- 
quels doivent  toujours  être  contraires  dans  les  deux 
équations  (d)  , mais  qui  peuvent  être  placés  en  sen» 
inverse  de  celui  suivant  lequel  nous  les  avons  mis , ce 
qui  n’importe  en  rien  à l’objet  de  nos  recherches.  De 
même  les  constantes  P'  et  F'  étant  de  valeur  diffé- 
rente lorsque  celles  de  C et  de  C diffèrent , on  peut 
généralement  poser  les  équations 

{P'  = g+x  et  />"=£-*} (e); 

pour  lesquelles  on  fera  la  même  observation  relativement 
aux  signes  de  A,  que  celles  que  nous  venons  de  faire  pour 
lessignes  qui  précèdent  y (x)  dans  les  équations  (d)» 
Substituant  ces  valeurs  [[ équat.  (c)  , (d) , (e)]  dan* 
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les  équations  ( i ) de  l’article  473  , on  a 

donc  jf  = F(x) — g — rz (489).  , 

Mettant  cette  valeur  de  -y  dans  la  seconde  des  deux 
équations  en  (a)  de  l'article  473 , et  faisant  attention 

que  ti'-rmr  = — -j—  [ équat.  (a)  J ,il  vient  l’équation 

lihéarre  du  second  ordre-  £ 

dJz  + i (a  -f  n)zdx*  = [mg^q  — 7nF.(x)]dx* 

qui  , lorsque  le  second  terme  est  positif,  a d’après  la 
formule  (4 37),  [art.  429  3 , l’intégrale 

( »in  y/ <1— mF(3r))co*Çx\/ 

{-Hco«^y/  ‘±^l^lc'—f[mg—q—mY{x))s\n(x^  ^Q<Ix]  j 

s— ~ ver) 

Mais  si  le  second  terme  de  l’équation  (f)  est  négatif, 
alors  d’après  les  formules  (428)  et  (429)  [art.  4^4  3 » 
l’intégrale  de  cette  équation  (f)  est 

f eV^(î£)*[c+/«~V (^r )x(mg-^-m¥(r^lhJ~) 

U~  V^C^)  * [r'  -4-  fe  ^ ) x (mg— q- wFfx ))<fx]  1 

» V/ma+n) 

Substituant  dans  l’équation  (489)  la  valeur  des  donnée 
par  l’équation  (49°)-»  ou  par  celle  (49 0 > suivant  que 
<*  -f-  n est  un  nombre  positif  ou  négatif , on  aura  la 
valeur  de_y  en  fonction  de  x.  Cette  valeur,  ainsi  que 
«elle  de  a [ équat.  (4gp).  ou  (4g03  satisferont  sinuilta,- 


..(4go). 
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. néinent  aux  deux  équations  (482*5 , lorsque  G'  et  C*  se- 
ront des  quantités  réelles  et  différentes  entre  elles , ce 
qui  est  évident;  mais  dans  ce  cas-là,  îl  vaut  encore 
mieux  se  servir  des  formules  d’intégration  simultanée 
(487)  ou  (488)  , qui  sont  beaucoup  plus  simples.  Il 
nous  reste  donc  à examiner  si  les  formules  trouvées 
dans  cet  article , satisferont  au  cas  de  G'  = S"  qui  rend 
infinies  les  valeurs  de  y et  de  * données  par  les  équa- 
tions (487)  , c’est  ce  qui  sera  l’objet  de  nos  recherches 
dans  l'article  suçant  ; et  ensuite  nous  examinerons  à 
l’article  477  si  les  mêmes  formules  peuvent  servir 
lorsque  C et  G"  sont  des  quantités  imaginaires. 

47G.  Les  formules  trouvées  dans  l’article  précédent, 
et  qui  donnent  le»  valeurs  de  z , et  par  suite  , celles  de 
y en  fonction  de  x,  ne  sont  pas  indépendantes  de  la 
différence  de  G’  et  de  C"  , puisqu’elles  sont  afFectées  de 
y et  de  F (a:)  qui,  elles-mêmes,  renferment  explicite- 
ment ou  implicitement  la  demi-difference  adeC'etC*. 
Examinons  donc  en  premier  lieu , ce  que  deviennent  ces 
deux  quantités  , lorsque  £'=£*.  Or  , ce  cas  - là  donne 
p'=p"f‘ d’où  u — - ( tzV f’  [équat.  (f) , art.  47^] 

si  a -+-mG'  est  un  nombre  négatif , et  =c  sin  ( x\/p') 
[éq.  ( f ) art.  47 43  8*  Œ+mC'  est  un  nombre  positif;  donc 
omettant  la  constante  arbitraire  c , parce  qu’elle  se 
trouve  déjà  dans  les  formules  (490)  et  (4,91 ) , on  aura 

{F  (x)=e*yp'  ou  F(x)==sin(xl/p')  } (493), 

suivant  que  0+  nff  est  un  nombre  négatif  ou  positif. 
Ainsi  l’on  voit  que  lorsque  G'  = G“  , F ( x ) n’introduit 
dans  les  équations  (489),  (4$o)  et(490>  qu’une  quantité 
significative  et  réelle  ; il  en  estde  même  pour#  ; en  effet , 
remontant  aux  équations  (486)  et  (e)  [art.  475] , on  a 


P4-P'=aff= 


aah-t-(aq-\-mh)(G'-l-G")-\-umqG'G"  f 
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Mais  P+  r—  ar  et  CG"  = ( r + «)  ( r—  »)  =r*—  a1 
féquat.  (c)  , art.  47^3  » donc , substituait  ces  valeurs 
dans  l’équation  (a) , et  divisant  par  a,  on  aura  celle 

_ ah  + (aq-\-mh)r  + mq  (r*  — a») 

■”  «“-t-nantr-f* m”  (rt — **)  v49  J- 

Or,  si  C'=C° , d’où  « = o , l’équation  précédente  se 
réduit  à celle 


4[a&  •+•  (aq-^-mk)  r -f-  mqr1 3 
_ („  + n). 


(494). 


dans  lesquelles  nous  avons  mis  à la  place  de  (c-J-mr)* 
sa  valeur  Ç~~~~  ^ C équat.  (a) , art.  4?5  3- 


Ainsi  cette  valeur  de  g n’introduit  dans  les  équa~ 
tions  (489),  (4go)  et  (4g  1)  qu'une  quantité  significative 
et  réelle.  , 

Exemple.  Intégrer  simultanément  les  deux  équa- 
tions 

( n5y  + 36z  — 73  )dx’  — 1 îddy— 8ddzte=  ol  , 

(i6y-f-a3z — 4®)dx!* — yddy — 5ddz=o) '*■ 

Comparant  identiquement  ces  déux  équations  avec 
celles  (482);,  et  mettant  les  valeurs  numériques  de 
A,  B. . . dans  les  équations  (483)  , il  vient 


a = — 3,  b— — 4,  hz=3,  m = i , * = 1 et  q = 5. 

Substituant  les  valeurs  numériques  de  o,  b , m et  n 
dans  l’équation  (484) , on  aC  = a rt  o,  d’où  C=C"= a 
et  p'  = p"  — 1 £équat.  4853  » donc  F(x)  = ex  [ éq. 
(4ga)3  , et  l’équat.  (a)  (art.  475)  donnant  r=3  , on  a 
tf  = — i3  £ équat.  (494)  3-  Substituant  ces  valeurs  de 
g,  F (x)  et  r dans  l’équation  (489),  il  vient 

y=  e*  — 234- i3...* ‘(c)- 


î 

1 

X 
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^r  » a~h  n — — 3-}-i  = — 2 étant  une  quantité  né- 
gative , il  feudra  en  la  prenant  positive , se  servir  de 
la  formule  (4g0>  ce  qui  donnera 

z =cx  [c—  fe~*(  1 8 -\-e*)dx—e~*(c'—  Ce*(  1 8+e*)<ir] 

a » 

effectuant  les  intégrations  , il  vient 

t^Cc-x  + ÿ-'lÇl  + iS 

et  substituant  cette  valeur  de  z dans  l'équation  (c) , 
on  aura 


jm  y~ex(i  — c+x)  + c'e-*—a3 (e). 

11  est  aisé  de  vérifier  que  ces  valeurs  de  z et  de  y 
fequat.  ( d ) et  (e)J  satisfont  simultanément  aux  deux  - 
proposées  (b). 


Qe  signes  contraires  , on  a 4 brn^  (a  — n)a  , ce  qui 
rendant  les  deux  valeurs  successives  de  C imaginaires 
dans  1 équation  (484)  , donnera 

C'=  n~a  4.  V'Ub™—  (a—  n)*)V/  — t 

am  2 m 

•t  C"  — n — a _ ^(^iB-(a-n)*)  V—  1 

am  am 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équation.?  (485)  et  fai- 
sant pour  abréger 

(f  — — et  k—\  \/  $ ni  —(a— h)  (a), 

on  aura 

{p'  = i — k [/•—  1 et  p"  = i+  ky  — 1}  ....(3). 
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M.U  l/[,=p^-,]=V/t^±3] 

_v/[-^a-+,)-](A,6S'78)i 

donc 

yP'=  s/‘+  VV+V  _vM*'+‘,.>:rV- , . 
^w+n+\jv«-+p-‘v_ , , 

ou  mettant  à la  place  de  i et  de  & leurs  yaleurs  res- 
pectives [équat.  (a)]  , et  faisant  pour  abréger 

* = V V(an  + bm)  — i ( a+n ) | 
etï  = \/  V/(o«+6n0+ï(a+n)  J 
on  aura 

X/p'—et.—S'  )/  — i et  ÿp"=z«.+  i- 1/—  1 ; 
et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ( f)  et  (g) 
de  l’article  (473)  , en  omettant  les  constantes  arbitraire» 
cet  d qui  se  trouvent  dans  les  formules  (4g  o)  et  (4g  O» 
on  aura 

u’  =e,tx<r*x'*- 1 et  u'z=e**e 
Mais  xî  -J-  u"  = a F (x)  [équat.  (d)  art.  4753  i donc 
/W  — • 1 _j_  e-~txy—i  —j 

2 

Ainsi  lorsque  C'  et  G"  sont  des  quantités  imaginaires  , 
F (jc)  n’introduit  dans  les  formules  (490)  et(4gi)  qu’un» 
quantité  variable  significative  et  réelle. 

Dans  le  même  cas  de  G'  et  G"  imaginaires , om 

« — v'Z4bm  — (a  — * . 


F(x)=eM  — 


-n=e*xcos(<fx)  (4g6). 


am 
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j,  , . , , . 6bm — (a — nY 

d ou  r*  — a1  = r*4-  - - et  mettant 

4 m 

dans  le  second  membre  de  cette  équation  la  valeur  da 
r1  donnée  par  l’équation  (a)  de  l’article  (475} > il  vient 

r*  — a*  = — , 

771 

ce  qui  réduit  l’équation  (4q3)  à celle 

ah  -+-  (aq  + tti&)  r-\-hq 

an  -f-  ni  b 

Donc  encore  pour  ce  cas , g n’introduit  qu’une  quan- 
tité significative  et  réelle  dans  les  équations  (4go  } 
et  (4g i). 

SCOLIE.  Il  suit  de  ce  qui  a été  démontré  dan» 
ces  trois  derniers  articles  , que  la  méthode  d’inté- 
gration simultanée  des  équations  (48a)  enseignée  à 
l'article  (475  ) est  générale  à tous  les  cas  possibles 
) relativement  aux  valeurs  réelles  et  inégales  de  G'  et  de 
G" , ou  aux  valeurs  réelles  et  égales  de  ces  mêmes  quan- 
tités , ou  enfin  aux  valeurs  .imaginaires  de  G'  et  de  G"  ; 
mais  que  dans  le  premier  de  ,ces  trois  cas  , il  vaut 
mieux  se  servir  de  la  méthode  enseignée  aux  article» 

473  et  474- 

478.  Si  7n  = o , c’est-à-dire  , si  AM  = El  , alors , 
soit  en  opérant  directement  sur  le  second  membre 
de  l'équation  (484)  » dans  laquelle  considérante  comme 
variable  , on  cherche  par  la  méthode  enseignée  à l’ar- 
ticle Go  , ce  que  devient  G lorsque  m=o  , soit  plu* 
simplement  en  remontant  à l’équation  d’où  l’on  a dé- 
duit celle  (484)  et  qui,  lorsque  771  = 0,  est  G = ^ t 
• ® 
b 


d’où  G 


, on  conclura  que  G n’ayant  qu’une 

* 
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valeur  , les  méthodes  d’intégration 4 simultanées  en- 
seignées dans  les  cinq  articles  précédées,  ne  peuvent 
plu3  servir  , puisqu’elles  posent  sur  l'hypothèse  que 
G a deux  valeurs  successives.  Mais  dans  ce  cas  de 
m = o,  il  est  aisé  de  voir  que  la  seconde  équation 
en  (a)  de  l’article  483  se  réduisant  à celle 

\nzdx?  -j-  d*z  — — qrix* (a) , 

qui  est  de  la  forme  de  l’équation  (436) , son  intégrale 
sera  donnée  par  l’équation  (407)  ; substituant  cette  va- 
leur de  z en  fonction  de  x , que  je  représente  par 
f (x) , dans  la  premièr  e équation  en  (o)  de  l’article  473, 
il  viendra  l’équation 

'Cyrix*  -f-  ri*y  = — [ h -|-  ip  (x)  ~]rix* (i) 

qui  est  encore  de  la  forme  de  l’équation  ( 436  ) , et 
dont  par  conséquent  on  pourra  tirer  la  valeur  de_y  en 
fonctions  de  x par  le  moyen  de  la  formule  (437)  j 
ainsi  on  aura  de  cette  manière  trouvé  les  valeurs  de 
y et  de  z qui  satisfont  «imultanément  aux  deux  équa- 
tions proposées 

EXEMPLE.  Intégrer  simultanément  les  deux  équa- 
tions 

( ny  ■+•  36z  — 73  )dx*  — 11  ddy  — 8ddz  =01 
( 7y  + a3z — 46)dx“ — 7ddy — 5ddz=o/“,  ' 
Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  (482)  et 
calculant  les  valeurs  de  a , b. . . par  le  moyen  des 
équations  (483)  , on  aura 

«=  — 1,  b = — 4>  h = 3,  mz=o  , n — 1 et  q = 5; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , à cause 
de  771  = 0,  on  a ce|le 

zdx*  -f-  d*z  = — 5 dx‘  t 
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dont  l’intégrale  qst,  d'après  la  formule  (43 7), 

z=sinx(c — 5 / cos  xifx)+cosx  (c'4*-5/sinxdx)f 

d’où  z=csinx— Ssin^x-J-e'cosx— -5  cosax,  ou 
z . = c sin  x + c'  coé  x — 5 (d). 

Substituant  cette  valeur  de  z ou  ip  (x)  dans  l’équa- 
* tion  (è),  il  vient  celle 

dy  — = [4c  sin  x -f-  4e'  cos  x — ü3]  dx*,. 

d’où  l’on  tire  par  le  moyen  de  la  formule  (437). 

y —cé* — c'e~x — acsin  x — ac'  cos  x a3 (e). 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  ces  valeurs  de  z et  de  y 
[ équat.  (d)  et  (e)]  'satisfont  simultanément  aux  deux 
équations  proposées  (c). 


CHAPITRE  IL 

* 

Intégration  de  certaines  équations  different 
tielles  du  premier  ordre  entre  deux  variables 
et  séparées  dont  on  obtient  les  integraleà  al- 
gébriques y quoique  La  fonction  différentielle 
de  chacune  de  ces  deux  variables  étant  con- 
sidérée isolément , ne  puisse  s’intégrer  algé- 
briquement , et  que  ces  deux  fondions  ne 
puissent  s’intégrer  en  même  temps  par  lè& 
logarithmes  , ou  par  les  arcs  de  cercle. 

479.  Nous  avons  vu  à l’artiqje  355,  ( section  If , 
chapitre  III) , qu’on  peut  intégrer  algébriquement  toute 
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équation  séparée  dn  premier  ordre  entre  deux  va- 
riables , dans  laquelle  la  fonction  différentielle  de 
chacune  de  ces  variables  n’est  pas  algébriquement  in- 
tégrable , lorsque  les  deux  fonctions  sont  en  même 
temps  intégrables  par  les  arcs  de  cercle , ou  par  les 
logarithmes  j telle  est  encore , outre  les  équations 

que  nous  avons  données  à l’article  355 , celle 

# 

— = (498). 

mx*  + a nx  -f-  q cy‘  -f-  2 by  -j-  e a 

Lorsqu’on  a'  en  même  temps  mq  < n*  et  ae  < ô* , ou 
que  les  deux  inégalités  mq>n*  et  ae  > h*  ont  simul- 
tanément lieu  , puisque  dans  le  premier  de  ces  cas,  les 
deuxmembresde  l’équation  498  sont  intégrables  parles 
logarithmes  [art.  337  et  a38  ],  et  que  dans  le  second 
cas  ils  sont  intégrables  par  les  arcs  de  cercle  [form. 

(180)  , art.  a40- 
Telle  est  encore  l’équation 
At£c Bdy 

y -f-  q ) vAq >"*+  2^y  -f-  «) 1-4.99X  > 

dont  chaque  membre  est  int  égrable  par  les  logarithmes. 
(Voyez,  l’art.  249). 

Mais  l’équation  séparée 

Ac dy ^ 

\f[ax'-{-bx'-\-exl-\-hx-\-Tn]  ~ + °°^ 

à chacun  de  ces  deux  membres  qui , considéré  iso- 
lément , ne  plut  être  exactement  intégrable  ni  algé- 
briquement , ni  par  les  logarithmes  , ni  par  les  arcs 
de  cercle,  ( voyez  l’article  a5i);  cependant  nous 
allons  voir  que  cette  équation  (5oo)  , a tutfÉiptégrale 
algébrique.  * 
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Soit  fait  pour  abréger,  le  dénominateur  du  premier 
membre  de  l'équation  proposée  = {/%  et  celui  du  se- 
conde \/y  , ce  qui  donne 


dr  dy  j,  , dx*  dy* 

vtvy  5 y 


■{b). 


Mais  faisant 


dx 

VI 


dx% 


: du  ; d’oû  g = , on  aura  né- 


cessairement d’après  l’équation  (a) , y y — jd  où 
donc 

dX'jj£  =?-  y=a^-f)+b(3?-f)  +e{x*-f) 

-f  h{x  — y)={x— y)[a(x34-y3-f-x>'(x+_y)  ) 
+ é(xa4-y-(-^]i  +e(x4-y)-)-A] (c) . 

Si  actuellement  nous  faisons 

j v=x—y  etz=x+y  d’où  sc=»— — et^=— — |.(d), 

nous  aurons  dvxxdx  — dy  et  dzx^dx  dy , d’où 
dvdz  = dx*  — dy * (c)  ; 


ensuite 


-/=* 


3_|_3i'!1z  z* 


,xy 


- etx“ 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (c)  , et  divi- 
sant par  v , nous  aurons  m .. 

^ = - (z’+  v*z)  + ^ (3z*  + V)  + ez  + 
vau  a 4 

ActuiÉfeientdiflférentiant  les  équations  £ = ^ , et 


-jt  ^ ' 
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rfy* 

y = - en  considérant  u comme  variant  uniforraé- 
au* 

ment,  et  par  conséquent  traitant  rfu  comme  une  quan- 
tité constante,  il  viendra 

2 dxddx  . , udyddy 


du * 


Mais  rf£  — (4ar3  ■+*  3Ax*  -f-  2e*  -f-  A ) rfx  et 
dy  — ( 4qy3  + 3Aya  -J-  ney  -(-  A )dy  ; donc  substituant 
ces  deux  valeurs  dans  les  deux  équations  précédentes, 
divisant  la  première  par  dx  et  la  seconde  par  rfy , il 
viendra  les  deux  équations 

— -fax3  -|-  -f-  a ex  -f-  A. 

■ — 4qy3  + + Q ey  A J 

dont  la  somme  divisée  par  b est 
-‘-X^ddy  = aaCxS+y3)^-? + <x+y)  -f  A , 
ou  , à cause  des  équations  (f)  et  (rf), 

° 03+3v*z)+  ^ (ï^+p1)  +es+* 


•(A); 

mais  en  diflerentiant  l’équation  rfa  =rfx  -f-  dy  , on  a 
rf*z  = rfJx  -J-  rf*y , donc 

1^=  \ (aS+3^*)  + ^-(2*4-v‘)+ca  — A, 

et  retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  (g-) , 
il  vient  l'équation 

rf°z  rfvrfz.  . A 


L • 
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qui  étant  multipliée  par  donne  l’équation 

3?L— ïr-J=Wl  + i* 0), 

dont  l'intégrale  est 

-Ê^~aL%  + bz+c> 

en  représentant  par  c la  constante  arbitraire  , donc 

ÊH  \/<*?+b*+c  : mais^=^+^=^+^>, 

v=  x — y et  z = x+y,  donc  remettantles  polynômes 
que  représentent  respectivement  les  symboles  £ et  y , 
on  aura  entre  xet_y  l’équation  primitive  et  algébrique 

y/(ar*  -f-  ix3  -f-  ex*  -f-  Ax  -4-  m)  + v/(ay*-J-  ty3  -f-  ey* 
-f-Ay-f-m)=  (x — y)  \/a(x+yy+b(x+y)  + c...(5oi), 
qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  (5oo). 

Si  l’un  des  membres  de  l’équation  (5oo)  est  négatif , 
il  n’y  a d’autres  changemensà  faire  à l’intégrale  précé- 
dente (5oi)  , que  celui  de  mettre  le  signe  — à la  place 
de  celui -f- devant  le  second  radical  du  premier  membre. 
La  méthode  d’intégration  dont  nous  venons  de  parler 
est  due  à Lagrange,  et  Euler  ne  fait  qu’en  donner  lin 
plus  grand  développement  dans  les  Mémoires  de  l’A- 
cadémie de  Pétersbourg  pour  l’année  1778. 

480.  Faisantsuccessivement  dans  les  équations  (5oo) 
et  (5oi)  a,  b,  e,  h , 774  = 0,  ensuite  successivement 
o et  i=o,  a et  e 3=  o , et  ainsi  de  suite  pour  le» 
dix  combinaisons  des  cinq  lettres  a , b , e , h , m 
prises  de  deux  à deux  , ou  aura  les  intégrales  algé- 
briques de  quinze  équations  séparées  qui  sont , en 

exceptant 


1 
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exceptant  celle  provenant  de  a = o et  b = O dans  le 
cas  de  l’équation  (5oo).  11  serait  trcip  long  d’écrire  ici 
ces  quinze  formules  , mais  la  manière  dont  elles  se 
déduisent  de  celles  (5oo)  et  (5oi)  étant  extrêmement 
simple  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire  , le  lecteur 
fera  bien  d’en  former  une  table  pour  son  usage.  Par 
exemple,  considérant  le  cas  où  les  deux  coefliciens 
a et  b sont  en  même  temps  égaux  à’ zéro,  il  déduira 
des  formules  (5oo)  et(5oi)  celle 

dx  ^ dy 

VT  ex 4 -f-  hx  + m)  \/  (ey'-^-hy  -f-m) 

[/  (eÿ-+hy-\-m)=c(x-ÿy]. . . (o), 

en  représentant  par  c la  constante  arbitraire , et  il 
écrira  d’une  manière  semblable  les  quatorze  antfes  in- 
tégrales mentionnées  ci-dessus.  Enfin  si  le  lecteur  le 
desire  , il  pourra  augmenter  cette  table  de  dix  autres 
intégrales  en  faisant  trois  des  cinq  coefliciens  a , b , 
e , h,  m égaux  à zéro  , ce  qui  doune  dix  combi- 
naisons. . 

Remarque.  L’intégrale  (a)  est  plus  simple  que 
celle  qu’on  obtiendrait  En  intégrant  séparément  chacune 
des  deux  fonctions  différentielles  par  la  méthode  en- 
seignée à l'article  «4.9  J e^e  est  méme  plus  simple  que 
celle  qu’à  trouvé  Euler  dans  son  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Pétersbourg 
pour  l’année  177^,  en  employant  une  méthode  à peu 
près  semblable  à celle  dont  d’après  ce  célèbre  Géo- 
mètre , nous  nous  sommes  servi  pour  intégrer  l’équa- 
tion (5oo)  , mais  qui  en  diffère  un  peu  ; car  s’il  s'étaft 
exactementservidela  méthode  de  l’article* (47g)  if  serait 
parvenu  à un  résultat  aussi  simple  que  celui  (o).  En  effet, 
nousservant des  mêmes  symboles  que  précédemment, 


* 

' / 
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et  considérant  toujours  u comme  variant  uniformément, 

nous  aurons  * 

y=e  y)+h(x~~y)>ou 

dzdv  - ■ 1.  (t). 


vdu% 


: ez  + h. 


i i • dx?  k * dy 
Mais  différent jant  les  équations  ^ = § et  — y , 

divisant  la  différentielle  de  la  première  par  dx  et  la 
différentielle  de  la  seconde  par  dy,  ensuite  ajoutant 
les  deux  équations  résultantes  ; enfin  faisant  attention 
qu’à  cause  de  £ = ex1  + hx  + m , et  de  y ==  ey*  +hy 

-f-ro,  °n  a ^saex-f*  et = 2«y  + A,  nous  au- 

rons  Inéquation  ^ =e(x-f-y)+^  ; qui  > ® cause 

d*z  v • , 

dez  = x-f:y,  se  change  eaceWe  ez+h , et  re- 

tranchant de  cette  dernière  équation  celle  (è)  , il  Vien- 
dra l’équation  ' • 

dÀz  dzdv  dzd'z  dz'dv 

— P,  ou. 


du * vcéti* 


v'^du? 


-r  =0. 


vJdu% 

dont  l’intégrale  est  c>  > d’où  = cv , et  par 

conséquent  ^ = cv>  ou]/%zp\/y~c(x  y) > 

ce  qui  est  la  même  intégrale  que  celle  (a)  trouvée 
précédemment. 

481.  La  méthode  qui  iipu s a servi  à intégrer  algé- 
briquement l’équation  (5oo)  [ art.  479]  , n’est  pas  gé- 
nérale pour  foutes  les  équations  de  la  forme 

<**  ^ dy =o , 

y(axn  -f  bx'-'.j.+q)  Vidy'+by'-'.-.+q) 


• \ 
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c^ir  lorsque  n est  ]>  4 , l’équation  équivalente  à celle 
( i ) de  l’article  (47g)  » a dans  son  second  membre  des 
termes  affectés  de  la  variable  v;  donc  l'intégrale  d»  , 

premier  membre  étant  — , le  second  membre  où 

se  trouvent  les  deux  variables  z , v et  la  seule  dif- 
férentielle dz  ne  pourra  s’intégrer , et  l'on  ne  par- 
viendrait à faire  disparaître  dans  le  second  menjbre 
les  termes  affectés  de  v , qu’en  égalant  à zéro  les 
coefEciens  des  variables  x et  y élevées  j.  des  puis,- 
sances  > 4- 

Cependant  de  l’intégrale  (5oi)  de  l’équation  (5oo)  , 
ou  du  moins  des  deux  intégrales  qu’on  en  déduit  en 
faisant  d'abord  m = o , ensuite  h et  m = o ( art.  480  ), 
nous  en  déduirons  , 1°  l’intégrale  de  l’équation 

dx  dy 

V/CA/4;By+hy*-f-HÏ=0^5oa^. 

2°.  l’intégrale  de  l’équation 

dx  dy  ,e  -rs 

xV/[Ax“+Bx*+E]  ~ÿ 

quelle  que  soit  la  valeur  de  n.  -■  . 

En  effet,  faisant  pour  la  première  de  ces  deux  équa.- 

tions  x*=X  et  :y*=  Y,  d'où  dx—  -^^-et  dy=z 

J ay/X  1 a^/Y*’ 

l'équation  (5ou)  se  transformera  en  celle 


dX. 


dY 


V/LAX4+BX',+EX*+HX]±1V/LAY4+BY;t+ÉY*+HY]=C(û) 

qui  est  de  la  même  forme  que  l’équation  (5oo) , en  y 
faisant  m — o , on  aura  donc  « 

aa.. 
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/(5o2)  = (xy/[Ax6  4-Bx44-Exa4-H]  ; . 

■=£yV  [ Ay6  4-  By4-Ey4-H]  t 

« -=  c x*— y) A(x“— y)‘4-B(j:a— • . .(504). 

Actuellement,  pour  intégrer  l’équation  (5o3)  , faisons 

. -'»■**  < y 

1—  n 

X = xB  et  Y = y*  , d’où  dx  = — X a dX 

* 71 

et  Jdy=\x'^æi. 

> 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5o3)  , nous 
aurons  la  transformée 

dX  _ dY 

Xv/[AX“4-BX4-E]  Yy/[AYa4-BY4-E]  * 

qui  est  delà  forme  de  ce  que  devient  l’équation  (5oo) 
lorsqu’on  fait  en  même  temps  h—  o etm=o;  donc 
faisant  dans  1 équation  (Soi)  , h = o , îii^zo  , substi- 
tuant respectivement  aux  lettres  a , b , e celles  A,  B, 
E,  et  aux  variables  x et  y»  les  quantités  x"  et  y,  011 
aura 

/( 5o3)  ={  *n  y/ Axa"4-Bx”4-£  rpy"  V AyB4-By4  E 

= (xn— y")  y/  A (xn 4-y ") 1 +B (x" 4~y  ) 4* c} ... . . (5o5). 

L’équation  (5o3)  que  nous  venons  d’intégrer , et  qui 
dans  son  espèce  a une  sorte  de ’ généralité  , n'a  été 
intégrée  ni  par  Euler,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut , 
ni  par  aucun  autre  Géomètre  , du  moins  que  je  sache. 


il  * 
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CHAPITRE  III.  . 

. • t‘  " ! ■ 

intégrales  et  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  d ordres  supérieurs. 

48a.  Une  'équation  différentielle  d’un  ordre  quel- 
conque n étant  absolument  indépendante  des  valeurs 
que  l’on  peut  donner  aux  n constantes  arbitraires 
c',  c".. . ,c*'-qtn  entrent  en  partie  ou  en  totalité  dans 
les  première  , seconde. . . ni'mt  intégrales  de  la  pro- 
posée, il  s’ensuit  que  cette  équation  différentielle  de 
l’ordre  n peut  avoir  un  nombre  infini  d'intégrales  par - 
* ticulières  ( art.  374  ) de  tout  rang  , depuis  i jusqu'à  n 
qui  est  l’intégrale  finale. 

483.  Outre  ces  intégrales  particulières  , il  peut  y 
avoir  des  équations  différentielles  de  tous  les  ordres 
inférieurs  à n,  et  une  équation  «primitive  entre  les 
mêmes  variables  que  la  proposée,  qui  étant  essentiel- 
lement distinctes  des  intégrales  de  tout  rang  qui  leur 
correspondent  par  l’ordre  de  différentielle  et  d’inté- 
grale finale  , satisfont  pourtant  à la  proposée;  nous  ap- 
pellerons ces  équations,,  comme  nous  l’avons  fait  au 
chap.YI  de  la  seconde  section  , relativement  aux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre , solutions  particu- 
lières des  équations  différentielles  d’ordres  supérieurs. 
Nous  nous  proposons  dans  ce  chapitre  de  trouver  ces 
solutions  particulières.  Mais  avant  d’entrer  en  matière,  il 
çst  à propos  d’observer  que  représentant  par  c',  c',...c,f, 
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un  nombre  n de  constantes  arbitraires,  les  n différentiaj 
tions  successives  de  l’intégrale  finale 

v=f(.*,y,  c',  c" . . . c*'  ) = o (a) 

d’une  équation  différentielle  de  l’ordre  n 

dn\  ,y)  (b),  ■-  s 

ne  pourront  reproduire  cette  dernière  équation  qu’en  tant 
que  l’intégrale  finale  (c)  se  présentera  sous  la  forme 

f (*>  y)  +c'  x'-'+cx*-*. . .4.c','=o (c)  ; 

en  considérant  <p(x , y ) comme  unefonction  rationnelle 
de  x et  de  y , ou  si  <p  (x  , y)  étant  une  fonction  irra- 
tionnelle des  variables  a:  et^y,  on  différentie  successive- 
ment n fois  de  suite  l’équation  (c),  sans  commencer  par 
la  rendre  rationnelle.  Mais  si  <p(x,y)  étant  irrationnelle 
on  rend  l’équation  (c)  rationnelle,  ou  si  dans  l’intégrale 
finale  (a)  de  l’équation  (b) , les  constantes  arbitraires 
c',  c se  combinent  avec  la  variabley,  ou  se  combi-  * 
nentde  toute  autre  manière  que  dans  l’équation  (c)  avec 
la  seule  variable  a:,  alors  par  les  n différentiations  succes- 
sives de  l’intégrale  finale,  il  est  clair  que  l’équation  dif- 
férentielle de  l’ordre  n ainsi  obtenue,  contiendra  en  tout 
on  en  partie  les  n coftstantes  arbitraires  c',  c"...cn',  et  par 
conséquent  différera  de  la  proposée  dn\  ~ o.  Cepen- 
dant les  n équations  différentielles  obtenues  par  les 
n différentiations  successivesde  l’intégrale  finale U=o, 
réunies  avec  cette  dernière  équation  , serviront  à re- 
produire la  proposée  (i)  , puisqu’entre  les  n -f- 1 équa- 
tions 

U = o,  dü=o,  d‘V=o,..dBU=:o, 

on  pourra  éliminer  les  n quantités  c',  c*,  . . .c”',  ce  qui 
donnera  pour  résultat , et  indépendamment  des  va- 
leurs que  l’on  peut  supposer  à ces  dernières  quantités. 
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fussent  - elles  même  variables , l'équation  proposée 
d"V  = o. 

Passons  maintenant  aux  recherches  des  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  d"V  = o. 

484.  DifFérentiant  une  première  fois  l’équation  U=o 
par  rapport  à x , y , c'  , c',  , . .c"' , on  aural’équation 

d*U  + d" U + <Kü . . . + d‘n' U =0 , 

♦ 

qui , en  passant  des  différentielles  partielles  indiquée» 
aux  différentielles  partielles  effectuées,  prend  la  forme 


f*  (ü)dx+P'(Ü)dy+f£/(ü)t/c,4-F(U)dc"  . . . 
;.'.+fi"'(U)Jc»'=o> 

( voyez  l’art,  ao  , chap.  III  du  Calcul  différentiel). 
Or  , si  l’on  fait  dans  cette  équation 

F (U)dc'  + F (U)dc* + f"'(ü)</cn,  = o 


ou  F M («0, 


elle  se  réduira  à l’équation  . 

fr(U)È ^ f'(ü)  = ° (*'>> 

, ’ ««■ 

qui  est  précisément  la  différentielle  première  de  l’é- 
quation U = o , lorsqu’on  y considère  c' , c"\  . . . . c*' 
comme  de»  constantes. 


Actuellement  représentant  pour  abréger  par  dU  le 
premier  membre  de  l’équation  ( b ')  , et  différentiant 
l’équation  dU  =0  par  rapport  aux  deux  friables  y , 
x et  aux  lettres  c' , c", . . .c"' , on  aura  l’équation 

fr(dU)dy-}-  fx(dü)dx-f-  fc'(dU)dc'-{-  F'(dU)dc'. 

+ F'(dU)dc»'==o, 
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qui , en  faisant  #-v 

ir  m + fe"  (du  ) *. .+  f'n'(du)=0.  .co">, 


se  réduit  à celle 

fx(Æ)|+fW==0 (i"), 

qui  évidemment  est  la  différentielle  efTJ  = 6 de  l’é- 


quation U = o,  lorsqu’on  considère  c‘ c"....cn'  comme 
des  constantes. 

On  trouvera  de  même  en  différentiant  l'équation 
«PU  =o  par  rapport  aux  deux  variables  et  aux  cons- 
tantes, et  faisant  toute  la  partie  de  cette  équation 
affectée  des  différentielles  des  constantes  égale  à zéro, 
les  équations 

f"  (*U)  -g-p,  + P • - + P* (d*U)==o.  (a*) 

, et  fy  (<f*U)  d£+îx  (d‘U)  = o ...... . (JT)  , 

dont  la  seconde  n’est  autre  chose  que  la  différentielle 
troisième  de  l’équation  U = o,  en  considérant  c',  c", 
. .cn>  conque  des  constantes. 

Continuant  ce  calcul  jusqu’à  la  niimt  différentiation  , 
on  parviendra  enfin  aux  deux  équations 

. . fcn'  (d-‘V)  = O. . (a"') , 

et  f>  (d«- U)  $ 4-  fx  (<f— *1 J)  ss  o (£*') , 

■r  « 

dont  la  seconde  est  la  différentielle  de  l’ordre  n de 


t 
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l’équation  U =o  , en  n’y  considérant  de  variable  que 
x et  y. 

Or,  il  est  aisé  devoir  qu’éliminant  les  (n— *i)quan- 

' de'  de"  dct-'V  . 

tites  -î— 75 , —, — entre  les  n équations 


de"”  de"" de"' 

(a'),  (a*),.'.  .(an/),  on  parviendra  à une'équation  diffé- 
rentielle de  l’ordre  n — i,  que  je  représente  par 
dn~ 'W'=o  , qui  ne  sera  plus  affectée  des  différentielles 
de’,  de" , , . . de des  constantes  c',  c" . . . c"'  considérées 
comme  variables , mais  pourra  encore  être  affectée  de 
ces  constantes  arbitraires  , et  dans  ce  cas-là  éliminant 
entre  les  n + 1 équations 


d“-‘  W'=o,  d"—U: 


d"~2  U = o, . . . d3  U = o , 


dU  — o et  U =o  les  n constantes  arbitraires,  </,  c", 
...çn' , on  parviendra  à une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n — . t que  je  représente  par  dn~' W = o qui  , 
comme  l’équation  d"XJ  o , ne  renfermera  plus  de 
constantes  arbitraires , et  qui  de  plus  satisfera  par  la 
différentiation,  concurremment  avec  les  équations 

/d"-' W=o,  . . /"-3d"-‘ W=o  et  W=o(c), 

à l’équation  proposée  d"U=:o,  puisqu’elle  a lieu  ainsi 
que  ses  intégrales  de  tous  les  ordres  (e),  en  même 
temps  que  les  équations  (6')  , {b").  . .(6"')  qui  sont  les 
n différentielles  naturelles  de  l’intégrale  finale  U=  o ; 
donc  l’équation  dn—1W=o  et  celles  (r)  qui  en  dérivent, 
sont  les  solutions  particulières  de  l’équation  d"- ’U=o. 
Or,  nous  observerons  que  l’équation  d"—,W=o  , ne 
renfermant  aucune  constante  arbitraire  , son  intégrale 
finale  W— o ne  pourra  en  renfermer  que  n — î ; d’où 
nous  conclurons  que  la  solution^particulière  la  plus 
étendue  que  puisse  avoir  une  équation  différentielle  de 
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l'ordre  n , ne  saurait  être  exprimée  par  une  équation 
primitive  contenant  plus  de  n — 1 constantes. 

485.  Remarque  I.  Nous  avons  souligné  dans 
l’article  précédent  le  mot  pourra  , parce  qu’il  est 

de'  de"  dcC—y  • 

possible  que  1 élimination  de  - • • — dc^~ 

entre  les  équations  (a') , (a"),  . . . (a"')  de  l’article  4^4» 
conduise  à une  équation  différentielle  de  l’ordre  n — î 
qui  ne  renfermera  aucune  des  constantes  arbitraires 
c',  c“,.  ..cn',y  et  puisqu’alors  on  aura  d"'1W,=d'1"‘W, 
le  calcul  se  trouvera  abrégé  de  celui  qu  il  faut  faire 
pour  passer  de  d*— 'W'  àd““*W.  Par  exemple,  l’équa- 
tion 

Çy^dx 1 — yx'ddy  — Sxydxdy  + a x“dya  = o . . . (B)  , 

qui  a pour  intégrale  complète 

xy  -f-  c'a?  -f-  c*  y = o (A)  , 

p st  dans  ce  cas-là.  f.n  effet  si  l’on  différentie  d’abord 
l’équation  (A)par  rapport  à x et  y seulement  , et  en- 
suite par  rapport  à c"*et  c"  seulement,  on  aura  les 
deux  équations 

xdy  -f -ydx + Zc'x'dx  -f-  c "dy  = o (B') 

*£»+y=° (A,)- 

Différentiant  l’équation  (B')  par  rapport  à c'  et  c" , il 
viendra 

3 x*dx  + dy  =o. .....  .(A")  , 

. » •-  y 

et  éliminant  , -,  entre  les  deux  équations  (A  ) et  (A  ) , 
dc  * 

on  a celle  3 ydx— xdy (C)  , 
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qui  n’étant  affectée  d'aucune  des  deux  constantes  ar- 
bitraires c'.et  c",  est  l’équation  que  nous  avons  généra- 
lement représentée  par  dn~ ‘W:=o.IntégrantFéquation 
(C) , il  vient 

y = (D)  ; 

ainsi  les  équations  (C)  et  (D)  sont  les  solutions  parti- 
culières de  la  proposée  (B). 

Si  l’équation  d"~ 'W'=  o ne  renfermait  que  n — p * 
constantes  arbitraires,  alors  lé  passage  de  dn~' W'  à 
dn~~l'W  n’exigerait  que  l’élimination  des  n — p cons—  * 

tantes,  par  le  moyen  de  l'équation  da~ ,W,=  o et  des 
n — p équations  d"~‘U=  o. . .d!"':>U=o dp\]  = o. 

486.  Remarque  II.  Il  peut  encore  arriver  que  les 
constantes  arbitraires  c',  c". . .c"'  soient  combinées  dans 
1 équation  U=o  , de  manière  qu’en  éliminant  cescons- 

. „ , de'  de"  .dc^-'V  : • . 

tantes  et  les  quantités-^,  ^ entre  les 

équations  (a'),  (a'), . . .(a*')  ,\V)  , (b"), . . on 

parvienne  à une  équation  finale  qui  ne  renfertae  plus 
les  différentielles  des  variables  x,y  , et  qui  consé- 
quemment sera  la  solution  particulière  finale  de  la  . 
proposée  sans  constantes  arbitraires. 

487.  La  méthode  précédente  pour  trouver  les  solutions 
particulières  de  l’équation  dn Y=o , exigeant  qu»  l’on 
connaisse  déjà  son  intégrale  finale  qu’il  est  malheu- 
reusement très-difficile  et  quelquefois  impossible  d’ob- 
tenir par  l’intégration , serait  une  bien  faible  ressource 
de  1 analyse  , si  l’on  ne  pouvait  par  quelqu’autre  moyen 
déduire  directement  de  l’équation  différentielle  pro- 
posée ses  solutions  particuMferes  ; c’est  la  recherche  de 
cas  moyens  qui  va  nous  occuper  daqs  cet  article  et 
les  suivans  (*). 

• a , • • 

(*)  La  méthode  qu«  nous  allons  faire  connaître,  et  qui  est  extraite 

<•  ' \ ' Y 

<1  •-  ' 'a  ‘ . ‘ ~ ' V 
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Supposons  que  X représentant  une  ionction  de  £ 
et  des  constantes  arbitraires  c' , c" . . . dont  le  nombre 
n’excède  pas  n , on  a_y  = X qui  satisfait  à la  proposée 
dn V=  o.  Représentons  respectivement  par  y'  et  X'  ce 
que  deviennent  y et  X lorsque  considérant  les  seules 
lettres  c',  c"... comme  variables  ,1a  quantité  X passe  à 
l’état  X -f-  dc'X  -f-  dc“X  -f-  etc.  ;•  donc  , représentant 
pour  abréger,  la  différentielle  dr'X+dc"X-f-  etc.  de 
X par  rapport  à c' , c" . . . par  <fX,  on  aura  X'=Xc4-<JX, 
ou  pour  plus  de  simplicité  , 

y'=y-\-àyt  d’où  dÿ~dy-\-d£y , d^y'^dy-t-d^Sy  , 

duy—  d"y  + d”£y . * 

Cela  posé,  mettant  y'  à la  place  de  y dans  l'équa- 
tion dnY=o,  et  y substituant  ensuite  les  valeurs  pré- 
cédentes de  y' , dv' , d‘y' , . . . day' , il  est  clair  qu’on 
aura  dans  le  premier  membre  la  somme  de  tous  les 
terrftes  non  affectés  de  /y  , qui  sera  ce  qu’était  d"Y 
avant  les  substitutions*  en  question  j et  comme  cette 
somme  est  nulle  à cause  de  dnY=o  , il  ne  restera  que 
le  polynôme  affecté  de  $y  -,  ef  ne  conservant  dans  le 
polynôme  restant  que  les  termes  dans  lesquels  l’ordre 
ou  le  degré  des  différentielles  ne  dépasse  pas  n , en 
considérant  $y  comme  une  simple  différentielle,  ainsi 
quemela  est  réellement,  puisque  fy  ~i'X=dc'  X-^-dc"X 
-f-«etc. , il  ne  restera  que  ce  que  l’on  obtiendrait  di- 
rectement en  différentiant  dn\—  o par  rapport  à y 
seul  , mais  en  mettant  à la  place  de  la  nouvelle  ca- 


d’un savant  Mémoire  de  M.  Legendre  , imprime  parmi  ceux  de 
J Academie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l’année  1790,  dépend  en  partie 
du  calcul  des  variations , dont  nous  n’avons  pas  encore  parle  ; mais  la 
manière  dont  noqs  allons  présenter  la  méthode  en  question  k ne 
laissera  voir  au  lecteur  aucune  trace  d’un  calcul  qui  lui  est  encore 
étranger. 
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ra-ctéristique  d qu'introduit  cette  différentiation  , celle 
J',  et  passant  toujours  immédiatement  avant  la  va- 
riable y , lorsque  par  la  difféi*ntiation  elle  se  trouve 
en  avant  de  la  caractéristique  d.  On  aura  dqnc  par  ce 
calcul  une  équation  de  la  forme 


. y . ndn-'iy 


.+p^  + Q^=°-(5°6). 

* . * 

dans  laquelle  A,  B, ...P  et  Q sont  des  fonctions  de^r , x, 

. ; or,  si  A est  Hne  quantité  différente  de 

zéro , il  est  évident  qu’en  résolvant  l’équation  (5o6) 
par  rapport  à J'y , la  valeur  de  cette  dernière  quan- 
- tité  , ou  , c^  qui  est  la  même  chose  , de  dc'  X.-\-dc"X. 
+ cP'X  -f-  etc.  , devra  renfermer  un  nombre  n de 
constantes  arbitraires  jtjpuisque  <fy  sera  alors  l’intégrale 
d’une  équation  différentielle  de  l’ordre  n ; on  aura 
donc  dans  ce  cas  ^ = X,  qui  renfermant  n constantes 
arbitraires  et  satisfaisant  à la  proposée  d" V — o , en 
sera  la  solution  complète  et  finale.  Mais  si  dans  l’é- 
quation (5oG)  , le  premier  terme  seul  ou  la  somme 
de  quelques-uns  des  premiers  termes  s’évanouit  , alors 
cette  équation  différentielle  n’étant  plus  du  n‘‘"“  ordre, 
il  est  clairque  son  intégrale  fy^züX.  renfermera  moins 
de  n'  constantes  arbitraires  ; donc  y r-jjL , qui  satisfait 
à liquation  daY—  o , ne^era  plus , d’après  le  principe 
démontré  à l’article  4^4 > qu’une  solution  particulière 
de  la  proposée. 

488.  Il  est  clair  qu’en  différentiant  à l’ordinaire  l’é- 
quation d'IV=  o par  rapport  à y ses  différentielle» 

et  x,  le  coefficient  de  ^ n£i  sera  le  môme  que  celui  A 
de  dam  l’équation  (5o5)  , puisque  ce  coefficient 


t 
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est  indépendant  des  nouvelles  différentiations  des  fonc- 
tions de  a:  dans  la  différentiation  de  d"V—  o , et  que 
la  caractéristique  d que  l’on  met  dans  cette  dernière 
opération  À la  place  de  celle  i'  qu’on  à employée  à 
l’article  487,  ne  peut  influer  sur  sa  valeur  ; on  aura 
..donc  • 

^y-Æ+Ffxy  .Va). 

* dx"+'^  V ’S’dx'dx''  dx")  >' 

t ; . •' 

Mais  lorsque  l’équation  proposée  dnV—  o a des  solu- 
tions particulières,  on  a A=a,  ce  qui  réduit  1 équa- 
tion (a)  à celle  F . . . .^-^=o;donc  alors 

on  a l’équation  ^ 

d"+'y  * f507)  • 

dxl,+.  — • «-poy;, 

/ • . . * - 

qui  conséquemment  est  le  caractère  des  solutions  par- 
ticulières. # 

489.  Quelle  que  soit  l’équation  dn Y=o  entre  les  deux 
variables  a:  et  y , il  est  clair  qu’en  faisant  x égale  à 
une  constante  quelconque  on  y satisfera  , puisqu'on 
aura  alors  y qui  sera  aussi  égale  à une  constante , et 
que  conséquemment , Syant  simultanément  dx  — o , 
et  les  différenÜièlles  de  tous  les  ordres  jusqu’à  celui  n 
de  y égales  à zéro  , la  propose  se  réduira  à l’identfté 
0=0.  D’après  scela , nous  prévenons  que  dans  nos 
recherches  sur  les  solutions  particulières  , nous  ne  re- 
garderons plus  comme  telles  que  les  équations  entre 
les  deux  variables  x et  y'  qui  satisfaisant  à la  proposée, 
différeront  essentiellement  de  l'intégrale  finale  de  l’é- 
quation. • ’* 

4qo.  L’introduction  de  la  caractéristique  f dans  la 
différentiation  de  l’équation  d’1  Y=  0 par  rapport  à 
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y et  ses  différentielles  de  tous  les  ordres  jusqu’à  ce-  , 
lui  n , nous  devenant  inutiles  pour  déterminer  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  x et  y , afin  de  faire 

dn£y  H 

évanouir  le  coefficient  A de  -j^3ansl’équation(5o6), 

ou  de  > en  différentiant  à l’ordinaire  dnY  par 

rapport  à y et  ses  différentielles,  nous  prévenons  que  ' 
dans  les  applications  que  nous  allons  faire  des  théories 
précédentes  , nous  ne  nous  servirons  pas  de  la  carac- 
téristique ï. 

Exemple  I.  Trouver  les  solutions  particulières  de 
[ équation  différentielle  du  premier  ordre 

ydy  dy 
dx  dx 


x-f  ^rf  — 3?  x1 — a“  = o (a). 


» Différentiant  cette  équation  par  rapport  à y et  dy 
seulement,  ensuite  chassant  le  dénominateur  , on  à 

( y — \ /y* + [/y*  + x* — a* 


4 


= (y-l/y‘  + x‘-a')-£ 


Egalant  le  coefficient  de  à zéro , on  a l’équation 

(.y—  ÿ'ÿ-i — y*  +x*  —a*=o  , 

à laquelle  on  ne  peut  satisfaire  qn’en  faisant 
y — \/y * -f-  x3 — o3  = o,  d’où  x = ± a , résultat  que 
nous  devons  rejeter  (art.  489)  . ou  en  faisant 


y*  + x*-—  a%  = o,  d’où  y~V  a3 — x3. 
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Or , cette  dernière  équation  satisfaisant  à la  proposée 
(a)  , nous  en  conclurons  qu’elle  en  est  la  solution  par- 
ticulière. Ces  résultats  sont  conformes  à ceux  que  nous 
avons  trouvés  à l’article  383  , où  ce  même  exemple  a 
été  traité  par  une  méthode  differente  et  particulière 
aux  équations  différentielles  du  premier  ordre , et  où 
nous  n’étioqs  pas  encore  convenu  de  ne  pas  regarder 
comme  solution  particulière  les  équations  de  la  forme 
x = const. 

Différentiant  l’équation  (a)  par  rapport  ùiy , x et 
dy , il  serait  venu  pelle 

{y  — Vy'-h  X'x—  O v/y“-f  >— 

t 1 • * 

=(y—  Vy'+x*— «*)  — v/y+xw.. . (c). 

Or , faisant  -j- x1 — a1—  o pour  que  le  coefficient 


y dy?  x“  ^ xdy  x* 

dx»  ~ — cix  \/ii% — HF  ^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (c),  on  a 
rfy*  xa  — x*  dy 

° X dx“  “ ÿ(â“— .iÔ  °U  d?  ~ “ * 

ce  qui  est,  comme  nous  l’avons  démontré  à l’article 
(488)  ,1e  caractère  des  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

Exemple  II.  Trouver  les  solutions  particulières  des 
équations ® 

(dsy)“  -f-  4xdx2day  •d^'4dÿdxi  = 0 (d)  • 

Ecrivant  cette  écjpation  sous  la  forme 

(dy  -{-  2xd.r*)a  — 4 (x^dx1  + dydx "*)  , 


et 
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et  prenant  la  racine  carrée  des  deux  membre»  , on 
a l’équation  * . . 

day  + axdx*  = a dx }/ x'dx*  + ,iydx . 

qui  différentiée  par  rapport  à dy  et  dy,  donne  * 


%/*■  + $ 

V - dx  dx » dx’ 


dx  dx’  dx 1 

* 

et  faisant  le  coefficient  de  =o,nn  a dy — -x’dx 

xs 

d ou  ^ =—  g-  4-  c , ou  plus  simplement  à cause  de 
l’arbitraire  de  c,  on  a l'équation 
c — JJ5 

y~  ~3  •••'•••...(/)  , t 

qfii  satisfait  à la  proposée,  et  qui  conséquemment  en 
est  une  solution  particulière. 

, 4.qi-  Les  solutions  particulières  'des  éqnations  dif- 

férentielles d'un  ordre  quelconque,  ne  sont  pas  tou- 
jours les  solutions  particulières  des  différentielles  de 
1 équation  proposée  , ou  de  ses  intégrales  de  tous  les 
i Ordres,  puisque  pour  que  cela  eût  lieu,  il  faudrait 
que  toutes  les  équations,  telles  que  celles  (d)  9 (ci") 
de  1 article 484 , eussent  lieu  simultanément.  Ainsi  v~g 

étant  l'intégrale  iinalede  l’équation  d*V=0,  et  dy  4 d? 

l’une  de  ses  premières  intégrales,  ces  deux  dernières 
équations  ne  pourront  avoir  une  même  solution  oar- 
ticuhere^^X,  qu’en  tant  qu’on. aura  simultanément 

Par  exemple  , faisant  dans  l’é- 
quation (e)  de  1 article  précédent,  dy  = zdx , d’où 
— dzdx , on  a la  transformée  - dz-  -f-  nxdx  — 

, « intégrant 

3'  * *3 
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il  vient  x = \/  x*  -j-  z d , d'où  c'*  — 2c' x -=zz,  et 

par  conséquent 

* ' 7 * • ' " 

dy  = d*dx  — acxdx ......  (a) 

ce  qui  est  une  première  intégrale  de  l’équation  ( d\ 
del’article  précédent,  et  l’intégrant,  il  vient  pour  in- 
tégrale finale  l’équation 

y—c'^x — dx*  -f-  c" (6)  •,  , ® 

donc  \ étant  = d*. r — c'x%-\-c"  et  d£=(c'* — ac fx)dx, 

cc 

l’équation  o donne  ad  — x = o;  d’où  d—  , 

et  l’équation  dc'd%=  o donne  ac'  — ax  = o,  d’où 
c'  = x;  donc  ces  deux  valeurs  de  c' n’étant  pas  iden- 
tiques, il’ s’ensuit  que  la  solution  particulière  (J  ’)  [art. 
4qo3  , n’ast  pas  la  solution  particulière  de  la  pre- 
mière intégrale  (a)  de  l’équation  (d)  [ art.4,90]. 

d 

• Mais  si  à cause  de  l’arbitraire  de  la  constante  c' 

c c'3  ( * 

nous  la  faisons  -=  — - — , en  représentant  par  c une 

autre  constante  arbitraire  , l'équation  (ù)  se  changera 
en  celle  . # , 

3 y — c — 3 c'2  Xi — 3 c'x* — c'3 (c)  ; 

ou  ajoutant  de  part  et  d’autre  x3 , ce  qui  rend  le  se- 
cond membre  = (x  — c’)3,  prenant  la  racine  cubique 
des  deux  membres  et  transposant  d,  on  aura  l’équa- 
tion 

x=d  ...........  .(d),. 

qui  est  évidemment  la  même  intégrale  finale  de  l'équa- 
tion (d)  [art.  4gto]  que  celle  ( b ) , mais  mise  sous  une 
forme  différente  qui  ne,  la  rend  plus  comme  l’équa- 
tion (i)  , la  solution  complète  de  la  proposée  ( d ) da 
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l’article  4f)°i  [voyez  l’art.  38g).  Différeutiant  l’équa- 
tion ( d). , on  a 

dy  — C(3y  ■+•  a?  — c)3—  xa]<£r  ,, (e)  ; 

qui  est  une  seconde  première  intégrale  de  l’équation 
( d)  [art  4gol,et  qui  a la  même  première  solution  par- 
ticulière (/")£art.  490]  que  l'équation  (cQ[ art.  4.9°]i 
qu’on  trouve  à priori  en  faisant  la  quantité  radicale 
de  l’équation  (e)=o  [art.  383]  , et  dans  ce  cas  - ci  il 
est  aisé  de  voir  que  l’équation  de  condition 

dxd^=dc'd^  = o,  « - 


afin  que  l'équation  (cl)[art.  49°J  > et  sa  première  in- 
tégrale (e)  aient  une  meme  solution  particulière , est 
satisfaite  j puisque  l’équation  (c),  qui  est  l’intégrale 
finale  de  celle  (<#)  [art.  49°3  > donnant 

£ — 3c'ax — 3c'x* — c'\,  d’où  d%  = (3c'a — 6c'x)dx , 
on  aura  * 

< 

dc'£ 

— 6c' x — Sx3  — 3c'a=o,  d’où  c'*  — ac,x-fx*=o 
de 

‘ , ■*  * ■ 

et  par  conséquent  c'—x , et  ques  de  même  on  aura 
d = 6c' — Sx  — a»  d’où  c — x. 


4ga.  On  peut  par  des  procédés  semblables  aux  pré- 
cédens  , trouver  les  solutions  particulières  et  simul- 
tanées d’un  système  de  m équations  entre  m -j- 1 
variables  x , y , z.  . . et  d’un  ordre  quelconque  n,  en 
supposant  toujours  que  l’une  des  variables  x varie 
uniformément.  En  effet , considérant  les  constantes 
c"...  des  valeurs  de  y,  «...dans  les  intégrale^ finales  des 
équations  proposées,  comme  variant  elles-mêmes,  et 
représentant  respectivement  par  y -f  fy  , z -f-  <fz. . . . 
ce  que  deviennent  les  valeurs  dey,  «...lorsque  le». 

a3. . 

« 
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constantes  arbitraires  ont  varié  ; ensuite  substituant 
dans  les  jii  équations  proposées  les  quantités_y  -f-  S’y , 
z . . à la  place  de  y , et  retranchant  de 

chacune  des  m équations  résultantes  , celle  qui  lui 
correspond  parmrles  m équations  données,  il  est  clair 
qu’on  aura  encore  m équations  qui,  évidemment,  ne 
seront  que  ce  qu’on  aurait  obtenu  immédiatement  en 
dilïerentiant  chacune  des  équations  proposées  par  rap- 
port aux  variables  y> , a... et  leurs  différentielles  de 
tous  les  ordres  jusqu'à  celui  n inclusivement , en  met- 
tant la  caractéristique  à la  place  de  la  nouvelle  d 
qu’on  aurait  introduite  , et  en  ayant  seulement  l’at- 
tention dans  cette  différentiation  , de  placer  la  lettre 
<f  immédiatement  avant  la  variable  ; on  aura  donc  par- 
ce moyen  un  nombre  m d’équations^ffectéea  des  dif- 
férentielles de  l’ordre  n et  des  ordres  inférieurs  de  S'y, 
«fs  , etc.  Multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  un 
facteur  indéterminé  b',  la  troisième  par  un  autre  fac- 
teur indéterminés",  et  enfin  la  mi,m‘  équation  étant  mul- 
tipliée parle  facteur  indéterminé  6(m-0'j  et  ajoutant  ces 
m équations  , on  n’en  aura  plus  qu’une  qui  renfermera 
les  quantités  dnS’y,d"S'z...  Or,  si  les  termes  affectés  de 
cesdernièresquantités  ne  s’évanouissaient  pas,  il  est  clair 
qu’alorsen  résol vantsuccessivement  cette  équation  par 
rapport  à i'y,  <Ta...les  valeurs  de  ces  quantités,  et  de 
suite  celles  de  y , z . . . (art.  487) , auraient  n cons- 
tantes arbitraires  -,  donc  ces  valeurs  de  y , z . . . ne 
seraient  plus  des  solutions  particulières  (art.  4$4)-  H 
faut  conséquemment  rendre  nuis  lescoefiiciens  de  d"Sy, 
dnSz. ce  qui  donnera  un  nombre  m d’équations 
entre  les  m — 1 indéterminées  6',  ‘^'parle  moyen 

desquelles  on  éliminera  ces  m — 1 indéterminées,  ce  qui 
donnera  m — 1 équations  entre  lescoefiiciens  qu’avaient 
d"Sy,  dnS a.  *.  avant  l’introduction  des  facteurs  iadéter- 
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minés.  Combinant  ces  équations  de  condition  qui  doi- 
vent avoir  lieu  en  même  temps  que  les  proposées,  avec 
ces  m dernières  équations,  on  pourra  éliminer  les  quan- 
dn~‘  y dn~y  dy  d"~'z  dn~*z  dz 
’ e°  dx"-''  dx — •»  "■ Tx’  dI^'7GF^‘--’dZ^c‘ 
ce  4qui  donnera  une  équation  primitive  qui  sera  une 
solution  particulière  , et  d’où  l'on  pourra  en  conclure 
d’autres  par  la  différentiation  et  des  substitutions , 
ensuite  l’intégration. 

Soient,  par  exemple-,  proposées  les  deux  équation* 


(j1 — iax)dy  — cfdz-^-o.üydx  — o| 
zdy*  + ydzdy  -f-  zadzdx  = o J 


(a). 


Différéntiant  ces  équations  par  rapport  ky , dy,ze t 
dz  en  conservant  pour  plus  de  simplicité  la  carac- 
téristique ré  à la  place  de  celle  <f , il  viendra 

(y*  — aax)ddy — cfddz  4-  etc.  = o ï , 

{^zdy-^ydi)ddy-^-(ydy-\-2adx)ddz-\-  etc.  =o/’”  ' 

» ' * * 
•Multipliant  la  seconde  équation  par  6'  et  ajoutant  le 
produit  avec  la  première  équatiçm  en  (i)  , on  a 

Q(ya—  nax)  -f-  6'(asrfy  -\-ydz)~\ddy 
4 [pXydy  -f- zadx)* — a^ddz 4-  etc.  ==  o; 

et  puisque  les  termes  affectés  de  ddy  et  de  ddz  doivent 
s’évanouir,  on  aura  les  deux  équations 

y 3 — aax  4*  f>'(2zcfy  y dz)  = à, 

8'(ydy  4-  a adx)  — a1  = o y 

et  éliminant  6',  il  viendra 

v 

(ya — 2 ax)  (ydy-\-  *adx)  -\-a?Çfizdy-\-ydz)z=o. 
Divisant  cette  équation  et  les  deux  proposées  en  (a) 
par  dx , et  éliminant  entre  les  trois  équations  résul- 
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, . , dy  dz  . „ , 

tantes  les  quantités^  et  ^ , on  aura  1 équation  ' 

yz  — x1=  o (c)  , 

d’où  z = — et  dz  = ?x^x.  — Substituant  ces 

y y y 

valeurs  dans  les  deux  équations  proposées  (a),  oâ  ti- 
rera également  de  l’une  et  de  l’autre  l'équütion 

(y*  — ax)dy  + a aydx  = o , 

3, 

qui  étant  divisée  parj1,  donne  l’équation 
J-  . JT axdy  aadx 

y*y- 1- a- r-  1 = 0, 

y*  y' 

qui  étant  intégrée  (art.  3a3),  donne  complètement 

y * +3 ax=  ç{/y. . (d). 

Ainsi  les  équations  (c)  et  ( d)  sont  les  solutions  par- 
ticulières des  équations  proposées  (a). 


CHAPITRE  IV. 

De  V intégration  des  équations  aux  différen- 
tielles partielles  du  premier  ordré* 

4g3.  Ï.JES  équations  aux  différentielles  ordinaires  dont 
nous  nous  sommes  occupé  jüsqu’à  présent , donnaient 
une  relation  entre  les  différentielles  des  variables  in- 
dépendantes x , y. . . et  celle  de  la  fonction  inconnue 
z de  ces  variables.  Mais  les  équations  dont  nous  allons 
nous  occuper  , ne  donnent  que  la  relation  des  diffé- 
rentielles partielles  de  la  variable  principale  z par  rap- 
port à celles  x,y...  dont  elle  est  fonction,  et  il  faudra 
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parle  moyen  de  ces  équations,  trouver  la  valeur  des. 
c’est  ên  cela  que  consiste  la  résolution  ou  intégration 
des  équations  aux  différentielles  partielles. 

Nous  regarderons  une  pareille  équation  comme  ré- 
solue , lorsque  nous  l'aurons  ramenée  à ce  que  sa  so- 
lution ne  dépende  plus  que  de  l’intégration  d'une 
équation  aux  différentielles  ordinaires. 

4q4-  Avant  d’entrer  en  matière , nous  rappellerons 
à nos  lecteurs  que  représentant  par  a une  fonction 
de  x,  y , s nous  appelons  différentielles  par- 

tielles indiquées  , les  quantités  dxz  , dlz  , d'z. ...  et 
différentielles  partielles  effectuées,  celles  lxzdx , f yzdy  , 
f ’zds...  (art.  20).  De  même  , lorsque  nous  voudrons 
indiquer  la  différentielle  partielle  de  z par  rapport  à 
deux,  trois.  ..variables,  telles  quexj',  a^i...,nous 
écrirons  dxdyz  , dTdtdsz . . . ou  plus  simplement  d:*z  , 
d^'ar.-Mais  nousavonsvu  aux  articles 54 , 75  et 76,  que 
quel  que  soit  l’ordre/des  différentiations  partielles  , le 
résultat  est  toujours  le  même,  donc  dxyzï=drxz)  de  même 
dxy,z=dx,yz=dix>'z=  drxlz—dr,xz  = dWz,  et  enfin 
généralement  on  pourra  écrire  dans  les  différentiations 
partielles  de  z par  rapport  à *n  nombre  quelconque 
de  variables  x,  y , s. . . , ces  dernières  variables  dans 
un  ordre  quelconque. 

De  même  dTz  étant  égal  à f *zdx  , nous  aurons 
r~  et  6i  nous  différentions  cette  équation  par 


dx 


= lT 


rapport  à y , nous  aurons  d1  dy  {xz={y(îxz)dy 


dyxz 


-.A  '4  • , . ■PP  Y 

ou  j-d~  ,=  fv(frz)  ce  que  nous  écrirons  de  la  manière 

dyxz  . * , ' , d>xl' 

suivante  -j— r,  = } et  de  meme  - 


dyd.i 


' dydxds.., 


: Ùx’—z ; 


1 Google 
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ainsi  fTz  représente  ce  que  devient  la  fonction  variable  z - 
de  x,  y , s. . . , lorsqu’après  l’avoir  différentiée  par- 
tiellement par  rapport  à x , on  a divisé  cette  diffé- 
rentielle par  dx  -,  de  même  f x*z  représente  ce  que  de- 
vient a lorsqu’après  l’avoir  différentiée  partiellement  par 
rapport  à x et  y , on  a divisé  cette  différentielle  par 
dxdy  ; enfin  généralement  pr'-’-s  est  ce  que  devient 
a lorsqu’après  l’avoir  différentiée  par  rapport  à x , 

y,  s , on  a ensuite  divisé  la  différentielle  par 

dxdyds . . . 

Il  faut  faire  attention  que  ces  différentiations  par- 
tielles faites  à la  suite  les  unes  des  autres,  fussent- 
elles  en  même  nombre  que  celui  des  variables  x ,y,  s... 
dont  z est  fonction  , ne  donneraient  pas  la  différentielle 
dez  , qui  se  compose  de  la  somme  des  différentielles 
■ partielles  de  z,  par  rapport  à toutes  les  variables 
secondaires  x , y,  s...  ; par  exemple  , z étant  fonction 
de  x et  de  y , on  a dz  =dxz-\-d>'z-=^fxzdx-{-fyzdy 
quantité  qui  est  différente  de  celle  dxyz  = t*yzdxdy  , 
laquelle  n’est  que  la  différentielle  partielle,  par  rap- , 
port  à a;  de  la  différentielle  de  z par  rapport  , ou 
l’inverse , puisque  d*yzz=  d»xz. 

De  même  , pour  indiquer  l’intégration  partielle  d’une 
. fonction  différentielle  (x  , y,  s. . .dx , dy , ds. . .)  par  ; 
rapport  à une  seule  partie  des  variables , par  exemple 
x et  y , nous  écrirons  f*fy(x,y  ,s. . .dx,  dy  , ds...)  , 
ou  plus  simplement  fxy(x,  y,  s. . .dx,  dy  , ds...)  , et 
puisque  d*yz=zdyxz  , il  est  clair  que  fxyd%  = pxdz,  et 
généralement  quel  quesoit  l’ordre  des  intégrations  par- 
tielles , le  résultat  est  toujours  le  ipéme.  Il  suit  de  cette 
notation  que  si  z n’est  fpar exemple  , fonction  que  des  , 
trois  variables  x , _y,rla  quantité  f^'dz  est  —fdz  = z. 

4.q5.  Une  équation  aux  différentielles  partielles  est  de 
l’ordre  représenté  par  le  plus  grand  nombre  de  différen- 
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tielles  partielles  indiquées,  de  la  fonction  s des  variables 
s,r/,v,x. . . Ainsi  un  des  termes  de  l’équation  proposée 
, . dm‘dnfdxZ 

étant , par  exemple , affecté  de  la  quantité  ^ mj 

d(  mj)C*rX  . 

ou  Hjx  » cette  équation  aux  différentielles  par- 

tielles sera  de  l’ordre  m + n -f- 1 , puisque  dm> , d" y 
et  'dx  indiquent  respectivement  les  différentielles  par- 
tielles *du  mUmr , du  ni<m‘  et  du  premier  ordre  de  la 
fonction  z , en  y considérant  d’abord  seulement  s , 
ensuite  y , enfin  x comme  variable. 


4qS-  Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  que 
des  équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre, 
et  nous  allons  commencer  par  celles  à trois  variables 
dont  la  forme  la  plus  générale  *est 

^A~+B^z=d  ou Aixz-\-B{?z  = Z) J . ... (5o8) 

dans  laquelle  z est  la  fonction  inconnue  et  cherchée 
des  variables  x et  y , et  A , B , D des  fonctions  quel- 
conques des  variables  z , x et  _y. 

Si  l’on  fait  dans  cette  équation  (5o8)  A—  o , alors 
elle  se  réduit  à celle 

•Vz—^dy (o), 


laquelle  ne  considérant  que  y et  z comme  variables, 
peut  s’écrire  sous  la  forme 

, dz=^dy (*)» 

et  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  ordinaires 
d'intégration , on  aura  celle 

* = F (x ,y)  + tp  (x) .v(0 , 
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dans  laquelle  x sons  le  lien  de  F s'y  trouve  placé 
comme  pourrait  s y trouver  toute  autre  quantité  cons- 
tante contenue  dans  ^ , et*ç(x)  représente  une  fonc- 
tion arbitraire  de  x (*)  qui  disparaîtrait  si  pour  re- 
venir à l’cquation  (i)  ou  (a)  , on  dilférentiait  celle  (c) 
par  rapport  à y et  s.  ' 

Le  cas  où  l’pu  ferait  B t=  o dans  l’équation  (5t>8) , 
présente  évidemment  des  circonstances  semblables 
par  rapport  aux  variables  x et  y prises  en  sens  in- 
verse. 

Le  cas  de  D~  o rentre  dans  le  cas  général  que  nous 
allons  examiner  , et  en  est  un  corollaire. 

4.97-  Considérant  maintenant  l’équation  (5c8)  dans 
toute  sa  généralité  ? et  éliminant  entre  cette  équation 
et  celle 

dz  = dTz  -f-  d>z (a)  ; 

la  différentielle  partielle  dxz , on  a l’équation 


f Jy z 

(Ady — Ddx')  -jy  —Adz — Ddx. 
diz 


(5o9)  , 


dans  laquelle  où  ï>z  est  encore  une  quantité  in- 
déterminée. 

Si  entre  l’équation  (bo8)  et  celle  (a)  on  élimine  d?z 
à la  place  de  dx z , on  aura  l’équation 


{Ady  — Bdx)  = Ddy  — Bdz . 


.(5io)  , 


* O Nous  prévenons  que  dorénavant  nous  nous  scrvtron^de  la 
lettre  F seule  ou  accentuée,  ou  avec  un  indice  quelconque  , pour 
caractéristique  des  fonctions  déterminées , et  qne  nous  emplotrons 
la  lettre  ou  seule  on  avec  les  mêmes  accessoires  que  les  pré- 
cédons relativement  lt  F,  pour  caractéristique  des  fonctions  arbi- 
traires. 
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dont  on  pourra  se  servir  préférablement  à celle  (5oq), 
si  les  calculs  que  nous  allons  indiquer  relativement  à 
cette  dernière  équation,  s’effectuent  plus  aisément  en 
opérant  sur  l’équation  (5ic). 

Ainsi,  considérant  seulement  l’équation  (5og) , nous 
rappellerons  que  d’après  ce  qui  a été  démontré  à l’ar- 
ticle 36o , il  existe  toujours  un  facteur  6,  fonction  de 
x et  dey  , dont  le  produit  par  le  binôme  Ady — Bdx, 
dans  lequel  on  ne  regarde  comme  variables  que  x et 
y , sera  exactement  intégrable  par  rapport  à ces  deux 
variables.  De  même  , ne  considérant  comme  variables 
que  x et  z dans  le  binôme  Adz  — Ddx , il  existe  un 
facteur  6"  fonction  de  x et  de  z , dont  le  produit  par 
ce  binôme  est  exactement  intégrable  par  rapport  à 
x et  z ; on  aura  donc  les  deux  équations 

P*3  (.Ady  — Bdx)  =F  (x,y,z) (*)  , 

et  fxlb"(Adz  — Ddx)  =F  "(x,y,z) (c). 

en  observant  que  z ne  se  trouve  sous  le  lien  de  F 
dans  l'équation  (i)  que  comme  constante  , et  comme 
pourrait  s’y  trouver  toute  autre  constante  a,  b.... 
contenue  dans  A et  B , tet  qu’il  en  est  de  même  pour 
y dans  la  seconde  équation  (c). 

Faisant  pour  abréger  * 

00 £/=F (x,y,z)  et  V=Y\x>y>z). . . . .(e)  , 

on  aura  les  deux  équations  » 

p* {Ady  — Bdx)  = U et  pW(Adz—  Ddx)=  V , 

qui  différentiées  par  rapport  aux  trois  variables  x,y 
et  z donneront  celles 
- fl  {Ady—  Bdx)  + d*U=dU\ 

et  b'XJdz  — Ddx)  + d?V=  dV) J )' 

Multipliant  la  première  de  ces  diux  équations  par 


% • 


3f?4 

drz. 

w 


et 


SUPPLÉMENT 

et  divisant  la  seconde  par  0"  , on  aura  celle 

t JJ  BJü  d?Z  jrr  ' 

(Ady  - Bd  Je)  --  = ^ dt/_  -- 

dr  d?v 

j4.dïi  Ddx  — M ■ >„  • 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5 09)  , et  iso- 
lant dF  d ans  le  premier  membre  ; il  viendra  l’équa- 
tion .■»  + - 


6”  d?z 
Ô 77 


du-~d-^-d’-u+dyv, 

t#  ay 


(g)- 


Il  peut  arriver  deux  cas,  i?.  que  A n’étant  fonction 
que  de  x,  B ne  le  soit  que  de  x et  de  y , et  que  D 
ne  contienne  pas  la  variable  y.  2°.  Que^,  B et  D 
soient  indistinctement  fonctions  des  trois  variables  x, 
y et  z.  Or  , je  dis  que  dans  l’un  et  l’autre  cas  F sera. 
également  fonction  de  U.  Ën  effet , dans  le  premier 
cas  , U ne  sera  fonction  que  de  a:  et  de_y  £équat.  (fr) 
et  (d)3  » et  F ne  contiendra  que  les  denx  variables  x 
etaQéq.  (c)  et(e)],on  aura  donc  dlU=.o  et<2>U=o , 
ee  qui  réduira  l’équation  ( g ) à celle 


dF=z 


T 


qui , à cause  que  dV  est  une  différentielle  exacte  , ne  * 
peut  évidemment  avoir  lieu  qu’en  tant  que  le  coefficient 
de  dll  est  fonction  de  U-,  donc  l’équation  (A) se  ré- 
duira à celle  dV ~ç>  (JU)dU , d’où  par  l’intégration  . 
on  tirera 


F=<p{U) .(5n). 

De  même  dans  le  second  cas , prenant  l’équation  (g) 
dans  toute  sa  généralité , et  substituant  seulement  aux 
différentielles  partielles  indiquées  dzU  et  d^t/les  diffé- 
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rentielles  partielles  effectuées  llUdz  et  f yUdy  ; il  est 
clair  que  le  second  membre  de  l'équation  (g)  ne  ren- 
fermant que  les  différentielles  dU , dz  et  dy  , le  pre- 
mier membre  dP qui  est  une  différentielle  exacte  ,se 
composera  de  la  somme  des  différentielles  partielles 
exactes  dvP+  dlP-\-d*p-,  ainsi  substituant  ce  trinôme 
à la  place  de  dV  dans  l’équation  (g)  , et  effaçant  de 
part  et  d’autre  d>P,  on  aura 

<rr+  du-  Ç .(/). 

Or  , puisque  dP  est  une  différentielle  exaGte , il  s’en- 
suit que  lÿ  différentielle  partielle  de  P par  rapport  à 
U , ne  peut  avoir  lieu  qu’en  tant  que*  P est  fonc- 
tion de  U,  ce  qui  est  exprimé  par  l’équation  ( 5u  ) 
qui , conséquemment , a lieu  dans  les  deux  cas  que 
nous  avons  examinés. 

L’équation  (i)  nous  apprend  aussi  que  P e st  tou- 
jours fonction  de  z,  et  peut  ne  pas  l’être  de  x et  de^r, 
puisque  dP  étant  une  différentielle  exacte  , sa  diffé- 
rentielle partielle  par ‘rapport  à z , ne  peut  avoir  lieu 
qu’en  tant  que  P=<b  (*)  , et  puisque  cette  équation 
n’est  pas  affectée  des  termes  dx\  et  dyY  , la  quantité 
Y peut  n’être  pas  fonction  de  x et  de  y. 

Il  est  à propos  d’observer  que  quoique  les  quantités 
représentées  p*r  U et  P soient  des  fonctions  de  va- 
riables , cependant  elles  sont  toutes  deux  égales  à des 
quantités  constantes.  Car  si  U et  P étaient  respec-  . 
tivement  égales  aux  deux  quantités  variables  u et  v, 

. on  aurait  les  équations 

Ady  — Bdx  = y-  et 

du 


Adz  — Ddx — ^ 


,,  , . Bdx 

d0U  A = ~dï+ïdï 


. Ddx  dv, 

•(*)•*  A=-jr+ÿd* 
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Egalant  '•es  deux  valeurs  de  A,  et  prenant  dans  l’é- 
quation résultante  la  valeur  de  D , il  vient 


4 


dudz  dv 


( 


ây  "1-  bdydx  >fdx 

substituant  cette  valeur  de  D ainsi  que  celle  de  A 
[équat.  (&)]}  , dans  l’équation  (5o8),  on  a celle 

'j,  dx  du\  dxz  Ali dz  dudz  dv 

dy  bfly)  dx  dy  dy  ‘ bdydx  ti"ctu  ’ 

qui  ne  peut  se  réduire  à la  vraie  équation 
dxz  -f-  d>z  -=.dz 

qu’en  faisant^  simultanément  du  — o et  dv‘—o  , donc 
u et  v , et  par  conséquent  V et  V ne  pouvant  être 
que  des  quantités  constantes  , nous  ferons 

{ U=a  et  (5ia). 

De  ces  équations,  ainsi  que  de  celles  (f)  on  déduira 
les  équations 

Ady — Ddx  — ■ 

d>r\ W* 


d’-U 


et  Adz  - 


-Ddx=-^ 


Mais  à cause  qu’qn  intègre  6 {Ady  — Bdx)  , en  y 
considérant  z comme  constante  , e>  qu’on  intègre 
fl  ( Adz  Ddx~)  en  prenant^  constante  , il  s’ensuit 

qu  il  faudrait  faire  pour  la  première  intégration  dlU— o, 
et  pour  la  seconde  d^f^ o ; ainsi  relativement  aux  in- 
tégrations qu  on  veut  effectuer  pour  avoir  U et  V , 
il  faudra  poser  les  équations 

(5i3)....Ady—  Bdx=  o,  Adz~Ddx=  o...,(5i4), 
ou  Ddy  — Bdz  = o (5 1 5) 
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suivant  que  l’équation  (5i4)  est  plus  aisée  à intégrer 
par  rapport  à z etx,  que  celle  (5i5)  par  rapport  à 
y et  a,  ou  l'inverse. 

Ayant  par  le  moyen  de  l'intégration  de  l’équation 
(5)3),  multipliée  par  un  facteur  convenable  0 , l’équa- 
tion F(r,y, a)  = U — a,  on  entireray  = F1(x,a,a)ou 
a— Fa(y, a, a), suivant  que  la  seconde  équation  qu’on  vou- 
dra inlégrersera  celle  (5i  4),  ou  celle  (5i5)jon  substituera 
cettevaleurdey  ou  de  x dansla  seconde  équation  choisie, 
et  après  l’avoft  multipliée  par  un  facteur  convenable  6", 
on  l’intégrera  pour  avoir  la  valeur  de  V\  et  substituant 
ces  valeurs  de  TJ  et  de  V dans  l’équation  (5)  )) , on 
aura  .l’intégrale  demandée  de  la  proposée  (5o8). 

Si  l’équation  qu’on  intègre  est  dans  le  premier  cas 
que  nous  avons  examiné  , c’est-à-dire  , si  A est  seu- 
lement fonction  de  x,  que  B le  soit  seulement  dey, 
et  qu’enfin  D ne  soit  fonction  que  de  x et  dez  , alors 
le  calcul  se  simplifie , puisque  les  intégrations  des 
équations 

0 (Ady  — Bdx)  — o et  6"  (Adz  — Ddx)  = o ; 

formant  respectivement  t/=F3(x,z)  , et  V—  F4(r,z) 
on  a tout  de  suite  par  le  moyen  de  l’équation  (5n) 
celle  F4(x,z)  = ?>[F3(x,y)] 

Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  équa- 
tions (5) 3)  et  (5i4)  , a son  analogue  pour  les  équa- 
tions (5i3)  et  (5i5)  , si  B n’étant  fonction  que  dey , 
A n’est  fonction  que  dey  et  de  x,  ft  D n’est  fonction 
que  de  y et  de  z. 

Exemple  I.  Intégrer  l’équation 
xf*z-+-yf >'z=  nz. 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
( 5o8  ) , on  a A = x , B =y  et  D = nz-,  ainsi 
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la  proposée  est  dans  le  premier  cas  examiné  précé- 
demment. Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 
(5i3)  et  (5i/Q,  on  a celles  xdy — ydx=zo  et 
xdz — >nzdx  — o.  Le  facteur  intégrant  de  la  première 

équation  est  ~ , celui  de  la  seconde  est  ainsi  ofl 


aî/=r£fc2^=:X  et  fd±-nf±X-^o, 

J X*  X J Z J X 

d’où  Iz  — 4r"=  Ib , et  par  conséqueht  b fp=  ^ , mais 

y — b [[équat.  (5ia)3,  donc  et  substituant  ces  » 

valeurs  dans  l'équation  (5n),  il  vient  celle 

,=*^(Dî 

qui  est  la  solution  de  la  proposée. 

, «P 

Exemple  II.  Intégrer  l’équation 
xyf>z  — x*f*z=y?. 

Nous  avons  A~ — x\  B=xy  et  D—y *,  ce  qui 

donne  x*dy+xydx—o  et  xsdz^-y*cLct=o[équat.  (5i3jP 

et  (5i4)].  Le  facteur  intégrant  delà  .première  de  ces 

1 ^ 
équations  est  — —;celui  de  la  secondeparrapportâxet 

1 ^ '*  dy  dx 

z est— j ona  donc  à intégrer  les  équations  -Z-l = o, 

* ■ , » y x 

et  dz  =o ...  (a)  ; la  première  doqne/xj  ==  la, 

d’où  xy  =a  = U.  De  cette  dernière  équation  on  tire 

v = - ; substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (a)  , 

J x '**  , 

m düC  IV  s * Cl  j y*. 

il  vient  dz  -| — — ^-=o;,d  ou  s — b — y-,  et 

• - remettant 
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remettant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  da 

«=x,  on  a ^ =7^;  or /*=?([/)  f donc 

t 


+ • ( *ÿi  » 


te  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée» 

498.  Les  équations  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  (5o8)  dans  lesquelles  ^n’ést  fonction  que 
de  x , et  B et  D sont  fonctions  de  la  seule  variable  y 
pourraient  s’intégrer  par  la  méthode  enseignée  d«m» 
l’article  précédent  ; -mais  elles  s’intégrent  bien  plus 
élégamment  et  plus  facilement  par  la  méthode  sui- 
vante qu  on  trouve,  dans  quelques  ouvrages, traitée  d’une 

manière  qui,  suivant  moi,  est  incomplète  et  insuffi- 
sante ; car  ce  que  les  auteurs  de  ces  ouvrages  ( voyez 
entre  autres  les  élémens  du  Calcul  différentiel  et  in* 
tégral  de  Lacroix  , art.  3i5)  indiquent  pour  le  reste 
de  l’opération  à faire  dans  les  applications  de  la  mé- 
thode , offre  de  grandes  difficultés,  et  longueurs  de 
calcul  que  j’ai  entièrement  fait  disparaître  dans  ma 
formule  finale  (517). 

Soit  At*z  =s  « , d'oùZ)--#z=S;  de  ces  équa- 
tions on  tire  celles  f *z  = et  Pz  = ^ Mais 

dz={*zdx  -f-  Pzdy  ; donc 

d*=-2dx+——dy (a). 

Faisant  maintenant 


différentiant  la  première  de  ces  équations  par  rap- 

a4 
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port  à x , et  la  seconde  par  rapport  à y , il  wnt 

= f *Mdx  et  = (4- 

Mais  M étant  fonction  de  x et  de  a , et  N étant 
fonction  de_y  et  de  « , on  a ixMdx  — dM — P Md » 
et  ÙNdy  = dN  — {“N du.  Substituant  ces  valeurs  dans 

les  équations  (c)  , il  vient  — = dM  — f“  Md*  , et 

£,?v  — °-&=  dN  — P Nd»  ; enfin  mettant  ces  valeur» 
B **  B # 

dans  l'équation  (a)  , on  a celle 

dz— dM  + dN  — CPitf + PN^dv (d), 

qui  , évidemment , ne  peut  être  exactement  intégrable 
qu'en  tant  qu’on  fera 

pM+Ptf=<p'(") (O  ; 

et  alors  intégrant  l’équation  (d)  , on  aura 
z = M+N  — <p  0») (/)• 

# 

Pour  éliminer  *»  de  cette  équation  , soit  fait  <?(»)=«"*, 
en  représentant  par  m une  quantité  indéterminée , ce 
qui  dorme  tomz=:f^\a>)da , 

d'où  = (g).  , 

* ' * 

Mais  les  équations  ( b ) donnent  celles 

« ??=-/%' 

donc  A étant  par  hypothèse  fonction  de  x , et  B fonc- 
tion de  y , on  aura 

FM—X  et  f“2V=—  Y,  d'où  =*  X— POpCe)], 

' r .1 
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en  faisant  , 

{X=fzT  «t  Y=f± ..(5, 6). 

Substituant  dans  l’équation  (g) , la  valeur  que  non» 
venons  de  trouver  à il  viendra  celle 

V 771 

cette  valeur  de  ea,  ainsi  que  celles  de  f—  et  de 

/-/[«!“*•  (5 16)]  étant  substituées  dans  les  équa- 
tions (i)  , on  aura 

m-i  , 

d*où  M+N=\/<EEZt+r™x. 

y m J B 

Enfin  mettant  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  ç («) 
~ “m==\/ (~r)  dans  l’équation  (f),  il  viendra 


celle 


*-f^Vix-ry-(  (J). 

V V m ÿ mm  / 

Mais  à cause  que  m est  une  quantité  indéterminée 
il  ef!t  clair  que  le  dernier  terme  de  l’équation  (A)  est 

une  fonction  indéterminée  et  arbitraire  de  X Y 

qu'on  pourra  représenter  par  <p  (X — Ÿ)  ; 0n  auradonc 
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ce  qui  est  la  solution  générale  et  fort  simple  des  équa- 
tions en  question.  • 

Exemple.  Intégrer  t équation 


xafcz  -f-  y$z-=  y* (t), 

Nous  avon3  A — x* , B— y et  D=yl‘,  donc 
X = ~ i,  Yt=ily  [éq.  (5i6)],  *f~D-ÿ=  £ Subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l’équation  (5i7),  et  faisant 
attention  que  y indiquant  une  fonction  arbitraire  , on 

peut  mettre  à la  place  de 


on  aura 


= £+?(^+(y); 


ee  <fu\  est  l’intégrale  demandée  de  l’équation  (i). 

4gg.  De  même  que  l’intégrale  d’une  fonction  ou 
équation  différentielle  ordinaire  a un  nombre  infini 
d’intégrales  particulières  (art.  374),  lorsqu’elle  est  con- 
sidérée abstraitement , à cause  des  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l’intégrale  générale,  et  que 
ces  constantes  ne  prennent  de  valeurs  déterminées  que 
lorsque  la  quantité  différentielle  intégrée , étant  la  re- 
présentation de  quelque  point  d’application  d’analyse  à 
la  Géométrieou  aux  sciences  physico-mathématiques , 
on  trouve  pour  autant  de  circonstances  qu'il  y a de 
constantes  arbitraires  , et  indépendamment  des  équa- 
tiqns  du  calcul  , les  valeurs  simultanées  des  variables 
en  quantités  connues  ; de  même  aussi  les  intégrales 
des  équations  auxdifférentielles  partielles  satisfont  tou- 
jours à ces  équations  , quelle  que  soit  la  forme  qu’on 
donnera  aux  fonctions  arbitraires  des  variables  qui 
•ntrent  dans  ce*  intégrales.  Ainsi  considérant  abstrai- 
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tement  une  équation  aux  différentielles  partielles,  elle 
a un  nombre  infini  d’intégrales  particulières.  Mais  si 
cette  équation  provient  de  quelques  considérations 
d’analyse  appliquée,  alose  on  déterminera  les  fonctions 
d’abor ^considérées  comme  arbitraires  , si  l’on  peut 
indég|B|mment  des  équations  données  par  le  calcul, 
ef  d’SpPs  une  circonstance  particulière  de  l’objet  au- 
quel on  applique  l’analyse , trouver  deux  équation» 
primitives  entre  les  trois  variables  qui  aient  lieu  simul- 
tanément. En  effet , soit 

z=F(r}<y)4-«p(.Ç) (a). 

L’intégrale  d’une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  , en  représentant  par  S une  com- 
binaison connue  de  x et  de  y.  Supposons  qu’on  sache 
d’ailleurs  que  pour  certaine  circonstance  particulière 
de  l’objet  de  ces  calculs,  on  a simultanément  les  deux 
équations  déterminées 

0>) F .(* , y , *)  = o e‘  F,(x  ,y , *)=o (c)  , 

alors  faisant  S — on  aura  trois  équations 

(b)  , (c),  (d)  par  le  moyen  desquelles  on  trouvera  les 
valeurs  respectives  des  trois  variables  x,  y , z en  fonc-> 
rions  de  t , et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 
(a) , elle  prendra  la  forme  , • 

f(0-F'(0  = *(*), 

f et  F'  étant  les  caractéristiques  de  fonctions  déter- 
minées. Donc  ayant  la  valeur  de  ç (t)  en  fonctions 
déterminées  de  t , et  remettant  à la  place  de  cette  der- 
nière lettre  celle  S qui  représente  une  combinaison 
donnée  de’  x et  de  y , on  aura  déterminé  ç (S)  , et 
par  conséquent  tout  le  sera  dans  l’équation  de  réso- 
lu don  (a). 

5oo.  Parmi  les  équations  aux  différentielles  partielles 


f - 


k •>  . , . . 

~ ' ♦ f / s * 
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du  premier  ordre  qui  peuvent  se  présenter  dans  le 

calcul , il  m’a  paru  impossible  d’intégrer  celle 

f*z=F(f y z) (5 18),  , 

en  se  servant  des  méthodes  précédentes;  mais  heu- 
reusement que  l’intégration  de  l’équation  (5^fetepeut 
s’obtenir  d'une  manière  très-simple  par  le^HPr  se- 
cours de  l’équation 

, dz  — fxzdx  -J-  f yzdy (a) . 

En  effet , substituant  dans  cette  dernière  équation 
la  valeur  de  fxz  prise  dans  la  proposée  ( 5i8y,  et 
observât  que  Pzdy  = d[_yî>z  ] — ydfiz  , et  que 
F (P'z)Zr — d[xF (f**)] — xF'Çf-'zJdP'z  , en  faisant 

, <*>• 

on  aura  l’équation 

dz = rf[xF — QrF' (P'z,)-f-y3df’'z . . . . (c)  , 
qui , évidemment , n’est  exactement  intégrable  que 
si  l’on  fait 

xF'(f>Z)+j=f'(P’a)......(d)î 

et  alors  posant  l’éqùation 

<ZtOfc)  = ^'(tyz)d^z (e)  , 

l’intégrale  de  l’équation  (c),  et  par  conséquent  de  la 
proposée  (5i 8) , est 

z = xF  (fJ'z)  -f-  yïyz  — (5 19). 

On  a dans  cette  équation  V'z  qui  est  inconnue  , et 
le  dernier  terme  qui  est  une  fonction  arbitraire  de 
cette  inconnue;  ainsi  dans  le  cas  que  nous  considérons 
à -présent , le  calcul  a été  plus  simple  pour  trouver 
l’intégrale  que  dans  les  cas  précédens.  Mais  afin  de 
parvenir  à la  valeur  finale  de  z en  fonctions  déter- 
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minées  de  x et  de  y , d’après  les  circonstances  de  la 
question  qui  a donné  lieu  à ces  recherches , il  est 
évident  que  le  calcul  doit  être  plus  compliqué  que 
celui  enseigné  à l’article  4.99 , puisque  nous  n’avions 
alors  qu’une  fonction  à déterminer  , et  qu’ick  nous 
avons  de  plus  à éliminer  une  quantité  inconnue. 

Soit  fait  pour  abréger  î*z,  ■=  u , et  supposons  qu’on 
a simultanément. comme  à l’article  499,  lesdeux  équa- 
tions déterminées 

(/)--F,(* ,y  , a)  = o et  F, (x,  y , z)  = o....(g)  , 

a 

on  pourra  entre  ces  deux  équations  et  celles  (d)  et(5ig) 
éliminer  les  trois  variables  x , y et  z ; on  aura  donc 
une  équation  F3  > f(u)  » u3=  o ; d’où  l'on  tirera 
celle 

<P(«)  = F *[>'00  » “D (A)  ; 

mais  <ç'(u)du  = dp(u)[équat.  (e)3 , donc 
■ = dF 4[V(u) , u]  ; 

effectuant  la  dilférention  du  second  membre  , en  aura 
une  équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre 
entre  les  deux  quantités  u et  tp'(u)  , et  qui , par  con- 
séquent, pcurra  s’intégrer  soit  d’elle-mêine , soit  par 
le  moyen  d’un  facteur  ( art.  36o  ),  ce  qui  donnera 
$'(u)  = Fs(u),  donc  <p'(u)  sera  déterminé,  et  par  consé- 
quent ,1e  sera  aussi  [équat.  (A)].  Substituant  les 
valeurs  de  <p'(u)  et  de  f (u)  dans  les  équations  (d)  et 
(5 19),  on  aura  deux  équations  entre  x , y ,z  et  u ou 
&Z,  parle  moyen  desquelles  on  pourra  éliminer  cette 
dernière  quantité,  et  il  ne  restera  par  conséquent 
qu’une  équation  déterminée  entre  x , y et  a qui  sera 
la  solution  de  la  proposée  (5 18).  f 

5ot.  Considérons  maintenant  les  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre  à quatre  va- 
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riables  x , y , u,  z dont  la  forme  la  plus  général» 


est 


dxz  d*z  duz 

Air-+Bir  + C^r  — 

dx  dy  du 


Sri 


(5ao). 

ou  Al*z  + Bit  z -+-  Cluz  : 

A , B , C et  D représentant  des  fonctions  des  va- 
riables qui  entrent  dans  l’équation.  Eliminant  d*z  entre 
l’équation  proposée  (S20)  et  celle  • 

dz  = d*z  -f-  d>z  d“z. .....  (a)  , 

on  a l'équation 

{Ady—Bdx)^  + {Adu  — Cdx)~- 
= Adz  — Ddx. . ..  .(5ai)  £*], 

> dy z duz  4 

dans  laquelle  et  sont  encore  des  quantités  in- 
déterminées. Soient  8=f(x,  y),  6,=  f(n,  x)  et 
6"=;  f"(x,z)  les  facteurs  intégians  respectifs  des  trois 
binômes 

Ady  — Bdx,  Adu  — Cdx  et  Adz  — Ddx, 

en  ne  considérant  comme  variables  dans  chacun  des 
binômes  que  celles  des  quatres  lettres  x , y z et  u, 
dont  les  différentielles  affectent  les  térmes  ; ce  qui 
donnera  exactement 
p*b  {Ady  — Bdx)-. 
f“*b' 

f * 


( Ady  — Bdx)  = F {x,y,z,u)  =U) 

f ( Adu  - Cdx)—Fl{x,y,z,u)  = Tv\ (b), 

\“  {Adz  — Ddx)—FJx,y,z,u)  = V) 


[*3  II  est  cTÎdent  que  si  on  climihe  encore  successivement 
diz  et  d“z  entre  les  équations  (5ao)  et  (a) , on  aura  deux  équa- 
tions analogues  h celle  (5at)  que  le  lecteur  trouvera  aisément. 
Ainsi  on  aura  trois  équations , parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui 
sera  la  plus  favorable  aux  calculs  que  nous  allons  indiquer  relative- 
TOrnt  à la  seule  équation  (5at). 
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en  représentant  respectivement  par  U,  TV  et  P ces 
trois  intégrales. 

Différendant  chacune  des  trois  équations  précédentes 
par  rapport  aux  quatre  variables  , on  a 


0 (Ady  — Bdx)  + d°U  +d*U  = dU 
6'  (Adu  — Cdx ) + d?TV+  dAV—  dJf 
6 "(Adz  — Ddx ) + ddV  4-  i'V  — dV 


•Ce)- 


Multipliant  la  première  de  ces  trois  équations  par 

. la  seconde  par  ttt  » et  divisant  la  troisième 
6dy  r 6 'du 

par  ô",  on  a 

f jj  z>j  \dy&  dît,  à?z  , d?z  , 

(Ady  Six)  j-=  WyiU-  ^ d-U-  ^ d-U . 


(Adu—cdx)^=i£<irr- 


duz 


Adz — Ddx  = 


dV  d?V 


Ù'du 

d“V 


dHV- 


Vdu 


d*JV, 


6" 


6" 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5ai)  , isolant 
dV,  et  multipliant  par  h",  il  vient 


dvJ^du^ 

Qdy  ^ tdu 
6 "duz 


dJV- 


Wdïz 


èdy 


[dfU  + d^U] 


- ldrfV+d'tn+d?r+  d?v. 


(rf). 


Ici , comme  à l’article  497  > nous  distinguerons  deux 
cas  , i°  celui  où  A n’étant  fonctio#  que  de  x , on  a 
B qui  n’est  fonction  que  de^r  et  de  y,  C qui  ne 
l’est  que  de  u et  de  x;  enfin  D qui  n’est  fonction 
que  de  z et  de  x.  3°.  Celui  où  A,  B,  C et  D sont 
indistinctement  fonctions  des  quatre  variables.  Or  , 
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riables  x , y , u , z dont  la  forme  la  plus  général» 
est 

j dxz  >f>dyz,  rd“z 

Ate+BTy  + C 7^  = J 
ou  Al*  z -f-  Bp  z + C[uz  : 

A , B , C et  D représentant  des  fonctions  des  va- 
riables qui  entrent  dans  l'équation.  Eliminant  dxz  entra 
l'équation  proposée  (620)  et  celle  • 

dz  = dxz  + d*z  -f-  daz. • ■,..« (a)  , 
on  a l’équation 

(Ady—Bdx^  + {Adu  — Cdx)^- 
= Adz  — Ddx\ .... (5ai)  [*], 

, , d*z  duz  , ■ .•  , . 

dans  laquelle  et  sont  encore  des  quantités  in- 


déterminées. Soient  8=f(x,  y),  x)  et 

6*=f“(x,aï)  les  facteurs  intégians  respectifs  des  trois 
binômes 

Ady  — Bdx,  A du — Cdx  et  Adz  — Ddx, 

en  ne  considérant  comme  variables  dans  chacun  des 
binômes  que  celles  des  quatres  lettres  x , y \ z et  u, 
dont  les  différentielles  affectent  les  térmes  ; ce  qui 
donnera  exactement 

frxd  (Ady — Bdx):  ‘ " * 

r 

f* 


r>x&  ( Ady  — lldx)=T  ( x,y,z,u ) = U 1 * 

rux6'  ( Adu  — Cdx)  — Ft(x,y,z,u)  = w\ (é), 

rx‘b"(Adz  _ Drfx)=Fa(xJ>y)zJu)  = V) 


[*]  Il  est  évident  que  si  on  climibe  encore  snccessivement 
dïz  et  d‘z  enire  les  équations  (5ao)  et  (a) , on  aura  deux  équa- 
tions analogues  à celle  (5ar)  que  le  lecteur  trouvera  aisément. 
Ainsi  on  aura  trois  équations , parmi  lesquelles  on  eboilira  celle  qui 
sera  la  plus  favorable  aux  calculs  que  nous  allons  indiquer  relative- 
tuent  ii  la  seule  équation  (5ai). 
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en  représentant  respectivement  par  U,  TV  et  P ces 
trois  intégrales. 

Différentiant  chacune  des  trois  équations  précédentes 
par  rapport  aux  quatre  variables , on  a 

6 (Ady  — Bdx)  + d“U  +d‘U  = dU  ) 

6'  l Ada  — Cdx)+drTV+  d’-JV—  àJV\  ........  (c). 

6 \Adz  — Ddx ) + d>V  + d“V  = dV  J 

Multipliant  la  première  de  ces  trois  équations  par 

dyz  , , duz  ...  . 

-çj-  , la  seconde  par  , et  divisant  la  troisième 

par  6 , on  a 

fr**-**»  $=  w/u-p-v~Uyd’u- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (5s î)  , isolant 
dF)  et  multipliant  par  b",  il  vient 

drJWdu+^dTV-W  L*u + *Û1 
- Sr  C dHf'+*rv2+drr+d?r... 


Ici , comme  à l’article  4j)7  > nous  distinguerons  deux 
cas,  i°  celui  où  A n’étant  fonctio#  que  de  x , on  a 
B qui  n'est  fonction  que  de^z  et  de  y\  C qui  ne 
1 est  que  de  u et  de  x ; enfin  D qui  n’est  fonction 
que  de  z et  de  x.  a0.  Celui  où  A,  B,  C et  D sont 
indistinctement  fonctions  des  quatre  variables.  Or  , 
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M ■ 

je  dis  que  dans  l’un  et  l’autre  cas , on  aura  égale- 
ment 

r—  <p{U,TV) (533), 

En  effet , il  est  évident  que  dans  le  premier  cas  XJ  ne 
sera  fonction  que  de  x et  de  y , TV  ne  le  sera  que 
de  x et  de  u;  enfin  V ne  sera  fonction  que  de  x et 
de  z ; donc  l'équation  { d)  se  réduira  à celle 


Vdr*,TT, 

ir=  T3J  TEJrr- 


qui  ne  peut  être  intégrable  qu’en  faisant  le  coefficient 
de  db—  TV t et  celui  de  dTV = U , ce  qui  donne 

V—  UTV (e): 


ou  bien  en  faisant  le  coefficient  de  dUz=ç,(V') , et 
celui  de  dTV  = $JJV')  , d’ou  résulte  l’équation 

dV—  f\(U)dU  + * {TVylTV,  • 

v 1 

dont  l’intégrale  est  V ~<T>  JJJ')  -{-<p'»(TV)  qui  , plus 
brièvement  et  plus  généralement,  peut  s’écrire  sous 
la  forme  de  l’équation  (522)  dont  celle  (e)  n’est  évi- 
demment qu’un  cas  particulier. 

Dans  le  second  cas  , mettant  dans  l’équation  ( d)  les 
différentielles  partielles  effectuées  t‘Udz  , î?Udii , 
fyTVdye t f *TVdzk  la  place  des  respectives  indiquées 
dzU,  duU,  d>TV  et  dtTV , on  verra  évidemment  que 
le  second  membre  de  l’équation  ( d)  ne  renfermant  que 
les  différentielles  dy  , dz , du,  dU  et  dTV,  la  diffé- 
rentielle dV  qui  exacte , se  composera  de  la  somme 
des  différentielles  partielles  exactes  d?V-{-  dzJJ-\-duV 
-f-  dP V-\-  dJf  V-,  ainsi  substituant  ce  quintinome  à la 
place  de  dV  dans  l’équation  (</) , et  effaçant  de  part 
et  d’autre  dJV duV  ; cette  équation  deviendra 
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• d.‘v+  dvr+  dîfry=~  dU 

+^dJr-^V^Ui^ 

- ïï  (fr"%+  f UVdz).,. ...(/). 

Mais  dV  étant  une  différentielle  exacte,  il  est  clair 
que  les  différentielles  partielles  de  V par  rapport  à 
U et  TV  ne  peuvent  avoir  lieu  qu’en  tant  que  V .est 
fonction  de  U et  de  TV  ; c’est  ce  qui  est  exprimé  par 
l’équation  (532)  qui,  conséquemment,  a également 
lieu  dans  les  deux  cas  que  nous  avons  examinés. 

L’équation  ( f ) étant  affectée  delà  différentielle  par- 
tielle de  V par  rapport  à z et  non  de  celles  de  V 
par  rapport  à x , y et  u ; nous  en  conclurons  que  V 
est  toujours  fonction  de  la  variable  principale  z , et 
peut  ne  pas  l’être  de  quelques-unes  des  variables  se- 
condaires x,  y et  u. 

De  même  qu’à  l’article  4g 7 , et  par  un  raisonnement 
parfaitement  semblable,  on  démontrera  que  a,  b et 
c représentant  des  constantes,  on  a les  équations 
U— a,  TV  b et  V = c. 
donc  les  équations  (c)  se  réduiront  à la  forme 
6 (Ady  — Bdx)  = — d“U  — d*U  -j 

V(Adu—  Cdx)  est  — d> TV—  d'TV [ ..(g). 

6 \Adz  — Ddx)  = — &V  — d'V) 

Maisà  cause  que  les  intégrationsdes  binômes  Ady — Bdx, 
Adu — Cdx  et  Adz — Ddx  ne  sont  respectivement 
relatives  qu’aux  deux  variables  qui  y ont  leurs  diffé- 
rentielles, on  peut,  pour  effectuer  ces  intégrations, 
poser  de  suite  les  équations  ' 

{ A dy—B dx=o,  Adu — Cdx=o  et  Adz — Ddx=o  } ( h ) , 
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et  après  avoir  trouvé  les  facteurs  intégrans  respectif» 
6=f(x,y),  6'=F(u,  x)  et  ê"=f"(z,x)  de  ces  trois 
équations  (h)  ; on  intégrera  la  première , ce  qui 
donnera  T(x,y tz,u)  = U=  a;d’oùu=  F'(x^y,z,a); 
substituant  cette  valeur  de  u dans  la  seconde  équa- 
tion en  (h)  multipliée  par  son  facteur  intégrant  6'  et 
intégrant,  on  aura  F,(x,^,  z,  a)  = TV  = b ; d’où 
j'  = F',(x  , z,  a,  b)  : substituant  cette  valeur  de^  dan» 
l’équation  zr=  F'(x,_y,  z,  à),  il  viendra  u— F"(x,z,a,è)  : 
mettant  les  deux  valeurs  de  y et  de  a qui  ne  con- 
tiennent plus  que  les  variables  x et  z,  dans  la  troisième 
équation  en  ( h ) multipliée  par  «on  facteur  intégrant 
6"  et  intégrant,  on  aura  Fa(x,  z,a,  b)  — ^ subs- 
tituant dans  cette  dernière  équation  et  dans  celle 
F,(x,  y , z,  a)  ==  TV  = b la  valeur  de  a = F (x,  y,  z,  li), 
il  viendra 

F'a(x,  z,y,  u,b)  = V et  F",(x, y,  z,  u)—TV=b. 

Enfin  substituant  cette  valeur  de  b dans  la  dernière 
trouvée  à V,  on  aura  les  valeurs  de  U,  TV  et  V en 
fonctions  des  quatre  variables  , et  formant  d’après  cela 
l’équation  (5aa) , celle  - cj  donnera  l’intégrale  de- 
mandée de  la  proposée  (5aç). 

Mais  à cause  de  la  fonction  arbitraire  caractérisée 
par  tp  qui  entre  dans  l’équation  finale  (5aa) , il  s’en- 
suit qu’en  considérant  abstraitement  la  proposée,  celle- 
ci  aura  un  nombre  infini  d’intégrales  particulières , et 
ce  ne  sera  que  si  l’équation  proposée  est  le  résultat 
de  l’analyse  appliquéeàun  objetindiqué,  qu’on  pourra 
déterminer  la  fonction  arbitraire  par  des  moyens  sem- 
blables à ceux  indiqués  à l’article  499  pour  les  équa- 
tions à trois  variables. 

5o2.  On  voit  assez  d’après  l’analyse  précédente , 
relativement  à l’intégration  des  équations  aux  diffé- 
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Tentielles  du  premier  ordre  à trois  et  quatre  variables  , 
comment  on  devrait  s’y  prendre  pour  celles  qui  ren- 
fermeraient un  plus  grand  nombre  de  variables  -,  et  il 
serait  facile  d’établir  une  règle  générale  pour  ces  inté- 
grations, quel  que  soit  le  nombre  de  variables  ; mais  il 
serait  trop  long  d’énoncer  ici  cette  règle , et  le  lecteur 
pourra  y suppléer  aisément. 

5o3.  Nous  n’avons  jusqu’à  présent  considéré  que 
les  équations  linéaires  aux  différentielles  partielles , 
c’est-à-dire  dans  lesquelles  f*,z,  frz. . . ne  sont  élevées 
qu’à  la  première  puissance  : nous  allons  maintenant 
nous  occuper  des  équations  aux  différentielles  par- 
tielles quelconques  du  premier 'ordre  , et  nous  verrons 
que  l’intégration  de  ces  équations  se  ramène  à celles 
des  équations  linéaires  considérées  précédemment. 

En  effet,  soit  proposé  d'intégrer  l’équation 

F (x,y,  f xz,  f>z)=o (a), 

dans  laquelle  les  cinq  quantités  sous  le  lien  de  F , 
peuvent  être  élevées  à des  puissances  quelconques. 
Résolvant  l’équation  (a)  par  rapport  à î>z , on  a 

fj'z=:FI(x,^,  z , f *z) (à); 

donc  la  valeur  de  f yz  contenant  les  quantités  variables 
k , y , z,  fxz,  on  aura 

dî>z  = Adx  -\~Ddy-\-  Cdz  -f-  Ddîxz (c) , 

en  représentant  par  A,  B , C , D des  fonctions  dé- 
terminées des  variables  x,  y,  z et  f*z  : mais  d’après 
l’équation  proposée  (a),  la  quantité  îxz , que  pour 
abréger  je  représenterai  un  moment  par  £ , étantfonc- 
tion  de  x,  y et  z , on  aura 

• dt*z  ou  d''  — ïx'dx  -j- fr^dy  -f-  frylz (et)  t 
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et  substituant  cette  valeur  dans  Féquation  (c),  il 
viendra 

dVz  z=^+D^dx+^D-\-D{y^)dy+{C+Dî‘l)dz, 
d'où  il  suit  les  égalités 

‘^^A+on.^B+m 


.(e). 


!-rf?=c+Df,f 

Mais  comparant  identiquement  l’équation 

dz  — i*zdx  -f-  ïyzdy  , ou  %dx  -f-  frzdy  — dz  = o.  .(f), 

avec  celle  _ . 

Pdx  -f-  Qdy  -f-  Rdz  = o [ équat.  (3a8)  , art  35g]. 
on  a P=%,  Q = {yz  et  R — — 1, 

,,  . d*C)  t d*R  d*R 

d0U  ~dxA  + mZ‘ 


dx 


d'P 


= ^ = H , enfin  C + DÎ'Z  ; 


d*Q 


*y 


dz 


d?P 

d.y 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (33o)[art.  35g],  - 
on  aura  pour  équation  d%  condition  de  l’intégrabilité 
de  l’équation  (/)  multipliée  par  un  facteur  intégrant, 
celle 

frÇ-M*ï  + [F  x{x,y,z,Ç)-DÇ]l*=A+  CÇ, 

qui  est  une  équation  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  entre  les  quatre  variables  x,y,  z et  celle 
Ç qui  est  la  variable  principale  ; ainsi  en  intégrant  cette 
dernière  équation  [art.  5oi],  on  aura  £ ou  f xz  en 
fonctions  decc,_y  , z ; et  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  ( b ) , on  aura  aussi  iyz  en  fonctions  de  x, 
y,  z ; donc  l’équation  dz~{xzdx -\-îyzdy  ne  sera  plus 
qu’une  équation  aux  différentielles  ordinaires,  et  étant 
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intégrée  , elle  donnera  l’intégrale  demandée  de  l’équa- 
tion proposée  (a). 

Remarque.  Je  dois  prévenir  pour  empêcher  mes 
lecteurs  de  commettre  une  pareille  erreur  , que  c'est 
à tort  que  quelques  auteurs  ont  dit  qu’il  fallait  subs- 
tituer les  valeurs  de  fxz  et  de  f*z  en  x , z et  y dans 
l’équation  (a)  , ce  qui  serait  un  calcul  plus  simple  que 
celui  que  nous  avons  indiqué,  qui  exige  une  intégra- 
tion de  plus , mais  conduirait  à l’équatioh  identique 
o=o.  En  effet,  puisque  l'équation  (è)' n’est 'autre 
chose  que  la  résolution  algébrique  de  l’équation  (a)  par 
rapport  à iyz  ; il  est  clair  qu’en  remettant  dans  cette 
dernière  équation  la  valeur  de  f^z,  elle  doit  y satis- 
faire , et  par  conséquent  réduire  lê  premier  membre 
de  l’équation  (a)  à zéro. 


CHAPITRE  Y. 

Intégrations  des  équations  aux  différentielles 
partielles  du  second  ordre  à trois  variables. 

5c4-  L a forme  la  plus  générale  des  équations  dont 
nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  est 

A 

ou 

Les  lettres^.  B,  C,D  , E,  H représentent  des 
fonctions  de  x , y , z.  Mais  nous  ne  les  considérerons 
d’abord  que  comme  fonctions  des  deux  seules  variables 


■ C 


d*yz 


. dyz 


,dzz 


D^-+EuZ 


’ dxdy  ""r  ~Iy  ^^dx 
Afrz  -f-  BîiZz  -f-  C&rz  -f-  Dïyz-\-  Eïxz 


-L 

TI  \ 


.(5a3*. 


* 

* 

> 
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x et  y , et  lorsque  nous  supposerons  qu’elles  reft- 
ferment  outre  ces  deux  variables  secondaires , la  prin- 
eipale  z , nous  en  préviendrons. 

Nous  allons  successivement  considérer  cette  équa- 
tion (5a3)  avec  une  partie  seulement  de  ses  termes  ; 
et  ensuite  nous  la  considérerons  dans  toute  sa  géné- 
ralité ; mais  nous  prévenons  d’avance,  que  pour  abréger 
nous  ne  donnerons  au  premier  terme  des  différentes 
équations  que  nous  traiterons,  que  l’unité  pour  coef- 
ficient, ce  qu’on  peut  toujours  obtenir  en  divisant  l’é- 
quation par  le  coefficient  du  premier  terme.  Cependant 
lorsqu’à  l’article  5ig  nous  intégrerons  l’équation  (5a3) 
prise  dansle  cas  le  plus  général , nous  ne  supprimerons 
aucun  coefficient.  . 


5o5.  Soit  donc , en  premier  lieu , proposé  d'intégrer 
l’équation  à deux  termes 

d^z 


dy 


— H '.(5a4)  , 


laquelle  peut  être  mise  sous  la  forme  de  celle 
d>l*z  = Hdy  ■ 

et  intégrant  cette  dernière  équation  en  y considérant 
x comme  constante , on  aura 


ï>z  = p Hdy  -f-  ç (r) (a), 

en  représentant  par  ç (x)  une  fonction  arbitraire  dex 
qui  disparaît  par  la  différentiation  de  l’équation  pré- 
cédente par  rapport  à la  seule  variable  y. 

dyz 

Substituant  à ftz  sa  valeur  dans  l’équation  (a), 

«y 

et  multipliant  par  dy  , on  a l’équation 

d>z  — dy  p Hdy  + ç (x)<fy  , 

qui  étant  encore  intégrée  par  rapport  à la  seule  va- 
riable 
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riabîe  y , donne 

. z —pdyplldy  +y<p  (x)  4-  $>'(<*) ......  (5a5)  } 

en  représentant  paj  <p'(x)  une  seconde  fonction  ar- 
bitraire de  x qpi  disparaît  par  une  première  différen- 
tiation par  rapport  à y seule. 

5off.  Passons  à l'équation 
d?*z 


dyd: 


.(5aS)  , 


qui  peut  être  mise  sous  la  forme  d?ïxzxz Üdy , et 
intégrant  par  rapport  à la  seule  variable  y , ce  qui 
oblige  d’ajouter  une  fonction  arbitraire  de  x à l'inté- 
grale , on  aura 

fxz  = pHdy  4-  ip(x)  ou  dzz  i=  dxffHdy  -1-  <ç{x)dx , 
et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à x 
seule,  Ce  qui  nécessite  l'addition  d’une  fonction  ar- 
bitraire de  y à J intégrale , il  viendra  l’équation 

z —f*dxpHdy  + <p(x)  4-  $Xy  )... . . (537)  , 

dans  laquelle,  à causé  de  farbitraire  <z>(x),  nous  avons 
mis  cette  dernière  quantité  à la  place  de  f<p(x)dx. 

Il  est  évident  que  l’intégral» (5a7)de l’équation  f5u6) 

j,*ïz 

l’est  aussi  de  l’équation  = B , puisque  d*yz— 

(art.  494)- 

507.  Considérons  maintenant  l’équation 

dy\  dy (5a8)> 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

d>fiz  „ „ drfrz 

doi  >r=  Diy 

et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  ù la 

aS  v 
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Æeule  variable  y , ee  qui  oblige  d’ajouter  à l’intégrale 

une  fonction  arbitraire  de  x,  on  aura 

* Wz  = pDAy  ç(x) , ! 

d’où  l’on  tire 

{yz—efrD‘lf  e^x\  ou  d?z  = <p(x)<JrDdjrdy, 

' 

en  substituant  à la  place  de  la  fonction  arbitraire 
de  x celle  <p(.r).  Intégrant  cette  dernière  équa- 
tion par  rapport  à la  seule  variable^  , ce  qui  oblige 
d’ajouter  à l'intégrale  une  seconde  fonction  arbitraire  ♦ 
de  x on  aura  pour  intégrale  de  l’équation  (5a8)  , celle 
■*==  ^(x)pefrDdf  + *'(*)■ . .. . .(5a9). 

5o8.  Soit  encore  l’équation 


d>xz  D d?z 


.(556)  , 
dxî>z 


dydx  dy 

qu’on  peu  t mettre  sous  la  forme  de  celle^^  =s  Ddx  qui , 

étant  intégrée  par  rapport  à la  seule  variable  x , donne 
Kfz  z=fzDdx-\-<p(y)  , d* où  l’on  tire 

{Yz~eflDdxe*P  , ou  d*z—dye-f*Ddre<t'J)‘, 

» 

et  intégrant  actuellement  par  rapport  à la  seule  va- 
riable y,  il  vient  l’équation 

z os  pdye  PDdx<p  (y)  + <p'(x) (53 1 ) , „ 

dans  laquellé  nous  avons  mis  f(y)  à la  place  de 
et  qui  est  l’intégrale  delà  proposée  (53o). 

5oq.  Parmi  les  équations  à deujc  termes  qu’on  peut 
déduire  de  l’équation  générale  (5a3),  il  y en  a encore 
trois  distinctes  que  nous  n avons  pas  encore  intégrées,  et 
qui  offrent  beaucoup  plus  de  difficultés.  Ces  équations 
•-binômes  sont  celles  où  l’un  des  termes  ^enfermant  la 
différentielle  seconde  de  la  variable  principale  a par- 
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rapport  à uns  seule  des  deux  variables  secondaires  y 
et  i,  le  second  terme  renferme  la  différentielle  pre- 
mière ou  seconde  de  z par  rapport  à l'autre  variable 
secondaire  x ou  y.  Nous  ne  nous  occuperons  d abord 
que  de  deux  de  ces  équations  dans  le  cas  le  plus 
simple,  qui  est  celui  où  la  lettre  capitale  qui  est  dans 
le  second  ternie,  est  une  quantité  constante  : car  l’in- 
tégration de  ces  équations  lorsque  la  lettre  capitale 
représente  une  fonction  variable  , exige  qu’on  sache 
auparavant  intégrer  des  équations  aux  différentielles 
partielles  du  second  ordre  de  plus  de  deux  termes. 

Soit  donc  en  premier  lieu  l’équation 
f^z  a°fa-tz< (55a)  , 

célèbre  parmi  les  *Géomètres  , parce  qu’elle  est  re- 
lative au  mouvement  des  cordes  vibrantes  et  de  gros- 
seur uniforme  , et  qu’elle  sert  à faire  connoître  la 
figure  que  doit  prendre  cette  corde  dans  ses  vibra- 
tions. » • 

On  a dî>z  =dï f>z  -f-  dxîfz  = f^aafy-f-  l^zdx  , ' 
et  dïxz  = ffrPz  -(- dzïzz  = iz?zdy  -J-  Pzzdx. 

Substituant  dans  la  première  de  ces  deux  équations  la 
valeur  f donnée  par  l’équation  (53a),  ensuite  mul- 
tipliant la  seconde  équation  par  a;  enfin  combinant 
successivement  les  deux  équations  résultantes  par  voie 
d’addition  et-  de  soustraction , on  aura 

adizz  -f-  dï*z  — (nf“z  -f-  ffî'z)  (ndy  -f-  dx) 

— (afaiz  + fxvz)  d (ay  -}-  x) (a) 

et  adîxz  — dfiz — (f^z  — aîlxz)d(ay  — x). . . (b). 

Or , l’intégrale  du  premier  membre  de  la  première 
de  ce3  équations  étant  afxz  -f-  f^z;  il  faut  nécessaire- 
ment que  le  second  membre  soit  une  fonction  dif— 

'<  a5.. 
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férentielle  exacte,  ce  qui  exige  que  af3*s-|- fir*  soit 
égal  à une  fonction  de  ay  -f-  x que  je  représente  par 
q>'(ay  + x)  ; donc  l’intégrale  de  l’équation  (a)  est 

aï1  z -j-  f v-z  = i p(ay  x) (c) . 

De  même , l’intégrale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (b)  étant  exactement  ai1  z — P'z  , il  faut  néces- 
sairement que  — afixz  soit  égal  à ç\(ay — x)  ; 
donc  l’intégrale  de  l’équation*  (6)  est 

utTz  — f y z = p,(ay  — x). (d). 


Ajoutant  les  deux  équations  (c)  et  (d)  , divisant  la 
somme  par  2a  , et  à cause  que  <p  et  sont  les  caracté- 
ristiques de  fonctions  indéterminées,  mettant  respec- 
tivement les  expressions  p(ay  -f-x^et  f ,(tzy  — x)  à la 


place  de 


<p(ay  + x)  ct 
aa 


<p,(qy— x) 

a a 


on  aura 


f>5  ■=  q(qy  + *)  + <P,(«y — *’) •'(«)• 

Actuellement  , retranchant  de  l’équation  (c)  celle  (d)  , 
et  faisant  dans  le  second  membre  de  l’équation  ré- 
sultante les  mêmes  changemens  que  les  précédées  (ce 
qui  doit  être,  sans  quoi  <p(ay  -f-  x')  et  ç,(ay'' — x)  ne 
représenteraient  plus  les  mêmes  fonctions  dans  l’équa- 
tion (p)  et  dans  la  suivante)  , on  aura 


f >z=a<p  (ay  + x ) — a<pf  (ay— x).  . . . . (f). 

Substituant  ces  valeurs  def’zet  de  î*z  dans  l’équation 
di  = fcîdx  + î*zdy  , il  viendra 

dz—$  (ay  -f-  x)  (ady  -+-dx) — <p,  (ay — x)  (ady — dx)  , 
ou  dz=  <p  (ay-f- x) d(ay-f-x)  — p,(ay— x)  d(ay — x)  ; 
mais  di>  (ay-f-x)=p(ay-fx)d(ay-{-x) 
et  ds>t(ay — x)  = <p,(ay  — x)d(ay  — x)  , 

donc  dz  = d$>  (ay  -f-  x)  -f  d®,  ( ay  — x) , v 
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et  intégrant  il  vient  l’équation 

a = 4>(ay  + x)  -f-  *,(ay  — x) . . & .(533) 
qui  est  la  vraie  intégrale  de  la  proposée  (53a). 

5io.  Considérons  en  second  lieu  l’équation 

. f'J'z  = a'i^z (534),  - • • 

on  a dîyz  = Pyzdy + f Xyzdx  et  tffxz=  f xyzdy  -f-  îixzdx. 
Substituant  dans  la  première  de  ces  deux  équations 
la  valeur  de  î,yz  donnée  par  l’équation  (534)  > mul- 
tipliant la  seconde  par  a , ensuite  combinant  succes- 
sivement les  deux  équations  résultantes  par  voie  d’ad- 
dition et  de  soustraction,  on  aura 

dîyz-\-adîxz=^îxyz[_a  (a+ 1 )dy  -)-  dx~]  -\-aï‘xzdx . . . . (a) 
dP? — ad[xz=fxyz[a(a — i)dy-\-dx] — afa*sf£r. . . (i). 

Ajoutant  ces  deux  équations , et  divisant  la  somme 
par  a , il  vient  l'équation 

dîyz  — txyz[a,*dy  -(-  dx~\  = {xyzd(a}y  -f-  x) (c) , 

dont  le.  second  membre  ne  peut  être  comme  le  pre- 
mier une  fonction  différentielle  exacte  , qu’en  faisant 
ixyz—  p'(a’y-)-x).  Substituant  cette  valeur  dans  l’é- 
quation (tf)  et  intégrant,  il  vient 

On  voit  que  jusqu’à  présent  la  marche  du  calcul  est 
la  même  que  dans  l’article  précédent;  mais  ici  il  faut 
la  changer  , car  la  soustraction  de  l’équation  (i)  de  celle 
(n),  ramènerait  à la  valeur  de  d£xz  que  nous  avons 
trouvée  directement  en  différentiant  fxz  par  rapport 
aux  deux  variables  x et  y.  Or,  j’observe  que  la  pro- 
posée (534)  étant  mise  sous  la  forme  dyiyz  = a*dyîxz , 
et  intégrant  par  rapport  à la  seule  variable  y , on  a 

f^=a*f xz  + i'(r),d’où  l’on  tire  fxz=  { 

v O'*  « 
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et  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  f/z 

£équat.  (d)]  , il  vient 

tx <PXay  + x~)—  •'(■*) 

t *—  - • 

Substituant  ces  valeurs  de  f >z  (équat.  (d)]  et  de  fxz 
dans  l’équation  dz  = ïyzdy  -f-  [Xzdx  , on  a 

dz  —p  , (a*y  -f-  oc){a?dy  -f-  dx)  — <b'(x)dx  (e)  , 

en  mettant  respectivement  ^i(n^y  -f-x)  et  4>'(x)  à la 
place  de  ces  mêmes  fonctions  arbitraires  diviséespar 
a1.  Or  , cûdy  -f-  dx=.d{a?y  -f-  x)  ; donc  intégrant  l’é- 
quation (e)  , il  viendra 

z=<p  (a.*y  -f-  x)  — <D  (x) (535) , 

ce  qui  est  l’intégrale  de  '"équation  (534)- 

5n.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  l’in- 
tégration de  quelques  équations  aux  différentielles  par- 
tielles du  second  ordre  de  plus  de  deux  termes,  qui 
s'intégrent  aisément  par  des  méthodes  qui  leur  sont 
particulières.  Nous  nous  occuperons  en  premier  lieu 
de  l’équation  " > • 

^yz—DPz+H.  ....(536), 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

dyiyz—  Dftzdy  -f-  Hdy (a). 

Or,  si  prenant  x constante,  on  considère  iyz  et  y comme 
deux  variables  respectivement  représentées  par  y et  x 
dans  l’équation  (298)  , [art.  34a3  , celle  (299)  donnera 
pour  intégrale  de  l’équation  (a)  , la  suivante 

d7z=dyefyDdyUrH*'fïpdrdy  +?(■*)}, 

et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à la  * 
seule  .variable  y , on  aura  pour  intégrale  de  la  pro- 
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posée  (536)  , l’é<juation 

æpdy*fTDirifr  He-frDdrdy+i(x)-y  +<p'0O  (537) 
5ia.  Examinons  encore  l’équation  à trois  termes 
f >**=  Eixz  + H. . . . . . (538) , 

qui  peut  être  mise  sous  la  terme 

dflzz  — Elzzdy  + Hdy (a) . 

Or,  si  nous  prenons  x constante,  et  si  nous  considérons 
f*z  et  y comme  deux  variables  respectivement  repré- 
sentées par  _y  et  # dans  l’équation  (298)  [art.  34s]  , 
nous  aurons  celle  (agg ) qui  nous  donnera  pour  inté- 
grale de  (a),  l’équation  » 

l*z=zefrEdr  [f  He-frEJrdy  + f(x)], 

qui  étant  multipliée  par  dx  et  intégrée  par  rapport  à 
la  seule  variable  x,  en  faisant  attention  que  iszdx=dzz, 
donne  l’équation 

t=f*dxefrEdrrfHe-frEdrdy+^x)W(y){  53g) , 
qui  est  l’intégrale  de  la  proposée  (558). 

5 1 3.  Nous  n’avons  considéré  j usqu’à  présent  les  lettres 
capitales  qui  entrent  dans  les  équations  que  nous 
avons  intégrées,  que  comme  des  fonctions  des  deux 
seules  variables  x et  y : ‘mais  s’il  entrait  dans  les  va- 
leurs que  représentent  Ctes  lettres  capitales , la  troi- 
sième variable  z,  alors  les  intégrales  que  nous  avons 
données  ne  pourraient  pas  servir  ; il  est  vrai  que  dans 
ce  cas-là , et  lorsqu’il  n’entre  dans  l’équation  proposée 
que  les  différentiélles  partielles  de  z par  rapport  à une 
seule  des  deux  variables  , telles  sont  les  équations 
(5a4),  (5a8)  et  (536),  on  peut  parvenir  à trouver  les 
valeurs  de  z par  l’intégration  d’équations  aux  différen- 
tielles ordinaires  du  second  ordre.  En  effet,  consi-  - 


y 
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. supplément 


dérant,  par  exemple  , x comme  constante , on  aura 

d*yz  d‘z  dyz  dz  . . 

-, — = -y—  et  -, — = -y-  , ce  qui  réduira  respective— 

dy • dy  dy 

nient  les  trois  équations  (5a4),  (5a8)  et  (536)  à celles 
différentielles  ordinaires  du  second  ordre. 

d’z  = Hdy3-,  d*z=:  Ddzdy  et  d'z  — Ddydz  + Hdy*  , 

qu’on  cherchera  à intégrer  par  les  méthodes  enseignées 
dans  la  troisième  section  ; mais  ayant  toujours  l’atten- 
tion d’ajouter  à la  première  intégrale  et  à l'intégrale 
finale  , une  fonction  arbitraire  deTa  variable  x qui 
a été  prise  comme  constante. 

Il  est  aisé  de  voir,  i°quela  méthode  d’intégratîort 
que  nous  venons  d’indiquer,  pourrait  avoir  de  même 
lieu  , si  outre  les  trois  variables  x , y , z , les  valeurs 
que  représentent  les  lettres  capitales  , contenaient  en- 
core la  quantité  2*.  Qu’on  pourrait  se  servir  de  la 

meme  méthode  lors  même  que , comme  dans  les  ar- 
ticles 5o5 , 5q7  et  5i  1 , les  valeurs  représentées  par 
les  lettres  capitales  ne  sont  fonctions  que  de  x et  de  ; 
y ; mais  le  calcul  en  serait  bien  plus  long,  puisqu’on 
aurait  à intégrer  des  fonctions  différentielles  du  second 
ordre  , au  lieu  que  par  le3  méthodes  enseignées  dans 
lesarticles  que  nous  venons  de  citer,  il  n’y  a à effectuer 
que  dp  s intégrations  de  fonctions  différentielles  du  pre- 
mier ordre. 

5i4-  L’équation  (538)  ne  pourrait,  comme  celle 
(536)  , s’intégrer  par  la  méthode  des  intégrations  de* 
équations  différentielles  ordinaires  du  second  ordre  ; 
si  E et  H étaient  des  fonctions  des  trois  variablesx, 
y et  z : mais  cherchons  du  moins  à intégrer  l’équation 

f>xs=£fJt+£T*.. (54o) , 


\ 
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dans  laquelle  E et  H ne  sont  fonctions  que  de  x et  y. 
Soit  fait 

z = a Z (a)  j 

en  représentant  par  a une  fonction  quelconque  et  in- 
déterminée de  o^et  y , et  par  Z nne  fonction  inconnue 
des  deux  mômes  variables. 

DilFérentiant  l’équation  (a)  , il  vient  dz=mdZ+Zdi, 
Mais  Z et  » étant  fonctions  de  x et  de  y , on  a 
dZ  — lxZdx  -\-i>Zdy , et  dm  — fTa >dx-{-  f *udy  ; donc 

î*z  = fflf'Z  4-  ZÎX*> ......  {b), 

et  D'z^vPZ  -f'-  Z&et.  De  cette  dernière  équation, 
comme  de  celle  ( b ) on  tire 

ftxz  = f>»f*Z  4-  « f^Z  + {yZîxj>  4-  Zî>xu. 
Mettant  celte  valeur  de  f>rz , ainsi  que  celle  de  f*z 
et  de  z [équat.  (è)  et  (a)]  dans  la  proposée  (54o)  , 
il  vient 

* [fr-Z  — EÎXZ  — HZ}  4-  £P«]Z 

4-  f>«.f*Z  4 -f>Zf»«  = o (;). 

Mais  d’après  l’équation  (54°)  , il  est  clair  que  le  tri- 
nôme facteur  de  #>  est  = o.  Ainsi  l’équation  (c)se  ré- 
duit à celle 

({y1*  — Eixo>)Z  4-  f>fxZ  4-  (yo>Zixa  = o (J)  : 

or  , puisque  « est  une  fonction  quelconque  et  indé- 
terminée de  xet^.  Nous  pouvons  faire  f?xw — Eïx  <=-,  o, 

d’où  a—fxdxef  ^^t»Çx)-^-^\y)....(e)[_êq.  (53i) 

art.  5o8j  ; donc  la  fonction  représentée  par  • étant 
actuellement  déterminée, en  donnant  telle  valeur  qu’on 
voudra  aux  fonctions  arbitraires  p(x)  et  ç'Çy)  , on 
aura  f y*  et  Pa  qui  seront  aussi  des  fonctions  détermi- 
nées de  x et  de_y  que  je  représente  respectivement 


I 
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i par  et  t», , ainsi  l’équation  (<f)  se  réduira  à celle 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

. »,K  + 4JZ=o (/), 

*•  par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera  la  valeur  de 
Z en  fonctions  de  x et  y (art.  497)  .’Mais  cette  valeur 
de  Z ainsi  que  celle  de  a £équat.  (e)3 , étant  indépen- 
dante de  H , il  s’ensuit  que  si  nous  substituions  ces 
deux  valeurs  dans  l’équation  (a),  nous  aurions  aussi 
pour  z une  valeur  qui  serait  indépendante  de  H et  qui, 
conséquemment  , ne  satisferait  pas  à la  proposée; 
nous  substituerons  donc  seulement  la  valeur  de  Z dé- 
duite de  l’équation  (f)d  ans  le  dernier  terme  de  celle 
V*Z — El* Z — HZ—  o,  ce  qui  nous  donnera  une 
équation  de  la  forme 

f'*Z  — El*  Z—  Il'—Q (£), 

dans  laquelle  //'  n’est  plus  qu’une  fonction  de  x et 
de  ainsi  on  pourra  intégrer  cette  équation  (g)  par 
la  méthode  enseignée  à l’article  5ia,  ce  qui  donnera 
la  vraie  valeur  de  Z , qui  substituée  ainsi  que  celle 
de  u (*)  dans  l’équation  (a) , donnera  la  vraie  inté- 
grale de  la  proposée  (54o).  s V 

5i5.  L’intégration  dont  nous,  venons  de  nous  oc- 
cuper, va  nous  servir  à trouver  l’intégrale  de  l’équation 

f^z-f  Dl*z  -f-  El*  z o . ....  .(540, 

dans  laquelle  D et  E ne  sont  que  des  fonctions  de  x 

*t  J'- 
En effet , soit  fait 

z = e*Z. (u)  . P 

(*)  Celte  valeur  de  » reste  toujours  indépendante  de  H ; niais 
cela  n'influe  en  rien  sur  ia  vraie  valeur  de  s , puisqu’elle  n a 
été  introduite  dans  le  calcul  que  comme  une  fonction  quelconque 

de  * « y* 
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en  représentant  par  » une  fonction  quelconque  et  in- 
déterminée de  x et  y , et  par  Z une  fonction  in- 
connue des  mêmes  variables.  Différentiant  l'équation 
(a)  , il  vient  dz  =e“  [Zrf*  -f-  dZ~\  ; mais  a étant  fonc- 
tion  des  deux  variables  x ety,  on  a d ~ïxadi:-\-{y  dy, 
et  par  la  même  raison  on  a dZ=îxZdx  -J- f 'Zdy , 
donc  dz  ou  f Zzdx  -f-  ïyzdy  — e“  Q Z fra>  -f-  f zZ  ] dx 
-f-  e*[]Zf>,»-f-  &Z]dy , d’où  l’on  tire  les  deux  équa- 
tions 

f*z—  e*[Zf*«-ff*Z]..(t)  etP'=-e"[Zfr«+frZ]..(0. 

DilTérentiant  l’équation  (è)  par  rapporté  y,  ou  celle  (r) 
par  rapport  à x , on  a 

î>zz  = e“[Zf^Pœ  -+-f/-f'Z+P'Zf*ü-f  Zf^-f-f^Z]: 
substituant  cette  valeur  , ainsi  que  celles  de  fTz  etfl'z 
[équat.  (A)  et  (c)]  dans  la  proposée  (54<)>  et  divisant 
par  «,  on  a l’équation 

&xZ+(pu+E){IZ+[&*î*a+îr*m+DÎ>c+Ef*'»yZ 

-4-(f*«+Z7)f>Z  = o (d). 

Or,  puisque  a est  une  fonction  quelconque  et  indé- 
terminée de  .y  et  x , on  peut  faire  ixa  -f-  D p=  o , d’où 

» = —-fzDdx-±-  <p(y) (e)  , 

ce  qui  réduit  l’équation  ( d)  à celle 

fyiZ+[E-{yf*Ddx+<p(y)y*Z-[frD+ED'\Z=o..[f). 

Or,CTtte  dernière  équation  étant  exactementdela  même 
forme  que  celle  (54o)  , on  en  déduira  la  valeur  de  Z 
en  fonctions  de  x ety';  ainsi  substituant  cette  valeur 
ainsi  que  celle  de  a>  £équat.  (e)]  dans  l’équation  (a)  , 
on  aura  l’intégrale  de  la  proposée  (54 > ) - 

Toutes  ces  différentes  intégrations  nous  servent  d’é- 
chelons pour  nous  élever  à l’intégration  de  l’équation 
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à deux  termes  de  la  forme  de  celle  (532)  , .avec  cette 
différence  que  le  coefficient  de  t'*z  y étÿit  considéré 
comme  constant , et  que  nous  le  considérerons  comme 
variable.  Mais  avant  d’en  venir  à cette  intégration, 
nous  allons,  d'après  Euler,  résoudre  le  problème  sui- 
vant. 

5i6.  Etant  donné  la  différentielle  du  second  ordre 
d*z  d’une  fonction  s de  deux  variables  t et  u par  rap- 
port à ces  variables  ; trouver  la  valeur  de  la  même 
différentielle  d*z  par  rapport  à deux  nouvelles  variables 
a?  et  y qui  ont  avec  celles  t et  u des  relations  semblables 
à celles  qui  existent  entre  ces  deux  dernières  variables 
et  celle  z. 

La  relation  de  z avec  t et  u , donne 
dz  — l'zdt  -f-  f “zdu (a). 

De  même  , les  relations  de  t avec  x et  y,  et  de  u avec 
les  deux  memes  variables  x et  y,  donnent  les  deux 
équations. 

(b)...dt=  {rtdx-t-ÎHdy , du  =.îxudx  + P'udy....(c). 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , il  vient 
dz  = ï'zixtdx-\-i'z£ytdy-\-îuz{xudx-\-{'‘z&udy . ...  (d). 

Cette  équation  résoudrait ,1a  question  proposée , si  elle 
ne  s'étendait  que  jusqu’au  premier  ordre  de  différen- 
tielle. Mais  pour  étendre  la  solution  jusqu’au  second 
ordre  , nous  observons  que  de  l’équation  ( rf)#on 
tire  les  deux  suivantes 

^==Paf**+F«frtt  et  ^—Pz{rt+Pz£yU..(f). 

Différentiant  l’équation  (e)  par  rapport  à x , celle  (/) 
par  rapport  à y , ensuite  différentiant  l'équation  (e) 
par  rapport  à y , ou  celle  (f  ) par  rapport  à x , on  a 
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les  trois  équations 

J 

~r~  — fx'z-fxt  -4-.fUfî;rt  -f-  f*“zf*u  -f-  P'zP^u. 
dx*  * * 


397 


■(g) 


(A) 


- , ■ = P'zP'f  + f'zf^t  -J-  -f-  f“zf“tu. 

“/  . • 

^ = f>"zf*£  -f-  Pzfr^  -J-  P’“*f,u+  f“zf*ru (i). 

Mais  Pz  et  f“z  étant  aussi  des  fonctions  de  t et  do 
u,  les  équations  (e)  et  (J)  prises  relativement  à f'z  et 
f“z  donneront  celles 

~Jx'’  0U  f* '*£*&+ P“zf*u 

J yÇt  ' ^ • • 

—j — , o«  f»"z  = fa'zfrt  f“'sfru 

» dyu  ' 

—y—,  ou  Fxuz-=fulzfxt  +f‘“zfxu 
oo;  • 

7yfu 

-J-Î , ou  fu,z  = f“'zfr£  + f*“zfru. 

. *fy  ' * 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (g)  , ( h ) et 
(i) , on  a celles 

A2xr 

~ouf‘Iz=fJ,z(fJ0a4-3f“'afTnfart+Pafaxt+Puz(fru)* 
-f-  f“zf‘I«  (543) 

--  - ou  f2>,z—  P,z(fJ’<)a-{-2P“zf,’uP't-f-PzPrf-j.P‘'a  (f-'n)* 

H-f“zPru. . . .(543) 

■t— r-  ou  f yxz  — fJ,zfylt  +f“'zfTt  -f-  PzfW  -{-  f“zf^tf*u 
dydx  • 

-f-  ï™ztyxii  -f-  ï“zï?xu. (544) 

Or  , la  valeur  de  cfz  par  rapport  à x et  y ne  se  com- 
pose que  des  trois  parties  î:xzdjf , î^zdy*  et  &xzdydx , 
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donc  on  aura  par  le  moyen  des  trois  équations  pré- 
cédentes, toutes  les  parties  qui  entrent  dans  la  dif- 
férentielle seconde  de  a par  rapport  aux  deux  nouvelles 
variables  x et  y , ce  qui  est  la  solution  de  la  question 
que  nous  nous  étions  proposé  de  résoudre. 

517.  Passons  maintenant  à l’intégration  de  l’équa- 

tl0n  PJ'z  = o...  ...(545), 

dans  laquelle  ha  représente  une  fonction  déterminée 

de  x et  y. 


Faisons 

|u—  oy-f-px.et  t = ffy  + qx  } (n)  1 

en  représentant  par  et  et  G des  fonctions  indéterminées 
de  x et  y,  et  par  p et  q des  constantes  arbitraires. 
Prenons  successivement  les  différentielles  partielles  de 
u et  de  t par  Rapport  à xety  , ce  qui  nous  donnera  s 

- f*u  4 p , fr“  ^*=.yfy4  + * . 

f*r  + q,  fyt  — + £ . 

f^u—yf1**,  prn—yp/a  4 aP*  , 

f zrryf^C  » P't  = J’fsy^  + afy^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ( 54a  ) et 
(54^5),  ensuite  mettant  les  valeurs  de  f^s  et- f‘és  que 
nous  déduirons  dans  la  proposée  (545)  , nous  aurons 
l’équation 

P'aO’Cyf'C  + qY—  (yPC  4 £)“3  + 

__  (*&€+  af>É)]  4 +P)  Cyfxf  + <?> 

_ (v[>*  + *)(yK  403+ 

_ (yf y*  4 aff<*)3  4 P-iD'Cyf*"  + P? 

— (yf/*  4 “)‘3  — °*  /•  V * ‘ • (*)• 

Mais  « et  f étant  des  fonctions  indéterminées  de  x 


' * 


* 
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ACX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS.  599 
et  y , nous  pouvons  faire  les  facteurs  de  f "z  et  de 
f '“‘z  égaux  à zéro  , ce  qui  donne  les  deux  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

AyPf  — yPG  = G — qx ......  (c), 

xyfr« — yïr%  — ct — p\ (d)  , 

qui  réduisent  l’équation  (b)  à celle  . 

£ *(yp*  + q)-(y{r*+*)(yfrc  + 0]f"s 

+ i — (jfa^+  2^0]  f*  + ; 

— (j4JV  -f-  2fra)]f“z  r=  o (e) . 

Intégrant  les  deux  équations  (c)  et  ( tî)  [art.  4.973 nous 
aurons 

{*  = F(x,jO  et  £ = F,(x,jy)} (/). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ( a ) , il 
viendra  celles 

{«  =yF(x,  y) +px  et  i = jF,(x,  y)  + qx}...(g) , 
d’où  l’on  tirera  , , • 

{x  = F»(u,  t)  et  yx=F3(u,  0} (*)• 

Substituant  ces  valeurs  de  x et  y dans  celle  de  A et 
dans  les  équations  (f)  , nous  aurons 

X=F t(u,  t),  *=F 5(u,  f)  et  Cr^Fufu,  t ). 

Enfin  substituant  ces  valeurs  dex,^,  x,  et  et  G en 
u et  t dans  l'équaiion  (e)  , elle  deviendra  de  la  forme 

S“'z — F7(w , t)Pz  -f-  Fa(u,t)f“z  =0 (i) 

et  pourra  par  conséquent  s’intégrer  d’après  lajméthode 
enseignée  à l’article  5t5  ; nous  aurons  donc  la  valeur 
de  z en  fonctions  de  t et  de  u , et  par  conséquent  en 
fonctions  de  x et  y d’après  les  équations  (g).  Ainsi 
nous  aurons  l’intégrale  demandée  de  l'équation  pro- 
posée (545). 


4°°  SUPPLÉMENT 

5i8.  Nous  n'avons  considéré  dans  l’article  précédent 
la  quantité  a que  comme  fonction  des  deux  seules 
variables  x et  y : mais  si  elle  était  en  outre  fonction 
de  fxz  et  f , c’est-  à-dire  , si  on  avait 

K=  F(x,y,  f *z,  M (a), 

il  faudrait  opérer  de  la  manière  suivante. 

Prenant  successivement  les  différentielles  partielles 
de  l’équation  (a)  par  rapport  à x et  y , on  a 

fxA=  F'Cxjj' , f“z , f *rz) et  f'A  =F"(x,^ , f^z,  f*/*)  : 
éliminant  entre  ces  deux  équations  fx/s , il  vient 

F*(frA,’f>'A  , x , y , Pxz,fiJ'z)=o (4). 

Si  l’on  peut  ramener  cette  équation  à la  forme 

FE=F-(x,^,fxAJfyA) (c); 

fsyz 

alors  éliminant  y—  entre  cette  dernière  équation  et 

celle  (545)  , on  n’aura  plus  que  l'équation  aux  dif- 
férentielles du  premier  ordre 

Aa  =r  F'Xæ  , y,  f*A  , Pa)  , 

par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera  la  valeur  de 
A en  fonction  des  seules  variables  x , y et  l'intégra- 
tion de  l’équation  (545)  rentre  dans  le  cas  que  nous 
avons  traité  précédemment  (art.üiy).  Mais  si  l’équa- 
tion (4)  ne  peut  être  ramenée  à*la  forme  (c)  , alors 
éliminant  f*xz  entre  les  équations  (4)  et  (545),  il 
viendra 

fs)'z=P(f>'A,fxA,x;y,A*);  d’où dxf»'s=rfy(f'A,fxA,xtylAa), 

et  intégrant  en  considérant  x , f^A  , fxA  et  A*  comme 
des  constantes  , on  aura 

f'z  ==  F”(f'A,  fxA,  x, y,  A1)  -f  <p(f1'A,  fxA,X,A *)....(<*)• 
, Actuellement 
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Actuellement  éliminant  E2yz  entre  les  équations  (545) 
et  (è),  il  viendra  f‘*z=F,,,(f>'A,  f*A,  x , y , Aa)  , d’où 
dxixz  — dx FT,1(f)'A,  f XK  , x , y , A1)  , et  intégrant  par 
rapport  à x seule , en  prenant  f^A  , " fx  a , y et  a1  cons- 
tantes , on  aura 

Pz.=F’m,(f>A  ,fxA  , x ,y,  A*)+y(f>A ,,  f*A  ,y,  A“)(e). 

Substituant  ces  valeurs  de  f/2.  et  fxz  [équifc.  (J)  et 
(e)  ] dans  l’équatien  (a)  , le  résultat  sera  une  équa- 
tion aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 
entre  A , x et  y,  d’où  l’on  déduira  la  valeur  de  A en 
fonctions  de  x et  y , et  la  substituant  dans  l’équation 
(545) , on  rentrera  dansde  cas  d’intfgration  que  nous 
avons  traité  à l’artHsle  017. 

*5 19.  Occupons-nous  enfin  de  l’intégration  de  l’é- 
quation (5a3)  prise  dans  toute  sa  généralité , et  les 
lettres  capitales  représentant  des  fonctions  quelconques 
de  z , x ,y , îxz  et  iyz  : mais  pour  simplifier  le  calcul , 
nous  ferons 

. » 

P = H — DPz  — Efxz. ....  (a). 

Ainsi  l’équation  que  nous  traiterons  dans  ,cet  ar^cle  , 
sera  de  la  forme 


Apyz  + BîxXz  -f  Ctyxz  *=P (b). 

Différentiant  successivement  les  quantités  fyz  et  f xt , 


on  a 
et  ’ 


dt>z  = 
dîxX-. 


: dyîyz  -j-  dxiyz  — ■ 
_ s dxyz 

~ ~dF  + ~3T* 


dxyz 

~w . 

l’on  tire 


fs V-  — dfyz4y  — et  f»T  _ d^zdx  — dxyz 

dy*  . • dx * 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4),  et  mul 
a.  ’ 36 
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tipliant  le  résultat  par  dydx , on#a 

Adltzdx  + Bdt*idy — P dydx  = P'*[.rfdx*-{-Z?dy1 
+ C’rfxrfy] (c). 

Soit  fait  • ' 

dFfixz  rrdî*z....(d)  et  rfy  = «rfx . , , . (e)  , 
en  représentant  par  » et  b deux  fonctions  indéter- 
minées de  x , y,  z,  f ’*z  et  P'z  ; mais  avec  cette  dif- 
férence, *ue  la  dernière  de  ces  fonctions  peut  être 
prise  arbitrairement  dans  toutes  les  circonstances  du 
calcul , et  que  la  première  *-  ne  doit  jamais  changer: 
en  effet,  si  l’on  a une  équation  z=F(x,_y)  dans 
laquelle  les  variables  x et  y sont  indépendantes  l’une 
de  l’autre,  et  F ludique  unrf  fonction  déterminée, 
il, est  clair  que  quelles  que  soient  les  relations  arbi- 
traires qu’on  voudra  successivement  supposer  entre  ils 
deux  variables  x et  y,  la  quantité  F(x,  y")  ne  chan- 
gera pas:  or,  à chaque  changement  de  relation  sup- 
posée entre  x et  y , la  valeur  cj  qui  exprime  le  rap- 
port des  différentielles  de  ces  variables  £ équat.  (e)  ] 
changera , ’hu  lieu  que  F(x  , y ) restant  toujours  la 
meme  dans  ces  differens  changemens  arbitraires , la 
rela#on  w des  quantités  dP'Ffx,  y ) et  rff^Ffx,  y) 
[equat.  (rf)]f  n’éprouvera  de  meme  aucon  change- 
ment (*).  Cela  pose , «substituant  les  valeurs  hj'pothé- 


(*)  Potir  rendre  ceci  plus  sensible , supposons  que  z = F (*9y) 
soit  l'équation  d’nne  surface  courbe , il  est  clair  qu’en  taisant  glisser 
d’une  manière  quelconque  sur  le  plan  des  xjr , et  toujours  p.nallèlc- 
jnent  à Taxe  des  z , une  droite  dont  la  longueur  varie  suivant  le» 
valeurs  numériques  de  F (ryjr)  correspondantes  aux  differens 
points  où  Tune  des  extrémités  de  la  droite  rencontre  le  plan  des  x y, 
l’autre  extrémité  se  trouvera  toujours  sur  l’un  des  points  de  l.t  sur- 
face courbe.  Mais  si  au  lieu  de  faire  glisser  arbitrairement  fa  droite 
en  question  sur  Je  plan  des  xyt  on  la  fait  successivement  glisser 
ie,  long  de  certaines  lignes  planes  tracées  arbitrairement  sur  le  plan 
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tiques  de  dPz  et  de  dy  [equat.  (d)  et  (e)]  dans  l’é- 
quation (c)  , on  aura  celle 

d{*z[_Av+B»~\--Pc>dx~lxrzdx{A-\-Bc»'  -+-C»)  ...(f). 

Or  , u étant  une  fonction  arbitraire  des  quantités  va- 
riables x , y , z , Ve z et  frz , On  peut  faire 

A + Btt%- f-Çé>=o (g), 

ce  qui  réduira  l’équation  (/)*  celle 

\_An  -f-  B *]df*z  = Pudx (h). 

• De  l’équation  (g) , on  tire 

« = F,(x,  y,  z,  Pz,  Pz)...  ...(*)• 
Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (e) , il  vient 
celle  ... 

y,  z,spz,  Pz) (*)  : 

tnais  on  a généralement 

e=«‘*+“*£- •••■»’ 

donc  combinant  les  deux  équations  ( k ) et  (/)  , en  y 
considérant  Pz  et  Pz  comme  deux  inconnues , on  aura 

**— *•■(*  y •*&*&) *Cm)  * 

et  Pz==F4(x  ,y,  .(«). 

• *'***■*"  • , • ’1  t 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i)  , faisant  at- 


des  xy,  alors  on  établira  pour  chacune  de  ces  lignes  planes  une 
nouvelle  relation  entre  les  coordonnées  horizontales  x et  y qui, 
évidemment,  ne  change  en  rien  l’expression  analytique  F \x,y) 
de  la  coordonnée  verticale  i. 

• °6" 
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tention  que  ^ étantégal  à»  ,lesecond  membre  sera 

CUC 

affecté  de  a , et  résolvant  l’équation  résultante  par 
rapport  on  aura 

* = r«  Cx>  .*>>  * &)  * V?  * <!* , : • , 

Différentiantl’éqqation  (ro)  par  rapporta^,  divisant 
V dz  d’â** 

par  dy  , et  faisant  attention  que  <P 

d'd*z  _{î"'zr+-frz)df 


- , on  aura 


( v 


+ tir  dx 

f*rz  = Fg[x>_y,a,f)’»,  P*.  (P'a  + Px*0*]  • • 

Par  un  raisonnement  semblable  on  trouvera  que 
P*z  = F7[x,  -y  ,*,«*•  , f **  , Cfx2  +f^z>] .. . .(7)  , 

et  différentiant  l’équation  (m)  par  rapport  àx,  ensuite 
divisant  par  dx  , ou  différentiant  celle  ( n ) par  rap- 
port à y et  divisant  par  dy  , on  aura 

f^z— Fs[r , y -,  z,  f*z  , fx»  , (f x*z  + flxz>] (r). 

Mais  l'équation  (i)  étant  successivement  différentiée 
par  rapport  à x et  y > en  divisant  a la  première  dif- 
férentiation par  dx  et  à la  seconde  par  tiy  , donne 

f-  = F9  [x  , y , 2 , PV,  flxz , Pxt]  1 M 
P»  = F10[x,^  a,,  Pz  , , friO  f ‘ 

Substituant  ces  valeurs  de  f*o  , P»  ainsi  que  celle 
de  « [équat.  (i)]  dans  lés  équations  (p),  (?)  «t  (0  , 
on  aura  celles 

P*z  = F„(x,_y,  r,  Pz,  P'z  , P'z) 
f“z  = F,»(x ,y,z,  f'z,  f "*■ , fxrz), 

U '-  • pr*  = Fi3(x , y , z , Pz , f1**  , Pyz)  H-î 

» 
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Considérant  dans  ces  trqis  équations  , fr^z  , f>yz  et  fxyz 
comme  trois  inconnues  -dont  on  veut  avoir  les  valeurs  , 
* on  trouvera  paç  les  méthodes  ordinaires  de  l'Algèbre  r 
les  trois  équations 

a=  Fi4(x , j y,  z,  Pz-,  Pz)  } A ; 

^ f3xz  .=?  F,5(x  ,y,z,Pz,  Pz)  > ....  (t). 
f1**  = F lS(x , y , z ,Pz , Pz)  j ; 

Substituant  ces  trois  valeurs  dans  l’équation  ( [b ) , ou 
si  l’on  veut  dans  l’équation  générale  (.523) , et  ensqito 
mettant  dans  l’équation  résultante  les.valeursde  Pz  et 
de  f'zQéquat.  (m)  et  (n)] , on  aura  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire  du  premier  ordre  entre  les  trois 
variables  z,x  et_y  qui  sera  immédiatement  intégrable  , 
ou  intégrable  par  la  multiplication  d’un  facteur,  si 
l’équation  (3sg),  ou  celle  (33o)£art.  35gJ  est  satisfaite, 
et  en  supposant  que  cela  soit , on  aura  par  l'intégra- 
tion, l’équation. 

s zïzzF'Çx.'  y) i.(b), 

dans  laquelle  F'(x,  fi  n’est  pasla  vraie  valeur  cherchée 
de  z que  doit  donner  l'équation  générale  (5a3)  , puis- 
que la  valeur  que  n®us  venons  de  trouver  à z £éq. 
(n)] , dépend  absolument  de  la  relation  arbitraire  « 
qu’on  a supposée,  entre  les  différentielles  des  deux 
variables  indépendantes  l’une  de  l’autre  x et  y,  et 
change  avec  cette  relation  dont  elle  dépend-  Mais  à 
cause , comme  nous  l’ayons  démontré  ci-dessus  , que 
la  fonction  v reste  toujours  la  même  indépendamment 
des  valeurs  analytiques  qu’on  peut  donner  arbitraire- 
Bient  à «a  , .et  par  conséquent  aussi  indépendamment 
de  F'(x  , _y)  qui  dépend  de  a,  il  s’ensuit  qu’on  pourra 
se  servir  de  cette  dernière  fonction  de  x et  y pour 
trouver  tt,  ce  qu’on  obtiendra  de  la  manière  suivant*. 


♦ 


<fo6  SUPPLÉMENT  " 

Par  le  moyen1  de  l’équation (u)  , on  aura,  par  uné- 
Suite  de  différentiations  partielles)  les  équations 

• {fxa  — F"(.r , _y),-£>s=*F»(x, y),  f**z=F'\ x,y) 
et  FITz=  Fv(x  , y)  } (v). 

Substituant  les  valeurs  de  f xz  et  f *z  dans  les  valeurs 
de  A , B,  P et  * [équat.  (n)  et  (i)3 , l’équation.  (A)  se 
changera  en  celle 

FT'(x,  y)  7r  +Fv"(x  = Fv,1’(x , y)dx...(x), 

mais  d!xz  — dr ïxz  -f-  d*iIz  ~ ïyxzdy  -f-  i2Xzdx  ; donc 
substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (x),  et  divisant 
par  dx  , on  aura 

FT1[(x , y) if  -f-  Fv"(x,_y)3(f,'*z»  ==  Fv"‘(x,y)  ; 

enfin  mettant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  a ainsi  que  celles  de  f yxz  et  f2*z  données  par  les 
deux  dernières  équations  en  (v),  on  aura  une  équa- 
tion entre  les  trois  quantités  7r,  x , y , d’où  l’on  tirera" 

»a=F,*(*,j0*.v...(y).  * 

Mais  intégrant  l’équation  ( d ) en  gênant  ir  constante , 
on  aura  Pz  = * ixz  -f-  <p(t),  et  substituant  la  valeur 
de  7r  donnée  par  l’équation  {y)  f il  viendra  l’équation 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

F,J,(xyO  f'z  — &z  =»= — ^[F-'Cx,  jO] ....  .(z), 
qui  étant  intégrée  par  la  méthode  enseignée  à l’article 
497 , donnera  l’intégrale  demandée  de  l’équation  gé- 
nérale (523). 
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CHAPITRE  VI. 

Quelques  notions  sur  les  intégrations  des  équa- 
tions différentielles  partielles  des  ordres 
supérieurs  au  \second  , et  sur  les  solutions 
particulières  des  équations  aux  différentielles 
partiqflés  de  tous  les  ordres. 

520.  I_i  s premier  soin  qu’on  doit  avoir  lorsqu’on 
veut  intégrer  des  équations  aux  différentielles  par- 
tielles des  ordres  supérieurs , est  de  chercher  à les 
rabaisser  au  plus  petit  ordre  possible  -,  ce  qui  quel- 
quefois n'offre  aucune  difficulté  ; telle  est  par  exemple 
l’équation  de  l’ordre  m-f-n 

F(x,y,  inxz,  . . .fC**)(»x)z)=0..(a)> 

qui  se  réduit  à une  équation  du  m,i* M ordre  , en  faisan* 
fnxz=  u (b)  , 

puisque  généralement  , et  que  d’après 

l’équation  (£)  , on  aura  fCn*)0,r)a  — ainsi  l’équa- 

tion (a)  se  réduira  à celle 

F(x,  y,  u,  f *u,  (c): 

Ayant  intégré  cette  dernière  équation , et  supposant 
que  son  intégrale  est  u = F'(x  , y) , l’équation  (è) 
donnera  fnxz  = F'(x  ,y),  ou  dxP-*~‘ïxz  = dxFXx,y)  , 
d’où  ftn— 1 0'js:  fxdxF'(x,  y)  4-  ç (y)  ou  d.cP-n~ ’)*z 
—dxfxdxF\x,  y)  -f-  ç(y)dx , et  par  conséquent 

fC»-»)»*  a=  fxdxfzdx F'(x , y)  -f-  <p(y)x  .¥  (y)- 


I 
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On  trouvera  pareil^ipent  , ' 

K*-*)*t—fxdxfxdjcf*dxF'(x,  y)  + x* 

4-  $>'(y)-*  •+?»"  OO-  j * 

Continuant  de  même  jusqu’à,  ce  qu’on  ait  au  premier 
membre  la  seule  variable  z,  et  de  plus  se  rappelant 
de  la  Formule  (4o3)[art.  4P.9H*  Pn  aura 

• - («O» 

ce  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée  (o). 

521.  Toutes  les  équations  aux  différeptielles  par- 
tielles d’un  ordre  quelconque  à trois  variaHes  , dans 
lesquelles  il  n’entre  que  les  différentielles  partielles  de 
la  variable  principale  pa#  rapport  à une  seule  des 
variables  secondaires,  pourront  s'intégrer  par  les  équa- 
tions aux  différentielles  ordinaires  du  même  ordre  que 
les  proposées.  Telle  est , par  exemple  , l'équation 
F(jr,  y , z ,ixz  , F *xz  , P*z.  . .F**a)  . . . .(a)  qui,  en  y 
considérant  y comme  constante,  prendra  la  Forme 
suivante  ~1"' 

(dz  d2z  (P  z dnz\ 

*•>  z?’  as?-”’ a?)*”' 

Mais  au  lieu  d’ajouter  à chaque  intégrale  dans  les 
intégrations  successives,  une  simple  constante  arbi- 
. traire  , on  ajoutera  une  Fonction  arbitraire  de  y , ce 
qui  donneradans  l’intégrale  finale,  une  série  de  termes 
semblables  à cell^cjui  se  trouve  dans  l’équation(r/)de  l’ar- 
ticle 5ao,  et  doiffles  ternies  sont  affectés  de  Fonction» 
arbitraires  dey. 

522.  Si  dans  une  équation  primitive 
z=F(x,^,  a,  é)...\. (a); 
les  deux  constantes  a et  b sont  combinées  avec  les 
deux  variables  ar  et^  par  voie  de  multiplication  ou 
de  divisai , indépendamment  de  ce  qu’elles  peuvent 
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encore  l’être  par  simple  yoie  d’addition  ou  de  sous- 
traction , je  dis  qu’on  pourra  toujours  par  le  moyen 
de  la  proposée  (a)  et  de  sa  différentielle  \ 

„ t/s  = Pdx  -f-  Qdy (&) , 

éliminer  les  deux  constantes  a et  b,  ^que  le  résultat 
de  l’élimination^serà  une  équation  aux  différentielles 
partielles  du  premier  ordre.  En  effet,  a et  b étant  com- 
binées ^ec  les  deux  variables  x et  y par  voie  de  mul- 
tiplication bu  de  division  , il  est  clair  que  ni  P ni  Q 
ne  seront  absolument  •’épourv^es  de  ces  constantes  a 
et  b } mais  on  a 

(c)....P  = fxz  et  QszP'z. ..  .(</); 

donc  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  a et 
b,  il  viendra 

e)  .*  tz=F , (rr,  y,  £*z,  îrz)  et  b — F(x,y>  f*z,  Pz) . * if) . 

nfin  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  proposée 
(a)  , on  aura  celle  aux  différentielles  partielles  du  pre- 
mier ordre 

z=F3(x,jufxz,  Pz) (g),  . 

qui , évidemment , a pour  intégrale  l’équation  (a) , puis- 
qu’étant  ce  que  devient  cette  dernièffe  équation  lors- 
qu’on a éliminé  a et  b entre  les  trois  équations  (à) 
(c)  et  (d),  elle  doit  reproduire  la  proposée  lorsqu’on 
y substitue  à la  place  de  £*z  et  f^z  leurs  valeurs 
respectives  P et  Q.  Par  exemple  .soit  l’équation 

Z=  — by*. . 

dont  la  différentiell^est  dz  —a.%ydx;+  (cfx  — aby)dy  ; 
donc Pz=  a*y  et  Q = a“x  — aîy  : substituant  ces  va- 
leurs dans  les  équations  (r)  et  (d J,  il  vient  celles 
* < >' 

e°y=  frz  et  a9x — a by  = f yz , d’où  on  tire  a’±=  — — 


et 


A = 


Mettant  ces  valeurs  de  a’  et  b dans 


4lO  SUPPLÉMENT 

_ xf*z — yfyz 
ay* 

la  proposée  (b),  on  a l’équation  aux  différentielles  par- 
tielles 

2 =# -xf! rz  4-  i yfyz (0  * < , 

qui  a pour  intégrale  l’équation  (A).  Si  l’on  intègre 
directement  l’équation  (/)  par  la  méthode  enseignée 

à l’article  497  > on  I celle  z = qui  reproduit 

la  proposée  lorsqu’on  fait  <p  Ça° — b 

5q3.  Observons  actuellement  que  si  en  supposant 
a et  à variables  dans  la  différentiation  de  l'équation 

z = F(ar,^,  a,  b ) (a), 

cet  te*  hypothèse  ne  change  en  rien  l’équation 

dz—Pdx-fc  Qdy ..(A),  ^ 

l’élimination  de  a etde  A qui  conduit  à l'équation  aux 
différentielles  partielles 

\z=F3(x,  y,  îK,  f>&)  ....(g)  , 
se  fera  de  meme  que  dans  l’article  précédent,  et  cetta 
équation  (ar)  ne  *ra  pas  altérée.  Or,  en  différentiant 
l’équation  (a)  par  rapport  à x , y , a et  b , on  a celle 
dz  — {Xzdx  f ytdy  -f-  f *zda  -+•  Pzdb  , 1 

ou  dz  — Pdx  Qdy  -f-  f“zda  -|-  Pzdb  , 
qui  devient  identiaa^avec  l’équation  (A)  , si  l’on  a 
f ’zda  -^Bzdb  = o . . P. . . (b)  ; 
et  à cause  qu'on  satisfait  à cette»  dernière  équation 
en  faisant  simultanément 

(i). . . .faz  = o et  *f*z=^  o.  : . . 1 .(/t)  , 
il  s’ensuit  que  les  valeurs  de  « et  A en  fonctions  de 
x et  y déduites  de  ces  deux  dernières  équations,  étant 
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substituées  dans  la  proposée  (a)  donneront  une  équa- 
tion essentiellement  differente  de  cette  dfernière  , et  qui 
cependant  satisfera  à l’équation  aux  différentielles  par- 
tielles (<r)  , puisque  cette  équation  étant  indépendante 
de  a et  de  b , et  l’équation  ( b ) n'étant  point  altérée 
d’après  celle  ( h ) ou  celles  (i)  et  (&),  les  quantités 
f xz  et  fyz  placées  dans  l’équation  (g)  resteront  les 
mêmes , et  toujours  respectivement  égales  à celles  P 
et  Ç qui  n’ont  pas  changé.  Ainsi  toutes  les  fois  que 
les  calculs  que  nous  venons  fl’indiquer  seront  possibles, 
et  ne  mèneront  à aucune  absurdité,  alors  on  en  con- 
clura que  l’équation  aux  différentielles  partielles  pro- 
posée a une  ou  plusieurs  solutions  particulières, suivant 
qu’on  a tiré  des  équations  (t)  et  (b)  , une  ou  plusieurs 
valeurs  admissibles  de  a et  de  b en  fonctions  de  x ety. 

Prenons  pour  exemple  l’équation  aux  différentielles 
partielles 

z — x fxz  -f -ylyz  -f-  ^[î-f-ff^s)1  -f-  (P'z)3] ....(/) 
dont  l’une  des  intégrales  déterminées  est  ^ 

z = ax-f-  by-\-A  ( 1 -f-a3  -f-  b3). . . .(m). 

De  cette  dernière  équation  on  tire  f'z  = x + *Aa  et 
f‘z  =y  -f-  2 Ab  ; donc  les  équations  (t)  et  ( k ) donneront 

a — —,  etb  =— Substituant  ces  valeurs  dans 

aA  uA 

(x34-v-) 

l’équation  (m) , on  a celle  z t=xA  — - — ,qui  est  la 

seule  solution  particulière  que  puisse  avoir  la  pro- 
posée (!)• 

L’équation  (t)  de  l’article  précédent  n’a  pas  de  so- 
lutions particulières  , car  de  son  intégrale  ( [h ) on  tirç 
f'z  = aaxy  et  fJz  = — y*, . et  ces  quantités  égalées 
& zéro , ne  peuvent  donner  les  valeurs  de  a et  de  b 
en  fonctions  de  x et  y. 
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SECTION  V. 

Application  du  Calcul  intégral  à la 

Géométrie. 

...  * 

CHAPITRE  I«. 

x .. 

Quels/ ues  Problèmes  et  Théorèmes  relatifs 
aux  développées  et  développantes  des  courbes 
planes. 

• T 

524.  JUeS  équations 

- dy  = Rds. . . ,(iu),  et  8Lr=  Rdc. . . . .Q  i3), 

démontrées  à l’article  i85,  et  que  je  rappelle  ici  avec 
les  mêmes  n°‘  qu’elles  ont  dans  cet  article  , donnent 
un  moyen  bien  simple  de  trouver  par  le  seul  secours 
de  la  valeur  du  rayon  osculateur  R d’une  courbe  en 
fonctions  des  lignes  trigonométriques  s ( le  sinus  ),  c 
( le  cosinus  ) , t ( la  tangente)  de  l'angle  formé  par  la 
normale  avec  ,1’axe  des  abscisses , l’équation  de  cette 
courbe  entre  ses  coordonnées  rectangulaires  x et_y; 
car  tout  se  réduira  f substituer  cette  valeur  de /î  dans 
les  deux  équations  précédentes  , ensuite  à les  intégrer, 
et  enfin  à éliminer  ehtre  les  deux  intégrales,  les  lignes 
trigonométriques  qui  les  affectent,  ce  qui  est  toujours 
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possible  , puisque  toutes  les  lignes  trigonométriques 
peuvent  être  réduites  aune  seule.  La  courbe  trouvée 
de  ‘cette  manière  sera  algébrique  si  les  intégrations 
pouvant  s’effectuer  exactement,  les  intégrales  ne  ren-  ' 
ferment  point  de  quantités  transcendantes.  Elle  sera 
mécanique  ou  transcendante  dans  les  cas  contraires. 
Exemple  I.  Etant  donné  le  rayon  osculateur 

»=?-• w 

dune  courbe  inconnue,  et  en  représentant  par  q une% 
quantité  constante  connue  , on  demande  l’équation  de 
cette  courbe. 

Substituant  la  valeur  donnée  de  R dans  les  équa- 
tions (lia)  et  (n3),  on  a celles 

^ =<7*  et  dx  Sÿ  ; 

intégrant  ces  deux  équations , il  vient 

(£).,.  .^=qf+const.  et  x=*~  -3-  +const..(c) 

i • % 2(T  K ' 

Pour  détermineras  constantes,  j’observerai  que  lors- 
qu’on fait  a — o , l’équation  donnée  (a)  se  réduit  à 
R = q , donc  la  courbe  cherchée  coupe  l’axe  desx; 
ainsi  prenant  l’origine  des  coordonnées  à ce  point  de 
section  , onaura_y=  c lorsque  t = o ; donc  const.  =o, 
ce  qui  donne  complètement  pour  l’équation  (6)  celle 

y=qt ...(<*). 

Quant  à l’équation  ( c ) , j’observe  que  x étant  = o 
lorsque  s — o,  et  par  conséquent  c=i  , on  a const. 

q . ..•**' 

= - ; donc  on  a complètement 


« 
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> • ■ y2  y* 

Mais  de  l’équation  (d),  on  tiré  Ia=ri->donc  x — — — r 

cj 

d’où  y*  — — aqx  , équation  qui  ne  peut  donner  *de 
valeurs  réelles  à y que  du  côté  des  x négatives,  ainsi 
oir  a y*  = a qx  , ce  qui  est  l’équation  demandée  de  la 
courbe  cherchée  qui,  conséquemftient,  est  la  parabole 
Vulgaire  ayant  pour  paramètre  aq. 

Exemple  II.  On  demande  l’équation  entre  les  co- 
ordonnées rectangulaires  de  la  courbe  dont  le  rayon 

mjsculateurest  = — 

es*  , 

Nous  avons  dy (=Rd's)  = — = — - , en  représentant 

par  £.l’angle  de  la  normale  ; doncj  = — cot  L -f-  const. 
Or,  en  faisant  L = 100%  la  Valeur  donnée  défi,  donne 
R — eo  , donc  1°  l’angle  L est  toujours  > ioo°,  ce 
qui  rend  cot  L négatif,  et  change  la  valeur  dey  en 
celley  — cot  L-f-  const.  a°.  Puisque  1 oo°  la  valeur 
'•de  fi  est  négative  , par  conséquent  la  courbe  cherchée 
tourne  sa  convexité  vers  l’axe.  3°.  L’axe  des  abscisses 
est  assymptote  de  la  courbe,  par  conséquent  y=  o 
lorsque  L—  ioo®,  ce  qui  dlors  feduit  l’équation 
y = cot  L -f-  const.  à celle  const.  =o;  on  a donc 
complètement 

yz=cotL.  : (a). 

Actuellement  mettant  la  valeur  de  fi  dan3  l’équation 

dx  = Rdc , on  a dx  — — ==  — — — — ; donc 

. . es  e t t 

x — — ltoux=l cot  L const.  Mais  l’angle  L étant 

>■  ioo°  , on  a x—l  ( — cot  L)  const.  Or^  si 

nous  prenons  l’origine  des  coordonnées  au  point  de 

l’axe  où  L=  i5o°,  nous  aurons  o — é(  — tangôc®) 

-f  const. , d’où  consL=— - /(—  1 ) ; donc x=/(— cot  L) 

—rl(  — i ) , et  par  conséquent  nous  aurons  complète- 
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ment  x —l  cot  L , mais  y =cot  L |[équat.  (a)]  , donc 
x = ly  -,  ainsi  la  courbe  demandée  est  la  logarithmique 
naturelle.  ■'  " * L 

5a5.  Représentant  par  % et  y les  coordonnée*  rec-  F*S 
tangulaires  4q  et  qb  du  centre  b de  l’osculation  en  un 
point  B de  la  développante  AmBm'h'm'B" . . . dont 
les  coordonnées  AQP  BQ  sont  respectivement  repré- 
sentées par  x et  y , je  dis  qu’on  aura  toujours  les 
deux  équations  ■ 

(546) ....  dy  — sdR  et  d%= — cdR ....  (547). 

En  effet , dans  le  triangle  rectangle  aqb  , on  a- 
. . bq-=.  abs\abaq=  ab  s'mBaX, 

et  cUf=xab  cos  baq-=.  — ab  cos  BaX. 

îtfais  bq—  — y , ab  — Bb  — Ba  = R — N , (en 

représentant  par  N la  normale  ) = R — 


y * 

sin  BaX 


•t  donc 


y— — R sin  BaX  ou  y —y — Rs.*..(a). 

De  même  aq—Aq — AQ— Qa=^  — x — IVcosBaQ 
= £ t—  x -f-  N cos  BaX  ; donc  — a? -f- IV  cos  BaX 
= — R cos  6aX  -f-  AT  cos  BaX  , d’où 
%=zx—Rc......(P). 

Différentiant  les  équations  (û)  et  (ù)  par  rapport  à 
toutes  les  lettres  , on  aura  celles 


dy=dy — Rds  — sdR. . . . (c)  , 
et  d£  = <Èr — Rdc — cdR  qui,  d’après  les  équations 
(1 12)  et  (1 13),  se  réduisent  aux  deux  équations  (546)  ! 
et  (547)  que  nous  voulions  démontrer. 

52$.  PROBLÈME.  Etant  donné  l'équation  d'une 
courbe  , trouver  celle  de  sa  développée. 

Solution.  Parle  moyen  de  l’équation  de  la  courbe 


4l6  APPLICATION 

donnée,  on  cherchera  la  valeur  du  rayon  oscillateur  en 
fonctions  de  ligues  trigonoraétriqnes  de  l’angle  de  la 
normale  avec  l'axe  des  abscisses  (art.  1 86),  et  difïe- 
rentiant  cette  quantité  , on  en  substituera  la  diffé- 
rentielle dans  les  équations  (646)  et  (547)  i ensuite  iur 
tégrant,  on  aura  , si  la  courbe  donnée  est  algébrique, 
deux  équations  firtfes  et  algébriques  qui,  combinée» 
ensemble  pour  faire  disparaître  les  lignes  trigonomé- 
triqués , donneront  l’équation  de  la  développée  entre 
ses  coordonnées  rectangulaires. 

Exemple.  Trouver  l'équation  de  la  développée  de 
la  parabole  vulgaire  dont  le  paramètre  est  P. 

» On  sait  que  la  sous-normale  de  la  parabole  est  { P, 
P N3 

donc  Ar= , mais  R =TpZ  Céquat.  (111)],  donc 

P 

S IC3 

ZPtdL  ZPldt 


*=="'.^(*)5d’0Ù 
3 Pdc 


*dR  — 
* 


3C+ 


2C 


ne 


Substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (546)  et 

, ZPt'dx  3 Ptdl  , 

(547),  on  a dy= — et  d'  = — - — ;dou 


Pt 3 y SP? 

*?=—  et  ’ ? = 


4 


,..(«) 


éliminant  t entre  ces  deux  équations , on  a celle 

P~2Zj P>“,  ce  qui  est  l’équation  de  la  courbe  de- 
s 16  / 


(*)  Quoique  les  valeurs  de  Ji  et  de  N te  présentent  tous  la 
forme  négative  , elles  sqiit  positives  , puisque  dans  la  parabole., 
f angle  L de  la  normale  est  toujours  > ioo° , en  prenant  la  courbe 
comme  dans  la  figure  1 se  prolongeant  du  cdtc  des  x positives. 

' . mandé*. 
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mandée.  Donc  la  parabole  vulgaire  a pour  développée 
une  parabole  cubique  dont  le  paramètre  et  les  de 
celui  de  la  développante.  En  comparant  l’équation  (a) 
Pi2 

avec  aellextsr  — (voyez  le  renvoi  de  l’article  t86, 

tome  I,  page  243),  on  a£=3x  , cequi  est  déjà  connu,  et 
procure  un  moyen  extrêmement  simple  pour  trouver  le 
Centre  du  cercle  osculateur  d’un  point  quelconque  de 
la  première  parabole. 

On  a le  rayon  osculateur  éB  = arc  iD-f-  ÀD, 
donc  en  supposant  que  la  courbe  ABB'B" ...» 
est  une  parabole,  on  aura  R — axe  6D  P\  d’où 

— P _ i 


arc  bD  — R — ~ P ~ 


2c3 


mais  l’équation  (a)  donne  f3  = gp  , donc  arc  iD  =a 

(3P+4£)  . ' . , * 

— ■ : ainsi  on  voit  que  la  développée  de  la 

71/3  P * * 

parabole  est  une  courbe  algébrique  et  rectifiable. 


527.  De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment , il 
suit  t°.  qu’on  peut  successivement  déterminer  les  dé- 
veloppées de  tous  les  ordres  d’une  courbe  algébrique, 
en  tant  qu’on  n’est  pas  arrêté  par  la  difficulté  attachée 
à la  résolution  des  équations  d’un  degré  trop  élevé, 
inconvénient  qui  doit,  être  entièrement  rapporté  à l’in- 
suffisance de  la  simple  algèbre  sur  cet  objet;  2°.  qua 
les  développées  de  tous  les  ordres  d’une  courbe  al- 
gébrique , sont  elles-mêmes  des  courbes  algébriques  ; 
mais  que  l’inverse  de  cette  proposition  peut  n’avoir 
pas  lieu  ; c’est-à-dire  que  la  développée  d’une  courba 
algébrique  peut  être  une  courbe  transcendante;  3®.  qu’é- 
tant donnée  l’équation  d’une  courbe  algébrique  , ou 
peut  connaître  si  la  développante  de  œtte  courbe  est 
géométrique  ou  mécanique,  et  que  même  dans  le  pre- 
».  27 
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mier  de  ces  cas  , on  peut  déterminer  l’équation  de  la 
développante.  En  effet,  représentant  par /{' les  rayons 
oscillateurs  de  la  développante  inconnue  d’une  courbe 
connue  dont  les  coordonnées  sont  y et  Ç , soit  qu’on 
considère  cette  dernière  courbe  comme  tournant  sa 
concavité  vers  l’axe  des  abscisses , soit  qu’on  la  con- 
sidère comme  convexe  vers  le  même  axe  ; de  plus, 
représentant  toujours  par  j etc  les  sinus  et  cosinus 
de  l’angle  correspondant  de  la  normale  avec  l’axe  des 
abscisses  de  la  développée , on  aura  toujours  les  for- 
mules 

dR'  == — ^ (548)  et  dR'rz.^- (549), 

qui , évidemment , dérivent  de  celles  (546)  et  (547)  , 
en  faisant  attention  que  le  rayon  osculateur  de  la  dé- 
veloppée est  perpendiculaire  à celui  de  la  développante. 
Intégrant  celle  de  ces  deux  équations  qui  offre  le 
moins  de  difficulté  dans  cette  opération  , on  obtiendra 
la  valeur  du  rayon  osculateur  de  la  développante  en 
fonction  de  lignes  trigonométiiques , d’où  par  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  5a4  , on  pourra  conclure 
l’équation  de  cette  dernière  courbe  , en  tant  du  moins 
que  l’intégrale  de  l’équation  (048)  ou  de  celle  (5 4q)  est 
exacte  et  algébrique  : mais  si  le  cas  contraire  a lieu  , 
on  en  conclura  que  la  courbe  proposée  n’est  pas  rec- 
tifiable , et  que  par  conséquent  sa  développante  est 
transcendante. 


Exemple.  Trouver  la  développante  de  la  second * 
parabole  cubique  ayant  pour  paramètre  r unité , et  dont 
consequemment  l’équation  est 

>a=f 00- 

On  a (S./i)|^=;!^-^Jc formule (g4)  art  n6]  = *£*  ; 
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donc  >C=(S.n)g  et  >*=f  égalant  cette 

valeur  de  >savec  celle  donné?  par  l’équation  (a)  , on 
a | = | cqt’Z/ , en  représentant  par  JJ  l’angle  de  la 
normale  de  la  développée  , d’où  . = JL  cot3  L'  ■ donc 

d/îf==Tl[équat  (549)3=1  —1Jd cot L-=- l±s- 

8 * 

et  intégrant  il  vient  R' z= const.  Prenant /?'=-*• 

a 7 

lorsque  ce  rayon  oscillateur  est  perpendiculaire  à l’axe 
des  x , c est-à-dire  queZ/  = ioo®,  on  aura  complète- 
ment l’équation  R'  ~ , dans  laquelle  s repré- 

sente le  sinus  de  l’angle  formé  par  la  normale  de  la 
développée  avec  l’axe  des  x -,  ainsi  si  nous  considérons 
1 ang^e  L forme  par  la  normale  de  là  développante  avec 

l’axedesx.nous aurons 7î'= — -3-,  ^onc  dy[=/{'dy] 

~ ~ * etdjC  C = Kdc1  ——  l~T  > et  intégrant , 

on  a complètement _y  = — if  et  x-=~t*  : car  lors- 
que Z,=c  on  ay=o  et  x~o.  Eliminant  f entre  ces 
deux  dernières  équations  , on  a celle*3  =££  x , qui 
est  1 équation  demandée.  Ainsi  la  développante  de  la 
seconde  parabole  cubique,  est  une  parabole  vul-aira 
dont  le  paramètre  est  les  ^ de  celui  de  la  développée , 
ce  que  nous  savions  déjà  par  l’inverse  ( art.  5a6). 

Exemple  II.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver 

la  développante  de  la  parabole  vulgaire  ayant  pour 
paramètre  l’unité.  J . 

De  l’équation  >=  f on  déduit*  = î~ZLet§=-|cotZ,' 
[renvoi  de  l’art.  18G] , donc dR'  = dJL  C ^ (5<fe)  -, . 


fl7* 
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et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (a5a)  [article 

390  3,  on  aura  R'  = { -f-  / cot  | ZL'^J : nins* 

R'  étant  une  quantité  transcendante , on  en  conclura 
que  la  développante  de  la  parabole  appollonienne  est 
une  courbe  transcendante  •,  ce  qu’au  reste  on  aurait 
pu  conclure  & priori,  en  faisant  attention  que  la  pa- 
rabole en  question  n’est  pas  rectifiable  , ainsi  qu’on 
l’enseigne  dans  les  Elémens  de  Géométrie  analytique  , 
et  que  nous  le  démontrerons  par  le  calcul  intégral  dans 
le  chapitre  suivant. 

Les  équations  (112,(1 13), (546)  et  (547)  sontutiles 
dans  la  physique  céleste,  j’ai  employé  les  deux  pre- 
mières dans  monTraité  de  Navigation  à la  note  pre- 
mière sur  la  figure  de  la  terre  ; mais  l’angle  L de  la 
normale  qui  indiquait  la  latitude  , était  toujours  pris 
du  côté  de  l’axe  dont  s’approchait  le  plus  la  nor- 
male. ‘ * 

5a8.  Retranchant  respectivement  les  équations  (546) 
et  (547)  de  celles  (1 12)  et  (11 3)  , on  a 

dy — dj  =Rds-t-sdR  et  dx  — d%  =Rdc  + cdR, 
et  intégrant  , il  vient  celles 

(55o)  y =y — Rs-f-const.  et  %—x — Rr-f-const..(55i), 

qui , au  reste , ne  sont  autre  chose  que  les  équations 
(n)  et  (ô)  de  l'article  5a5  , et  qui  par  leurs  formes 
primitives  , sont  presque  toujours  plus  utiles  que  celles 
(546)  et  (547)  pour  les  mêmes  recherches  que  celles 
qui  nous  ont  occupé  dans  les  articles  5a6  et  527  , 
puisqu’elles  épargnent  des  intégrations  qui  quelquefois 
peuvent  présenter  beaucoup  de  difficultés.  Nous  ns 
nous  arrêterons  pas  à faire  des  applications  de  ces 
formules  remarquables  par  leur  simplicité  , et  l’usags 
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dont  elles  peuvent  être,  même  pour  découvrir  les 
propriétés  de  certaines  courbes , parce  qu’ayant  été 
données  par  l'analyse  ordinaire  , et  n’exigeant  dans 
leurs  applications  que  de  l’algèbre,  elles  ne  font  plus 
partie  des  objets  que  nous  traitons  dans  cet  Ouvrage. 
INlais  nous  engageons  les  jeunes  analystes  de  s’en  oc- 
cuper pour  s’exercer  à résoudre  des  problèmes  re- 
latifs aux  développées  et  développantes. 


CHAPITRE  IL 


De  la  rectification  des  courbes  planes  et  a 
double  courbure  , et  de  la  quadrature  des 
courbes  planes. 

' • • 

529.  On  sait  que  la  rectification  des  courbes  con- 
siste à trouver  la  longueur  absolue  d’un  arc  de  cette 
courbe  compris  entre  deux  ordonnées , ou  depuis 
l’origine  delà  courbe  jusqu'à  une  ordonnée  quelconque. 

Soit  donc  considéré  la  courbe  Am  Bm'B'm"B".  . . . 
et  cherchons  l’expression  générale  de  la  longueur  ab- 
solue de  l’arc  AmBm'B',  en  prenant  le  point  A pour 
origine  de  la  courbe. 

Soit  mené  les  ordonnées  QB  , cB' , eB"  à des  dis- 
tances AQ,  Qc,  ce  égales  entre  elles  ; “menons  le» 
cordes  AB,  BB',B'B"  et  la  droite  GB'E  parallèle  à l’axe 
AX  des  abscisses.  Cela  posé,  représentons  par  y et  x 
les  coordonnées  B'c , Ac  qui  limitent  l’arc  AmB/n'B'’ 
qu’on  veut  mesurer  ; par  A la  longueur  de  cet  arc,  et 
par  a'  la  longueur  de  la  portion  ABB'  du  polygona- 


Fig. 
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Fig.  i.  inscrit  ; ce  qui  donnera  R"E  r=Ay,  B'E  = ce=Ar  ; 
B B = Aa  on  aura  donc  dans  le  triangle  rectiligne 
rectangle  B'EB"  ; l’équation 

ùx'  = \/ùy»+ùj*,  ou  ~ = \/^+  1 • • - • («)■ 

Or,  tinous  concevons  maintenant  qu’entre  le  pointÀ  et 
l’ordonnée  cB'de  position  invariable,  les  distances  égales 
entre  les  ordonnées  diminuent  de  longueur,  et  que  celle 
ce  diminue  de  même  et  en  meme  quantité,  il  résultera 
1°.  que  le  nombre  des  cotes  delà  portion  de  polynôme  ins- 
crite à 1 arc  AmBm'B'  augmentera;  que  par  conséquent 
le  périmètre  a'  de  cette  portion  de  polynôme  augmen- 
tant de  longueur,  se  rapprochera  sans  cesse  de  celui 
A de  1 arc  AmBm'B'  ; 2°  que  cette  variation  s’opérera 
en  même  intensité  que  la  diminution  de  ce,  et  par 
conséquent  que  le  rapprochement  de  l’ordonnée movible 
B e de  celle  fixe  B’c  ; de  manière  qu’à  l’instant  où  la 
premièA  de  ces  deux  ordonnées  se  confondra  avec 
la  seconde  , on  aura  rigoureusement 

, , a' = a.... *.($). 

Mais  l’ordonnée  B'e  s’identifiant  avec  celle  B'c,  on  a 
&y~  o,  Ax=o  et  A a' ou  A a £équat.  = o ; 
donc  d’après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (art.  4) 

l’équation  (a)  deviendra  = Vdkc®-^-1  ’ d’où 

A=/<fc:y/|jS_  _j_  i J -|-const (55a). 

Telle  est  la  formule  générale  des  rectifications  des 
courbes  , et  comme  l’équation  de  la  courbe  donne 

dy* 

y = F(j);  d’où  -~  — X,  en  représentât  par  X une 
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fonction  de  x,  il  s'ensuit  que  la  rectification  des  Fig.  i. 
courbes  planes  rapportées  à leurs  coordonnées,  dé- 
pend seulement  de  l’intégration  des  fonctions  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  à une  seule  variable. 

Pour  déterminer  la  constante  del  équation  (55'j)  , on 
observera  que  si  l’arc  qu  on  veut  rectifier  est  pris  àloii- 
gine  A de  la  courbe  , on  apour  x = o , >=O  i mais  si 
l'arc  qu’on  veut  rectifier  ne  commence  qu’au  point 
B dont  l’abscisse  AQ  est  je  suppose  a , alors  pour  ar -a 
on  fera  A = o , et  on  déterminera  la  constante  d’après 
cette  condition  ; ou  bien  on  pourra  calculer  la  lon- 
gueur absolue  de  1 arc  d apres  la  condition  que  pour 
x—o  on  a A = o , ensuite  mettre  dans  la  formule 
résultante  a pour  x,  ce  qui  donnera  la  longueur  ab- 
solue dfe  l’arc  AB , et  retranchant  ce  résultat  du  pre- 
mier trouvé  , on  aura  celle  d’un  arc  quelconque  de 
la  courbe  à partir  du  point  B.  Enfin  si  l’arc  qu'on  veut 
rectifier,  est  comprft  entre  deux  limites  et  Bc, 
dont  les  abscisses  respectives  sont  x et  x ; alors  la 
rectification  de  la  courbe  dépend  de  1 intégration  des 
fonctions  variables  prises  entre  des  limites , que  nous 
avons  traité  au  chapitre  VI  de  la  première  section  du 
Calcul  intégral. 

Il  est  évident  que  la  courbe  proposée  n est  recti-^ 
fiable  que  si  l’intégration  indiquée  dans  l’équation  (552) 
peut  s’effectuer  exactement  , ou  si  dans  l’intégrale  il 
n’entre  pas  des  quantités  transcendantes.  Dans  le  cas 
contraire  , on  ne  peut  avoir  le  rapport  de  la  longueur 
absolue  de  l’arc  à une  longueur  de  mesure  rectiligne , 
tel  qu’un  mètre,  que  par  approximation.  Nous  allons 
faire  quelques  applications  aux  courbesles  plus  connues  , 
et  nous  commencerons  par  celles  du  second  degié  ^ « 
dont  nous  savons  que  1 équation  générale  est 


y»  = Px  + Qx1 (c)  (art.  io4)  » 


ty  I.  \ 


■S 
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dans  laquelle  P représente  le  paramètre  et 

la  parabole'» 
l’hyperbole  f 


( — ° 

f 

J positif 

pour  < 

1 négatif  j 

l = -ij 

( 

■00.' 


I 

le  cercle  J 

De  plus , représentant  respectivement  par  a A et  par 
a B l’axe  transverse  et  le  second  axe  de  ces  courbe*  , 
on  a 

{'=5  « o=*a «■ 

En  opérant  immédiatement  sur  l’équation  générale  (c) 
pour  former  celle  des  rectifications  (55a) , on  aurait 
l’équation 

j • av'CPx+Qx*]  » 

dont  l’intégration  rentre  dans  les  cas  traités  au  cha- 
pitre III  de  la  première  section  , particulièrement  à 
l’article  a5i  , et  offre  beaucoup  trop  de  difficultés  lors- 
qu’on la  considère  dans  toute  sa  généralité  ; ainsi  nou» 
nous  contenterons  d’examiner  successivement  les  ca* 
•indiqués  dans  le  groupe  (d). 

Le  cas  de  Ç = o qui  est  le  caractère  delà  parabole, 
réduit  l'équation  (/)  à celle 


! +const...(/)  ; 


^ 


■(g). 


dans  laquelle  a représente  la  quantité  j P.  Soit  fait 
pour  effectuer  l’intégration  . ^ 


o- f * 


(A), 
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oozdz 


d’où  x =- -v~—  et  tiras 

*+i  C®  + 0 


4a  5 

-, , ce  qui  transforme 


le  second  membre  de  l’équation  (g)  en  la  formule 

*fa  * • 


, • 2a'/-  'Mît? 

-y,  = 

+/(?- Jry  - et  celle  0 *7>  donne/p$7y  = * 


aa  + 1 


arc  (tang  =2)  -f- 


; donc  la  formule  (x)  de» 


a (*'■  + >) 

vient  a \/ — x arc  ( tang  = 2)  -f»  --  Y_i_  " » et  8ubsti- 

tuant  dans  cette  dernière  formule  la  valeur  de 
/ u "f*  ^ 

* = y — — — {/ — 1 [équat.  (A)] , on  aura 
A=a)/ — 1 arc^tang  as  x p/ — ji^J 

+ ^ j X + const. 

Or,  la  formule(  187)  donne  l/—i  arc  [,„s=/2±-V- .] 

— [a^/ax-h  x* — sx — a]  ; donc  remettant  à la 

place  de  a sa  valeur  JP  , et  faisant  attention  quepre-  ‘ ' 
nant  l’origine  de  l!arc  à celui  de  la  courbe,  on  a pour 
*=s  o,  d’où  a=o,  const.  =—JP/[;— JP],  il 
viendra  complètemeft  * 

d ou  1 on  voit  que  la  parabole  vulgaire  ne  peut  se  rec- 
tifier qu’avec  approximation.  Mais  il  y a un  nombre 
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VSF-  ».  r ♦ . > 7 ' ' 7 " r , , 

iîlfini  de  paraboles  des  ordres  et  genres  supérieurs  qui 
sont  rectifiables.  En  effet , de  l’équation  générale  à 
toutes  ces  courbes  qui  est_y  =Pxa  , en  représentant 
pai^z  un  nombre^réel , positif  et  fractionnaire  , on 
tire  A=/t/xV/i  P‘dÀx'<1~1'> . Or,  cette  formule  dif- 

férentielle est  exactement  et  algébriquement  intégrable 
si  l’on  a s(a — 1)  = i , ou  a qp  | (art.  ai3) ; ainsi  b 
représentant  un  nombre  entier  et'  positif,  toutes  les 
paraboles  de  l‘équati’n_y!t  = Px 31  sont  rectifiables. 

Mettant  dans  la  formule  (f)  les  valeurs  de  P et  de 
Q en  fonctions  des  axes  ^équat.  (e)J , et  représentant 
par  2£*T  excentricité,  latjuell  * est  égale  à A*+B*  dans 
l’hyperbole,  et k\/  A* — B 1 dans  l’ellipse;  enfin  pre- 
nant pour  plus  de  simplicité  l’origine  des  coordonnées 
au  centre , on  aura  pour  l’hyperbole 

-iAv/Ü 

et  pourri’ ellipse 

A =3  fdx\f[~^f]  'fCOnSt-;,,(m)‘ 

Faisant  dans  cette  dernière  équation  E=o,  ce  qui 
est  le  caractère  du  cercle  , on  a pour  cette  courbe 


E*x*  — A* 
xi—Ai 


const. .;(/), 


l=Af a “c(sin= 5Xform- 

L’intégrale  indiquée  qui  entre  dans  cette  équation  , 
ainsi  que  celles  des  équations  ff)  et  (jri)  ne  pouvant 
s’effectuer  qu’avec  approximation  , et  nous  rappelant 
de  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  relativement  à la 
parabole  , nous  en  conclurons  qu  on  ne  peut  rectifier 
exactement  les  courbes  du  second  degré. 

Nous  avons  démontré  à l’article  1 1 2 , que  prenant 


I- 
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1 origine  des  coordonnées  rectangulaire  de  la  cycloïde 
a celle  de  la  courbe  , et  représentant  par  ® l’arc  dé- 
veloppé du  ceicle  générateur,  relativeiuent  au  point 
de  la  cycloïde  ayant  pour  coordonnées  æ ety,  on 
avait  les  deux  équations  ^ 

x=za — sin®  et  y =r — cos*, 

A ^ 9 ** 

dans  lesquelles  r représente  le  rayon  di?  cercle  généra- 
teur ; donc 



A £ =/  [/ dy*  -f-  =fdo>\/ sin*  a -f-  (r — cos  *)* 

■=.if  d > sin  5®  , 

et  par  conséquent  a = — 4 cos  ï a -f*  const.  ; mais  lors-  ' 
que  * p=  o on  a A=o,  donc  const.  =4r>  ce  qui 
donne  complètement 

8 sin*  t»  „ . 

A = — 7-1- C»)ï 

ainsi  lorsque  a — 4oo°  , c’est-à-dire  pour  la  cycloïde 
entière,  on  a sa  circonférence  totale  =8r=4  dia- 
niètres  du  cercle  générateur. 

53o.  Cherchons  maintenant  la  formule  de  rectifi- 
cations des  courbes  telle  que  celles  AmtWBW'B" . . . F'g-  »• 
considérées  par  rapport  au  pôle  P. 

Soit  AmBm'B'  l’arc  dont  on  veut  avoir  le  rapport 
de  la  longueur  absolue  avec  l’unité  de  mesure  rec- 
tiligne. Menons  les  deux  ravons  vecteurs  PA , PB'  le 
premier  passant  par  l’origine  A de  l’arc  qu’on  peut 
regarder  comme  l’origine  de  la  courbe  ; le  second 
que  nous  représenterons  par  v,  passant  par  le  point 
quelconque  B'  de  la  courbe,  et  formant  avèc  le  pre- 
mier PA  un  angle  d’anomalie  que  nous  représenterons 
par  a.  : de  plus  , tirons  entre  ces  deux  rayons  vecteurs 
un  nombre  quelconque  n d’autres  rayops  vecteurs  tels 
que  celui  PB,  de  manière  que  les  angles  interceptés 
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soient  tous  égaux  entre  eux,  et  par  conséquent  égaux  k 

9ig.  ». . 

— — ; ensuite  menons  en  dehors  du  rayon  PB'  qui 
n-\-  1 ■ 

limite  l’arc  qu’on  veut  mesurer,  celui  PB"  qui  forme 

avec  PB'  un  angle  B'PB"  = — 2 — . Enfin  tirons  les 
. » + i 

cordes  AB  , BB',  B'B"  ; nous  formerons  par  ce 
moyen  une  portion  de  polynôme  ABB'  que  nous 
représenterons  par  a',  qui  sera  inscrite  à la  portion 
d’arc  de  courbe  AmBm'B' , que  nous  représente- 
rons par  A.  Cela  posé  , Prenant  Pa|=PB'  , et  me- 
nant B 'a  , nous  aurons  B"o  = A v , B'B"  =Aa', 
B'Pa  •=  A <t,  B'a  = 2 v sin  5 A «t  et  B'aB"  = 1 00®  -}-ÿ  A et; 
donc  le  triangle  rectiligne  B'aB"  donnera^ 

Aa'=:^/4,/1  s>nilïA*+  û + 4^  si«*,iAaAv, 

ou  développant  sin  y A «,  et  divisant  par  A*,  il  viendra. 


Aa 
A a. 


r-vt' 


v°A  et* 
a. 2. 3 


-etc. 


Ava  . . vAvAst*  , 

-t-V-iv-j =r~h  etc 


Aa- 


2. a. 3 


ï..«o. 


Mais  si  an  augmente  le  nombre  n des  rayons  vecteurs 
entre  ceux  PA  et  PB',  alors  le  périmètre  de  la  portion 
ABB'  de  polygone  inscrit  augmente  et  se  rapproche  en 
longueur  de  celle  de  l’arc  A mm'B',  et  comme  cet  ac- 
croissement se  fait  à mesure  que  — r — ouA<* diminue, 

’ » + * 

et  que  par  conséquent  le  rayon  vecteur  PB"  se  rap- 
proche de  celui  PB' , il  s'ensuit  que  lorsqu’il  se  con- 
fondra avec  ce  dernier  rayon  vecteur  , et  que  consé- 
quemment A*  et  Av  s’évanouiront , on  aura  rigoureu- 
sement a'=  a , doncAA'  qui  alors  devient  Aa  sera  = o, 
et  d’après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (an.  4)  » 

l’équation  (a)  se  réduira  à celle  » 
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4*9’ 

d’où  l’on  tire 

v“3*“  -J-  dv * (553). 

Telle  est  la  formule  différentielle  de  la  rectiBcation 
des  arcs  de  courbe  rapportées  à leurs  coordonnée» 
polaires. 

Pour  faire  quelques  applications  de  ces  formules, 
considérons  d’abord  les  spirales  de  tous  les  genres  dont 
l'éqùation  est 

v=  p** (&), 

b pouvant  représenter  un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire , et  dans  ce  dernier  cas  ayant  son  numérateur 
positif  ou  négatif.  De  cette  équation  on  tire 

dv1—  b*pla.'Q~'')dtt*  et  p%câh  -,  donc 

dx—paï-'d*\/*’'+b\ ...... (c), 

ce  qui  est  la  formule  différentielle  de  la  rectification 
des  spirales  paraboliques  et  hyperboliques  de  tous 
les  genres;  et  à cause  que  l’intégrale  de  l'équation 
(O  , soit  qu'elle  s’obtienne  immédiatement , ce  qui  a 
toujours  lieu  lorsque  b est  un  nombre  entier,  positif 
et  pair  [art.  3i5)  , soit  qu’elle  ne  puisse  s’obtenir  que 
par  les  séries  , ou  par  des  fonctions  transcendante*  de 
« , renferme  toujours  une  fonction  de  l’arc  de  cercle  a 
qui  n’est  pas  rectifiable , nous  en  conclurons  que  gé- 
néralement les  spirales  ne  peuvent  se  rectifier  que  par 
approximation. 

Dans  la  spirale  logarithmiqua  dont  l’équation  est 
log.  v—a.  (art.  1 4a),  en  représentant  par  log.  le  lo- 
garithme dans  nn  système  quelconque  ayant  pour 
module  m,  on  a va  = eam‘l,  dv*=m*eam*da1.  Subs* 
tituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 553  ) , on  * 

% 


✓ J ' 


^3o  ’ APPLICATION 

<f  A = em*dt  \/ 1 + ni*  d’où 

A - — /i  + tti"  + conrt (‘O  : 


771 


et  si  l’on  prend  l’origine  de  la  courbe  à l’extrémité 
du  rayon  du  cercle  directeur  , qui  est  le  premier 
rayon  vecteur,  onauraAt^o  lorsque  ce  ==  o , ce  qui 


donne  const, 


_ !/■  + 


• ; on  a donc  complètement 


A = 


^1+771’ 


(em*  — O = 


\/  1 + 771“ 


iv — 0 -—(O- 


Dans  la  spirale  logarithmique  naturelle  dont  l'équa- 
tion est  lv=  et , l’équation  de  rectification  (e)  se  réduit 
à celle  t : 

a=(v—  t )l/a .(/)  , 

d’où  l’on  voit  qu’un  arc  quelconque  de  la  spirale  lo- 
garithmique naturelle,  est  égal  à la  diagonale  du 
quarré  formé  sur  la  partie  du  rayon  vecteur  corres- 
pondant , comprise  depuis  l'intersection  de  ce  rayon 
avec  le  cercle  directeur,  puisque  dans  une  telle  spi- 
rale le  rayon  du  cercle  directeur  est  évidemment  r=  i . 
Donc,  quoique  la  spirale  logarithmique  tourne  à l’in- 
fini autour  de  son  pôle  où  v—o  , cependant  toute  la 
longueur  de  la  partie  négative  de  la  courbe , c’est- 
à-dire  de  celle  comprise  dans  le  cercle  directeur  n’est 
égale  qu’à  celle  du  quarré  inscrit  à ce  cercle  ; en 
effet,  v = o réduit  l'équation  (f ) à celle  a==—  \/a. 

Si  l’on  fait  v = s , ce  qu  i donne  et  = /a  = 44°  > 1 27> 
alors  l'équation  (_/")  devient  a — \/a;  donc  la  longueur  / 
absolue  de  l’arc  positif  de  la  spirale  logarithmique 
naturelle  qui  correspond  à une  anomalie  de  44°  > ,27 
est  sensiblement  égale  à celle  de  toute  la  partie  né- 
gative de  cette  courbe. 
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53t.  Une  courbe  à double  courbure  étant  donnée  par 
«es  équations  de  projections 


00 .y  = F(x)  et  z =F'(x) ....  .(b) 

sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  , imaginons  qu’à  partir 
d’un  point  quelconque  de  cette  courbe,  qu’on  peut 
considérer  comme  son  origine  et  celle  des  coordonnées 
en  y plaçant  le  sommet  de  l’angle  trièdre  des  trois  plans 
■coordonnés,  on  prenne  des  longueurs  égales  Ax,  et 
qu’on  joigne  par  des  cordes  tous  les  points  de  la  courba 
correspondans  aux  coordonnées  Ax,  F(Ax)  , F'(Ax) 
ensuite  aAx , F(aAx) , F'(üAx)  et  ainsi  de  s’uite  jU8l 

qu’au  point  qui  a pour  coordonnées  x-f-Ar,  F(x  -}-Ax) 
et  F'(x  +Ax>,  en  représentant  par  x,  F(x)  , F'(x) 
ou  x,y,  z les  coordonnées  du  point  extrême  de  l’arc 
qu’on  veut  rectifier  -,  on  aura  donc  par  cette  cons- 
truction une  portion  de  polygone  inscrit  à l’arc  à 
double  courbure  terminé  en  x , y , z dont  trois  côtés 
contigus  ne  seront  plus  dans  le  même  plan,  et  dont 
la  différence  Ax'  ( en  représentant  par  x'  la  longueur 
absolue  de  la  portion  de  polygone  inscrit  terminé  en 
x>  y>  z)  sera  la  corde  sous-tendant  l’arc  compris  entre 
x , y , z et  x+Ax,  F(x+Ax),  F'(x  + Ax)  ou 
x — j-  Ax  , y -f-  Ay  , z -j-Az.  Or  , on  sait  que  la  -lon- 
gueur d’une  droite  considérée  dans  l’espace  est  égale 
à la  racine  quarrée  de  la  somme  des  quarrés  de  sa 
projection  sur  les  trois  axes  des  coordonnées  , donc 


- t/V 

Ax  V Axa 


, Az» 

+ Â?  + I 


60- 


Mais  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  x,  y , z sur 
le  plan  desxy  restant  fixe  , et  celle  abaissée  du  point 
x+Ax>y-\~ty,  z+Azsurle  même  plan.se  rapprochant 
sans  cesse  de  la  première , à mesure  que  Axdiminue  et 
que  par  conséquent  le  nombre  des  côtés  de  la  portion  du 


> • • 

...  ' • ■ , . ' l 
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polygone  inscrit  augmente,  cequi  rapproche  la  grandeur 
du  périmètre  de  la  portion  du  polygone  insrrit.de  celui  ds 
J’aro  circonscrit  ; ii  s'ensuit  que  lorsque  la  perpendicu- 
laire mobile  «e  confondra  avec  la  fixe  qui  limite  l’arc  & 
double  .courbure  queie  représente  par  a , ce  qui  donne 
Ax  — C , Ay  = o , ûz  =o  et  AA=  o;  on  aura 
d'où  Aa'=  A r=  o ; donc , d’après  la  notation  du  Cal- 
cul différentiel , l’équation  (c)  se  réduira  à la  forme 
dx  jdy * dz' 

s =\i?+  d.?+ 1 • 


dx—\/  dx‘  -f-  dy1  -f-  da“ (554)  > 

ce  qui  est  l’expression  de  la  différentielle  de9  arcs 
de  courbe  à double  courbure,  et  par  le  moyen  de 
laquelle  on  pourra  obtenir  la  rectification  d’uné  pa- 
reille courbe  donnée  par  ces  équations  (a)  et  (&)  , 
en  intégrant  une  simple  formule  différentielle  du  pre- 
mier ordre  à une  seule  variable  , puisque  des  équations 
( a ) et  (b)  on  tire  respectivement  dy*  = F, (x)dx“  et 
<£za  = F',(.r)rfxa  : substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (55 4)  , on  a dx  = dx  v/F,(j)  + F',(x)  -f  ÏT 
Ainsi  la  rectification  des  courbes  à double  courbure 
» n’offre  guère  plus  de  difficultés  que  celle  des  courbul 
planes. 

53a.  La  quadrature  des  courbes  planes  consiste  , 
comme  on  le  sait , à trouver  le  rapport  de  l’unité 
de  mesure  de  surface  plane  tel,  par  exemple,  queie 
mètre  quarré,  à l’aire  comprise  entre  un  arc  de  la 
courbe  qu’on  veut  quarrer , les  deux  ordonnées  qui 
limitent  cet  arc  et  la  partie  de  l'axe  des  abscisses  in- 
terceptée entre  ces  deux  coordonnées.  Ainsi  la  quadra— 
Fig.  ».  ture  de  la  courbe  AmBm'B'  depuis , par  exemple  , 
l’ordonnée  BQ  jusqu’à  celle  B'c  consiste  à trouver  l’ex- 
pression analytique  de  l’aire  du  quadrilatère  mixti- 
• ligne 
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• ligne  BrnB'cQB , de  manière  qu’en  substituant  ensuite  Fig  t 
les  nombres  aux  lettres  que  représentent  ces  dernières  ,*» 
on  ait  le  rapport  de  cette  aire  au  mètre  quarré.  Lors- 
que l’expression  analytique  qu’on  trouve  est  limitée  et 
algébrique  , alors  la  courbe  proposée  est  quarrable  ; 
dans  le  cas  contraire  , elle  est  dite  inénarrable , c’est- 
àrdire,  qu’on  ne  peut  trouver  la  mesure  de  sa  surface 
qu’avec  approximation. 

Nous  allons  dans  cet  article  chercher  la  formule 
générale  des  quadratures.  •<  Jp 

Soit  AmBm'B'cQ  A l’espace  courbe  qu’on  veut  (juarrer  ; 

faisons  la  même  construction  qu’à  l’article  5sg  , et 

représentons  respectivement  par®  et'®' l’espace  courbe 

que  nous  voulons  quarrer  et  l 'espace  polygonal  ABB'cA 

( de  la  portion  de  polygone  ABB'  inscrit  ; nous  aurons 

donc  A®'  = au  trapèze  cB'B"e,  dont  les  deux  côtés 

parallèles  B'c  et  B''e  sont  y et  y -f-  Ay,  et  dont  la 

hauteur  ce  est  Ax  ; donc  A®'  ==  yAx  -f-  ; AxAy,  d’où 

l’on  tire  . 

A®'  • ... 

— ^y  + îAy.,f,...(fl). 

■ « 

Mais,en  diminuant  Ax,  ce  qui  rapproche  l’ordonnée 
variable  Ve  de  la  fixe  B'c , le  nombre  des  côtés  de 
la  portion  de  polygone  inscrit  augmente , et  par  con- 
séquent son  aire  augmentant , se  rapproche  sans  cesse 
en  grandeur  de  celle  de  l’espace  courbe  ; et  comme 
toutes  ces  variations  ont  lieu  simultanément,  il  s’en- 
suit que  lorsque  l’ordonnée  jnobile  B'e  se  confondra 
avec  la  fixe  B'c,  ce  qui  donnera  Ax  = o,  Ay  ~o  et 
A®  , on  aura  ® = ®',  d’où  A®  =A®'  = o ; donc 
d’après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (art.  4)  , l’é- 
n.  a8 
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Fig.  liquation  (a)  se  réduira  à celle  -j-  =y , 
d'w—ydx. ...  — (555)  ; 

et  comme  y est  donné  en  fonction  de  x par  l’éqife- 
tion  de  la  courbe , il  s’ensuit  que  la  quadrature  des 
courbes  est  donnée  par  la  simple  intégration  de  fonc- 
tions différentielles  du  premier  ordre  à une  seule  va- 
riable. . > 

Si  la  quadrature  de  la  courbe  doit  commencer  à. 
^on  origine  A , alors  la  constante  Indéterminée  ajoutée 
à l’intégrale  de  l'équation  (555),  doit  se  déterminer 
d’après *la  condition  que  x — <t>  donne  ^a-=.  o.  Si  au 
contraire  la  quadrature  ne  doit  commencer  que  de- 
puis une  ordonnée  BQ  dont  l’abscisse  AQ  est,  je  sup- 
pose a -,  alors  l’intégrale  de  l’équption  ( 555)  étant 
mr  = F(x)  4-  const.  , on  y fera  <w=o.  pour  x =a , ce  % 
qpi  donnera  const.  = — F (a),  et  par  conséquent  on  aura 
complètement  tf  = F(x)—F(c).  Enfin  si  la  quadrature 
doit  être  prise  entre  deux  limites  ayant  respectivement 
pour  abscisses  x et  x*  alors  il  est  clair  que  la  cons- 
tante F(o)  disparaîtra  , et  représentant  par  <ar  et  -nr, 

$ les  aires  prises  depuis  l’origine  de  la  courbe  qui  ont 

ces  limites,  on  ajira  — 'o-  = F(x') — F(x),  ou  , 

Aa- ^4-etc. Cform.(59)art.38] 


ùnt 


dx  1 dx‘ 
ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit  à l’article 

3i  4- 

I.  Pour  faire  quelques  applications  de  la  formule  (555) 
des  quadratures  , propoeons-nous  d’abord  de  quarrer 
les  courbes  du  second  degré,  dont  l’cquation  générale 
est , comme  on  le  sait , 

y = y/Px+  Qx\....  .(b). 
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Substituant  cette  valeutvde^  dans  l'équation  (555), 
il  vient 

dtr  = dx\/ Px  (Ar*.  * (c)  : 

* or , si  l’on  fait  dans  cette  équation  Q =s=  o , ce  qui 
estle  caractère  de  la  parabole,  ona  celle  dw=.dx\/  Px, 
dont  l’intégrale  complète  , en  prenant  l’origine  du  seg- 
ment. qu’on  veut  quarrer  à celle  de  la  courbe  , est 

'»  = 3 WPx~^xy..t...{d)  : 

doncla  parabole  vulgaire  est  exactement  quarrable,  et 
l’aire  d’un  segment  quelconque  de  cette  courbe,  est 
égale  aux  deux  tiers  du  rectangle  formé  sur  ses  co- 
ordonnées. 

Mettant  à la  place  de  P et  de  O leurs  valeurs  res- 

. * a Æ*  B1  , *.  • 

pectives  — — ettfc  — [ équation  (e)  article  5ag3  dans 

yi  y*. 

l'équation  (c),  on  a pour  l’hyperbole  et  l’ellipse 

jj  

dxt  3 Ét  — dx  a/fxdrx* , d'où 


* fdxÿ'aAx+x*  c onst....(e). 

> * . < 

Or,  j$~  B étant  le  caractère  de  l’hyperbole  équir-  ■ * 

patère  et  du  cercle , on  a pour  ces  deux  courbes 

<w  ==  fdx  a^x  ± x*  + const ( f ) ; 

• - 

donc  les  aires  des  segmens  d’hyperbole  et  d’ellipse,  sont  % 
respectivement  aux  aires  des  segmens  correspondans 
d’hyperbole  équilatèili  et  de  cercle  décrits  sur  l’axe 
transver.se  % A , comme  le  second  axe  a B est  au  pre- 
mier a A.  > , * 

Intégrant  l’équation  (c)  par  la  méthode  enseignée  à 
l’article  a34 , avec  la  condition  qUe  <&  ==  o lorsque 

a8. . 
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x = o,  *n  prenant  l’origîne  du  segment  qu’on  veut 
quarrer  à celle  de  la  courbe , on  aura  complètement 

+ P‘ 

*”  4Q  8 <J\/Q 

x i [ï£*  + i+^Ç-  V(P*+  Q*i] (s)- 

Prenant  Q positif , et  substituant  à la  place  iJe  P 
, . afl*  ' B * 

et  de  Q leurs  valeurs  respectives  — et  — , on  a pour 
l’hyperbole 

Or,  cette  équation  étant  affectée  d’une  quantité  trans- 
cendante par  les  logarithmes,  qui  ne  peut  s’évanouir 
qu’en  faisant  x=  o , mous  en  conclurons  que  l’hy- 
perbole ne  peut  se  quarrer  que  par  approximation. 

De  même  pour  l’ellipse,  substituant  dans  l’équation 
afi1  B*  * 

(g)  les  valeurs  respectives— — et  — —de  P et  de  Q , 
et  faisant  attention  que 

r=arc  (cos=  1 — ^^£équat.  (i8q)  art.  347],  on  aura 
• B (A‘  / A — x\  {A — x)  Va  Ax—x*  ) ... 

^ïl7Jrc(C0!=~) i j(i) 

d 

Ainsi  lee  quadratures  du  cercle  et  de  l’ellipse  dépen- 
dent da  la  rectification  du  cercle,  et  par  conséquent 
ne  peuvent  s’obtenir  que  par  approximation.  g. 

Prenant  l’origine  des  coordonnées  au  centre  C de 
3 . l’ellipse  AQP  et  du  cercle  circonscrit  AMN , lafor- 


v • 
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mule  (if)  se  réduit  à celle 

x V A% — x1 1 
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Fig- 


B (A*  . 

r-=.—  l — arc  (cos  = x)  ■ 


Al  a 7 . a J 

Or , il  est  évident  que  le  triangle  MDC  a pour  ex- 
x[/  A 1 — x* 


pression  de  son  aire : 


• ; de  même  l’expres- 


, . , . , B X Va-— x* 

siqn  de  1 aire  du  triangle  QDC  est-^ — , 

SI  2 

v • 

d’où  il  suit , i°.  que  le  secteur  circulaire  AMC  = ^ A*  X 
aré  ( cos  — x~)-=-\A  arc  AM  , ce  qui  se  démontre 
dans  les  premiers  éiémens  de  Géométrie  ; que  le 

jç 

.secteur  elliptique  AQC  = — X A arc  ( cos  = x ) 


= ; 5 arc  AM  : donc  l’aire  d’un  secteur  elliptique 
s’obtient  en  multipliant  l’arc  correspondant  du  cercle 
circonscrit  par  le  quart  du  petit  axe  de  l’ellipse  ; ainsi 
l’aire  entière  de  l’ellipse  est  —ABtt,  en  représentant  par 
t le  rapport  delà  circonférence  du  cercle  au  diamètre . 

Actuellement  prenantponr l’hyperbole  AB,  que  nous 
supposons  avoir  les  mêmes  axes  que  l’ellipse  AQP , 
l'origine  *des  coordonnées  au  centre  C,  l’équation  Qï) 
se  réduira  à celle 


B ( xV  x'—A%  •y/1  . pr-H/x' — A' 


“5{ 


:'P 


a » a 
Or,  l’aire  du  triangle  BEC  est  évidemment 

donc  le  secteur  byperboJ^jue  A CB  a pour  exprès- 
AB 


sion 


de 


son  aire 


:-} -Vx'  — A 


fai1- 


sant  la  quantité  qui  est  sous  le  lied  de  l égale  à la  base  e 
du  système  des  logarithmes  naturel*  , ce  qui  donae 
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x—^^6  1 ^ , pn  aura  l’aire  du  secteur  hypetfco- 

a A 

lique  correspondantà  celle  du  triangle  rectangle  formé 
par  les  deux  demi-axes  et  une  asymptote. 


II.  Nous  avons  vu  précédemment  que  la  parabole 
vulgaire  estquarrablejil  en  est  de  même  des  paraboles 
de  tous  les  genres.  En  effet,  l’équalion  générale  de  ces 
courbes  est  y = Px*  , d’où  l’on  tire  y dx  — Px^dx  et 

Pxa+>  yx 


a- f-i  a-f-i 


, donc  etc. 


III.  L’équation  générale  aux  hyperboles  de  tous  les 

genres  étant  yx*  = M,  d’où  ydx  — Mx~*dx , on  aura 

M , . .,  , * 

**■  = — r— — ; -f-  const.  ; ainsi  hors  le  cas  de 

(a — 1 )x°l 

a = î , qui  est  celui  <3e  l’hyperbole  vulgaire  considérée 
entre  ses  asymptotes  et  pour  lequel  on  a > 


tr  = Alix  -f-  const (m) , 

toutes  les  autres  hyperboles  sont  quarrables. 

f-'uur  déterminer  la  constante  de  l'équation  (m) , il 
3.  ne  faudra  prendre  l'origine  des  aires  qu’au  point  de  la 
courbe  où  x=  î,  ce  qui  donnera  complètement 
et  prenant  là  puissance  * il  viendra  simplement 
>sr  — lx\  d’où  il  suit  que  chaqtfe  espace  asymptotique 
AFGK  , AFHL  etc.  est  le  logarithme  naturel  de  l’abs- 
cisse correspondanté  CG  , CH  , etc.  Çes  logarithmes 
ne  sont  naturels  que  dans  l’hyperbole  équilatère,  et 
dans  les  autres  hyp  Atoles  ils  ont  pour  module  la  co- 
eécante  de  l’angledes  asjlhptotes.  En  efFet,  espaçant 
également  les  ordonnées  AF  , KG , LH , MI,  menant 
les  cordes  AK,  KL  . LM,  et  du  point  M la  droite 
M b parallèle  à l’asymptote  Car  prise  pour  axe  des  x ; 
dhfiu  représentait  par  u l’angle  des  asymptotes  , et 
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par  «'  l’aire  de  l’espace  polygonal  AFITLa'Ka  A , on  Fig.  3. 

. * • rurx,»r  (HL-f  IM)HI  sinLHI 

aura  le  trapeze  LHIMa  L=z  , ou 

» 

A <9  ==  (_y  — s /ty)Ax  sin  ® ; d’où  • m 


= y sin  a 

Ax  J 


Mais  si  l’ordonnée  LH  restant  fixe  ainsi  que  celle  AF  y 
on  diminue  les  espaces  Ax  entre  les  ordonnées , alors  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  limité  par  AF  et  LH 
augmente  , son  aire  diminue  et  par  conséquent  se  rap- 
proche sans  cesse  de  celle  m de  l’espace  asymptotique  ; 
tf.  à cause  que  cette  variation  se  fait  avec  la  même 
intensité  que  le  rapprochement  de  l’ordonnée  mob§e 
MI  de  la  fixe  HL  ,il  s’ensuit  que  lorsque  Ax  sera  =o, 
c’est-à-dire  que  les  ordonnées  IM , LH  se  confondront, 
on  aura  d’où  A'a—A'w'  — o ; ce  qui  , d’après 

la  notation  du  Calcul  différentiel  , réduira  l’équation 
(n)  à celle  ds  —ydx  sin  » ; mais  la  puissance ‘de  l’hy- 
perbole étant  = I,  oa  ay  =-  .donc  <£ar=sln»X  — V 


d’où  on  tire  complètement  <*  = sin  a lx.  ouer= — : — » 
r cosec» 

ce  que  nous  voulions  démontrer. 

■ * . ‘ 1 

IV.  Dans  la  logarithmique  dontl’équation  est  x—(Lt)y 

b* 

ou  y = b1  [art.  1073»  ona  cher  xzb*dx , d’où  <m=  — 

-f-  const.  en  représentant  par  m le  module  du  système 
logarithmique  qui  a pour  base  b ; or  si  l’on  prend  l’ori- 
gine des  aires  depuis  l’ordonnée  y = i qui  correspond  à 


a?=  o,  on  aura  const.: 
complètement 


: , d’où  il  suit  qu’on  a 

m 1 
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m m 

Faisant  y = o , l’équation  précédente  se„  réduit  à 


m — , ce  qui  est  l'aire  de  l’espace  infiniment  long  • 

771  y ÿ 

compris  depuis  l’origine  de  la  logarithmique  entre  cette 
courbe  êt  son  asymptote.  ^ 

"V.  Pour  quarrer  la  cvcloïde.nous  pourrions  nous  servir 
de  son  équation  différentielle  entre  ses  coordonnées 
rectangulaires,  qui,  comme  nous  l’avons  démontré  à 
l'article  114,  est 

, yJy _ „ , r v^y  * . 

^ V (iry—y  ) J Vivy—f) 

mais  l’intégration  à effectuer  exigeant  d’assez  longs 

calculs  , il  est  plus  simple  de’  se  servir  des  équation» 

trigonométriquçsde  la  courbe  qui,  comme  nous  l’avons 

-, , a sin’  ; « 

démontré  a 1 article  112,  sont_y= , et. 


x — a — sin  *>  ; d’où  dx  : 


4 sin’  5 ad  ~û> 


, et  par  con-' 


séquent  d&=:ydx  = — sin*  i sic?  5 a ; et  intégrant  par 

-j  r 

le  moyen  de  la  formule  J[a37)[art.  0813  , on  aura 


«*=  sin  a»  -T-arsin  m+f  ru. . 

4 


■(p)  » 


sans  constantes,  si  l’on  prend  l’origine  du  segment  qn’on 
▼eut  quarrer  , à l’origine  de  la  courbe  -,  car  pour  * = 0 
on  aura  tr  = o.  9 

Faisant  »=ar»,  c’est-à-dire  ,=à  toute  la  circonfé- 
rence du  cercle  générateur  , en  représentant  par  sr 
le  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  à son  diamètre , 
on  aura  l’équation  (p)  qui  se  réduira  à celle  'w  = 3rV. 


f. 
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Mai»  rV'eat  l’aire  du  cercle  générateur;  donc  l’aire 
dg  la  cycloïde  entière  est  triple  de  celle  du  cercle 
générateur. 


.533.  Considérons  maintenant  la  courbe  quelconque  f 
AmBm'B'm"B" . . . rapportée  à son  pôle  P,  et  cherchons 
l’expression  générale  de  l’aire  de  l'espace  AmBm'B'PA 
que  nous  représenterons  par  -a  , compris  entre  le  rayon 
vecteur  PA,qu’on  peut  toujours  considérer  comme  pas- 
sant par  l’origine  A de  la  courbe,  et  celui  PB'(v)  formant 
avec  lepremierunangled’anomalieAPB'(a).  Cela  posé, 
du  pointPmenonsunnombrequelconquede  rayons  vec- 
teurs PB,  PB',  PB"  formant  entre  eux  des  angles  égaux 
APB  , BPB' , B'PB*(Aet),  et  joignons  les  points  A,  B, 
B',  B"  parles  cordes  AB,  BB' , B'B'.  nous  aurons 
d’aprèscette  construction,  un  espace  polygonal  ABB'P 
(;»')  inscrit  à celui  courbe  tsr , et  dont  la  différence 
iW  est  le  triangle  PB'B"  ; Or , sj  nous  prenons  pour 
base  de  ce  triangle  le  côté  PB"(  = v + Av  ) , il  est 
clair  que  sa  hauteur  sera  B'P  X sin  B'PB"  ou  v sin  A«; 

donc  l’aire  de  ce  triangle  ou  A <»'==  — — — X vsin 

Développant  sin  A« , et  divisant  par  A*,  nous  au-, 
rons 


tu’  v^-f-vAt»  vm -4- vAv  Ast*  , ... 

— = — — — —5  + etC ?(<*) 

A a a a ^2 .3 

Mais  si  on  diminuelagrandeurdes  angles  égaux  Aa,  alors 
le  nombre  des  côtés  du  polygone  inscrit  augmentant,  il  est 
clair  que  l’aire  de  l’espace  polygonal  s’agrandissant, 
s’approche  sans  cesse  de  l’espace  courbe  <a,  et  comme 
le  rayon  vecteur  PB"  se  rapproche  sans  cesse  de  celui 
fixe  PB'  à mesure  que  Aa  amiiiiue  ,“il  s’ensuit  que  lors- 
que A*  étant  devenu  = o , le  rayon  vecteur  PB"  se 
confond  aveccelui  PB',  d’où^i/mo,  on aura-îr 


* « 
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d’où  Av  = A w'  = o ; donc  d’après  la  notation  du  Cal- 
cul différentiel , l’équation  ( a ) se  réduira  à celhe 

liï  v*  ,,  , « 

-3—  — — , d ou  » 

d*  u ' • , 

dn-=:  \\>*dtt (556) , •»  » 

ce  qui  est  la  formule  demandée  de  la  différentielle  de» 
quadratures  des  courbes  polaires. 

Appliquant  cette  formule  aux  spirale»  de  tous  le» 
genres  dont  l’équation  général#  est 

v = p<à , 

on  aura  da-én  ^p'a^da. , d’où  intégrant , on  aura  com- 
plètement 

v=^b  + 7) (c)> 

. ^ • ** 

en  prenant  l’origine  des*aires  à celle  du  rayon  vec- 
teur PA  qui  passe  par  l’origine  A de  la  courbe.  Cette 
valeur  de  <9  étant  affectée  de  la  quantité  transcendante 
et,  nous  en  conclurons  que  les  espaces  spiraux  ne  sont 
qnarrables  que  par  approximation. 

Dans  la  spirale  logarithmique  dont  l’équation  est 
log.  i»c=7  et  (art.  142),  en  représentant  par  log.  le  lo- 
garithme dans  un  sysÿme  qui  a pour  module  m , on 
a wa  = eî>m‘‘,  <foù  d'W  = e3m“dct  ; et  intégrant  j il  vient”' 

eima. 

>9——^ }-const.  Gr  , si  on  prend  l’origine  des  aires 

au  rayon  vecteur  qui  aboutit  au  point  d’intersection 
de  la  spirale  et  du  cercle  Recteur  , lequel  est  le  rayon 
de  ce  cercle;  on  aura  #==  o lorsque  et  = o,  donc 

const.  — — — .ce  quidonne  complètement'T= 

a m'  n r am 


« 
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ou  v = *■  3r^:~»  puisque  delà  proposée  on  tire  v — em*. 
Dans  la  spirale  logarithmique  naturelle  on  a m =:  1 , 

y*  i ■—  J t 

et  par  conséquent  <rr  = — - — . Faisant  v iso,  il  vient 

•= — ^ ; donc  l’aire  de  l’espace  spiral  compris  dans 
le  cercle  directeur,  est  égale  à celle  du  triangle  rec- 
tangle formé  par  deux  rayons  perpendiculaires  de 
ce  cercle  et  la  corde  de'  ioo°  qui  joint  leurs  extré- 
mités. Mais  nous  avons  vu  à l’article  53o  que  la  lon- 
gueur entière  de  la  partie  intérieure  au  cercle  direc- 
teur de  la  spirale  logarithmique  était  égale  à cette 
corde;  donc  l’aire  de  l’espace  spiral  intérieur  est  égal 

à son  périmètre  multiplié  par  ~~r^t  ou  81  l’on  veut, 

à son  périmètre  multiplié  %ar  le  rayon  vecteur  qqi 
forme  en  dessous  du  premier  rayon  vecteur,  un  angle 
dnnti  la  valeur  est  à moins  d’un  dix-millième  près 
66°,  1968.  ' * 

* . 

■ — «A-...— — . 


CHAPITRE  III. 


De  la  quadrature  des  surfaces  courbes , et  de  * 
la  cubaAire  des  volumes  terminés  par  de  pa- 
reilles surfaces.  * r 


534-  Soit  BRI  la  partie  d’une  surface  Courbe  con-  Fig 
tenue  dans  l’un  des  huit  angles  trièdres  formés  par  les 
trois  plans  coordonnés  rectangulaires  , et  que  nous 
supposerons  être  celui  où  toutes  les  coordonnées  sont 


1 
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. • « 

4-  pçsitives  ; soit  de  plus  un  segment  BCaM  de  cette 

surface  , limité  par  lés  deux  plans  des  xz,  yz  et  par 
deux  autres  plans  CcG  , MmN  respectivement  parallèles 
aux  deux  premiers  : représentons  par  x , y , z les 
coordonnées  du  point  a,  et  par  S l’aire  du  segment 
BCaMde  lasurface  courbe.  IVous  nous  proposonsdans 
cet  article  de  trouver  l’expression  analytique  de  S,  ce 
qui  constitue  la  solution  générale  du  problème  des 
quadratures  des  surfaces  courbes. 

Divisant  respectivement  les  deux  coordonnées  Am  ou  x 
etAcouy  du  pointa, en  un  nombre  quelconquede  par- 
ties égales  AxetA^,  portant  l’une  de  ces  premières  par- 
tiesde  me  ne  sur  l’axe  desx,  et  l’une  des  secondes  de  c en 
f surfaire  des  y ; ensuite  faisant  passer  par  tous  les  points  * 
de  division  Ax , des  plans  parallèle  à celui  des  yz  , 
s et  par  tous  les  points  de  division  A_y  , des  ^rlans  pa- 
rallèles à celui  des  xz  , it  est  clair  que  les  intersec- 
tions de  ees  plans  avec  la  surface  courbe  , détermi- 
neront stÿ'  le  segment  BCaM  des  quadrilatères  coftrbe* 
pareils  à celui  abqp  qui  est  extérieur  au  segment  qu’on 
ve'ut  quarrer , mais  qui  correspond  comme  les  petits 
quadrilatères  intérieursà  l’intersection  de  quatre  plans 
parallèles  de  deux  à deux  , et  dont  les  distances  res- 
pectives sont  Ax  et  Ay.  Maintenant  supposons  que  par 
le^ommet  de  l’un  des  quatre  angles  de  chaque  petit 
quadrilatère  , et  placé  d’une  manière  semblable tpar 
* rapport  au  sommet  B de  lasurface  courbe^par  exemple, 
le  sommet  d’angle  le  plus  voisin  de  B , tel  est  celui  _ 
d i^lativement  au  quadrilatère  abqp  , ou  fasse  passer 
un  plan  tangent  à la  courbe  ; il  est -évident  que  la 
partie  d’un  tel  plan  tangent  interceptée  entre  les  quatre 
plans  qui  déterminent  sur  la  surface  courbe  le  qua- 
drilatère courbe  correspondant,  sera  un  parallélogramme 
rectangle,  puisque , prenant  pour  exemple  le  quadri- 
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latère  abqp,  lestfeux  côtés  du  quadrilatère  plan  , j-jg 
tangent  en  a à la  surface  courbe  , qui  sont  tangens  aux 
arcs  ap  , ab  appartenant  aux  plans  respectifs  perpen- 
diculaires entre  eux  CcG  , MmlY  , forment  un  angle 
droit , et  que  les  deux  plans  CcG  , Ffll  étant  pa- 
rallèles entre  eux  , la  parti#  de  la  tangente  à l’arc  ab 
comprise  entre  ces  deux  plans  , sera  égale  à la  partie  de 
la  trace  du  plau  tangent  en  a sur  le  plan  EeD  interceptée 
entre  les  plans  CcG  et  FfH  ; on  aura  donc  par  <Stte 
construction  la  surface  BCaVf  couverte  d’un  système 
dè  petits  parallélogrammes  rectangles  plans  * dont  le 
nombre  sera  égal  à celui  des  petits  quadrilatèrg* 
courbes;  et  la  même  chose  aura  lieu  pour  l’espace  CF  ba 
et  pour  celui  M6qE  dans  lequel  est  compris  le  petit  qua- 
drilatère courbe  abqp.  Représentons  par  S'Ja  surface 
dfc  tout  le  système  de'  petits  parallélogrammes  rec- 
tangles qui  couvre  le  segment  de  surface  courbe  BCaM,  . 
ou  S , et  par  P le  parallélogramme  qui  couvre  le 
•quadrilatère  courbe  abqp. 


Cela  posé  , il  est  évident  que  S ' étant  une  fonction 
de  x et_y  , puisque  sa  grandeur  dépend  de  celles  de 
chacune  de  ces  deux  variables,* on  aura  en  faisant  varier 
S'  par  rapport  à x et  y des  quantités  respectives  Ax 
etAy  , la  surface  du  système  de,#ous  les  parallélo- 
grammes rectangles  qui  couvient  l’espace  courbe  BFqE 
qui,  d’après  la  formule  (57)  (art.  75  ),  sera  égal^à  * 


S'  + 4-f+A.5'+  + ^ 


(*)  Il  faut  faire  attention  que  toute  la  première  ligne  horizontale 
de  la  formule  (5?)  est  sa#  -f*  A/#,  et  que  toute  la  seconde  ligue  ho- 


V. 


Fig.  4. 
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Mais  si  l'on  ne  fait  varier  S'  qtMttpar  rapport  à x 
de  àx , on  aura  la  surface  du  systcrr, jp  de  parallélo- 
grammes rectangles  quicouvrent  l’espace  courbe  liC.pE 
— S'thà^S'. 

Et  si  l’on  ne  fait  varier  S'  que  par  rapport  à y de 
Ay,  on  aura  la  surface  du^ystème  de  parallélogrammes 
rectangles  qui  couvrent  l'espace  courbe  BFôM  = S' 

À y S'. 

Ajoutant  ces  deux  dernières  égalités  , et  retranchant 
de  la  somme  l’égalité  surface  du  système  de  paral- 
lélogrammes qui  couvrent  lespace  courbe  BCaM=S', 
on  aura,  surface  du  système  de  parallélogrammes  qui 
couvrent  l’espace  courbe  BF bapEB—  S'-t-Ax$,+AJ'S'  : 
enfin  retranchait  cette  dernière  égalité  de  celle  (a) , 
il  viendr^le  parallélogramme  qui  couvre  le  quadrila- 
tère courbe  abqp , c’^st-à-dire 

d*dy$'  * d*xdrS'  Ar*Ay  , d^d^S'  AxAy* 

P=-3I%-  ^r+!d^  — +-3ZF  a . 

-f-  etc (£>)• 

Mais  x , y , z étant  les  coordonnées  du  point  a , et 
représentant  par  x' , y\  1!  les  coordonnées  du  plan 
tangent  en  a , et  dans  lequel  se  trouve  P , on  aura 
pour  équation  de^ce  plan  t 

4 -zr^AlJ -g# (c); 

donc  A est  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que 
forme  la  trace  du  plan  tangent  en  a sur  le  plan  des 
xz  avec,  l’axe  des  x * et  B est  la  tângente  trigono- 
métrique de  l’angle  que  forme  la  trace  du^plan  tan- 

rizontale  est=  A ainsi  celte  formule  pourrait  s’écrire  sou  s la  forme 

u ru  -+-  a ri-  tous  les  tenues  inférieurs  aux  deux  pre- 
mières ligues  horizontales.  z,  . 
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gent  en  a sur  le  plan  des  yz  avec  l’axe  des  y \ donc  Fig  4- 
d’après  l’équation  (9a) , on  aura 

dzz  „ d?z 


dx 


et 


et  par  conséquent  le  cosinus  de  l’angle  formé  par  le^ 


Pour  rendre  plus  sensible  la  vérité  de  ces  deux  équations , 
concevons  que  par  le  point  o<od  a abaisse  une  perpendiculaire  sur 
le  plan  des  xz , ce  qui  déterminera  sur  ce  plan  la  projection  du 
point  a qui , conséquemment,  aura  les  mêmes  coordonnées  z et  x 
que  le  point  a.  Faisons  passer  par  la  perpendiculaire  un  plan  qui, 
évidemment,  sera  perpendiculaire  au  plan  des  xz  , en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  directrice  jusqu’à  ce  que  sa  trace  sur  le  plan 
* des  xz  soit  parallèle  à celle  sur  le  même  plan  du  plan  tangent. 
Ainsi  représentant  par  x",  y"  et  zu  les  coordonnées  de  ce  nouveau 
plan,  il  est  clair  que  sa  trace  sur  de  plan  desx*  formant  avec  Taxe 
des  x un  angle  égal  à celui  formé  avec  le  même  axe  par  la  trace 
du  plan  tangent  , on  aura  pour  équation  du  nouveau  plan 

‘*'-*==>*(x*-*)  + 2r(r"-r) (*), 

# dz" 

• donc  A=jp,....(C)  [équat.  (9,)]. 

Mais  Retînt  une  quantité  constante  dans  tonte  la  longueur  de  la 
trace  du  plan  del’éqltation  (ej^et  la  projection  dn  point  a sur  le  plan 
des  xz  riant  placée  sur  la  trace  en  question,  il  s’ensuit  qu’on  a aussi 

4*rïx-i-W-  , 

"I  * f 

Or,  si- par  le  point  a on  fait  passer  un  plan  parallèle  à celai  de 
xz,  et  dont  conséquemment  1’équation.scra  y = const.  ; et  si  en- 
suite on  fait  mouvoir  le  long  de  la  verticale  qui  passe  par  a , un 
plan  parallèle  à celui  des  xjr , il  est  clair  que  les  intersections  du 
plan  de  l’équation  y — const.  avec  les  «leux  plUis  perpendiculaires 
à celai  des  xz , l’un  parallèle  au  plan  des  xy  , l’autre  ayant  pour 
directrice  la  perpendiculaire  abaissée  de  a sur  le  plan  des  xz , 
formeront  un  angle  dont  les  deux  côtés  seront  parallèles  chacun  h 
chacun  avec  ceux  de  l’an  gle  dont  la  tangente  est  A ; ainsi  il  ne  faut 
differentier  s dans  l’éqnation  (y)  que  par  rapport  ir,  ce  qui 
donne  l’équation  (d).  Il  est  clair  que  l’équation  (e)  se  démontre 
exactement  de  même  qne  celle  (d).  » 
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^3  APPLICATION 

. plan  tangent  en  a avec  le  plan  des  xy  sera 

7Ré^i8iot'",'65>'0',v“r' 

*du  parallélogramme  rectangle  P se  composant  du  pro  , 
duit  de  ses  deux  côtés  respectivement  tangens  en  a aux 
arcs  ap,  ab  , et  le  premier  de  ces  deux  cotes  etau 
é<ral  au  quotient  de  sa  projection  ng  ou  Ax  sur  e p 
des  xy  divisée  par  le  cosiniis  de  l’angle  que,  forme 
ce  dernier  plan  avec  celui  tangent  en  a\  de  meme  le 
côté  de  P tangent  en  n à l’arc  ab , étant*gal  a sa 
projection  no  ou  ù y sur  le  plan  des  xy  , divisée  par  le 
cosinus  de  l’angle  formé  par  le  plan  tangent  en  «avec 
. le  plan  des  xy , on  aura 

PwAxAyy/u+(^)  + (^)* 

Substituant  cette  valeur  de  P dans  1 équation  ( b ) > et 
divisant  l’équation  résultante  par  Ax*y , d pendra 
celle 


VL'  +(ï 


(**r, Lîîî  + Æax 


"+ 


XdyJ  _r  dxdy 

d^|^+etc..:v.(/). 


• dxdy*  » * 

Mais  si  maintenant  nous  faisons  décroître  Ax  et#  A y 
dans  une  même  proportion  à leurs  grandeurs  respec- 
tives , alors  il  est  évident  qu’à  mesure  que  ce^  di- 
minution aura*lieu,  le  nombre  des  parallelogrSrmes 
rectangles  tels  que  P qui  couvrent  la  surface  courbe 
BCaM  augmentera  , et  l’aire  de  ce  système  de  para  - 
lélogrammes  se  rapprochera  sans  cesse  de  cel  e de 
surface  courbe  ; de  manière  que  quand  les  deuxpla 
EeD  Ff  H se  seront  simultanément  réunis  avec  ceux 
M mN  i CcG  4 qui  ils  sont  respectivement  parallèles^ 


« 
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et  qui  terminent  la  surface  courbe  qu’on  veutquarrer , Fig.  4* 
ce  qui  donnera  Aar=oet  A^=o,  l'aire  5 de  cette  der- 
nière surface  sera  rigoureusement  la  même  que  celle  S' 
du  système  des  petits  parallélogrammes  rectanglesqui 
la  couvrait;  ainsi  l’équation  (f)  se  réduira  à celle 


£!=v/[’+(©‘+(t)’]- 


Multipliantles  deux  membresde  cettedernière  équa- 
tion par  d~rdy  , et  intégrant  successivement  par  rap- 
port à y et  j , cru  l’inverse  , suivant  que  le  premier 
calcul  présente  moins  ou  plus  de  difficulté  que  le  second, 
on  aura 


535.  Dans  les  surfaces  de  révolution,  les  formules 
précédentes  se  réduisent  à une  seule  qui  ne  renferme 
qu’une  intégrale  simple.  En  effet,  la  surface  BCKD1MB 
étant  considérée  comme  engendrée  par  la  révolution  do 
la  courbe  BMI  tournant  autour  de  l’axe  AX  , toutes 
les  courbes,  telles  que  celles  BCR,  MaN  , EpD  seront 
des  arcs  de  cercle  ayant  respectivement  pour  rayons 
les  droites  AR  , mN , eD  qui  sont  les  ordonnées  do 
la  courbe  génératrice  1HR,  et  qui  conséquemment 
sont  des  fonctions  de~  abscisses  x.  Soit  donc  représenté 
par  X une  telle  .ordonnée  Nm  , on  aura  , d’après  la 
propriété  du  cercle  et  relativement  au  pointa,  l’équa-f 

tion  an  = ( A'm+mn)  (IV/n  — mu) ou  —(X  -j-  y ) 


d*z 


dX 


et 


»9 


* 


« 
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ï-ig-  4 


I 


. n 


—y 


= : substituant  ces  valeurs  dans  la  pre- 


45o 
, drz_ 

Jy~  V'X'-y 

mière  des  deux  équations  (557)  > ^ vient 

* 

S=f*Vld*+dX>-]X  f—g—. . . .(a)  : 

mais  le  dernier  facteur  intégral  est  = arc  Ç sin  = -0  ; 

ainsi  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (a) , on 
aura  la  valeur  de  S relative  an  seul  quadrilatère  courbe 
BCuM,  et  si  l’on  veut  avoir  l’aire  de  tout  le  seg- 
ment BK.NM,  il  faudra  faire  y — mN  — X,  ce  qui 

donneraarc  ^sin=  = arc  (sin=i)=  ^ : or  cette 

bande  courbe  BKNM  comprise  dans  l’angle  droit 
formé  parles  plans  des  xs  et  xy  , n’est  que  le  quart 
de  la  zône  faisant  tout  le  tour  de  la  surface  de  révolu- 
tion et  correspondante  à l’abscisse  x = Am  ; donc 
pour  avoir  la  surface  de  cette  zône , il  faudra  mettre 

à la  place  de  arc^sin=  -^0  la  quantité  27r  ; ainsi  la 

formule  (a)  se  réduira  à celle  S sc  2tt  fX  \/ dXu-\-  dx‘t 
ou  représentant  par  y les  ordonnées  Mm  ou  Nm  de 
la  génératrice  de  la  surface  courbe  , à la  place  de  les 
représenter  comme  précédemment  par  X , nous  aurons 


S = a x fy  y/  dy‘  -j-  dxu 


.(558); 


ce  qui  est  la  formule  générale  des  quadratures  des 
eurfaces  de  révolution. 

Pour  faire  une  application  de  cette  formule  , pro- 
posons-nous de  trouver  l’aire  de  l’ellipsoïde  alongé 
de  révolution  , ayant  son  centre  à l’origine  des  coor- 
donnée*. L’équation  de  l’ellipse  génératrice  rapportée  à 
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'45t 

B . /s;— 5 • , . B%  x‘dx% 

«on centre  est^=-j  \/  donc  dfx=  — » 

,,  , _ , , , . dx  \SA*—(A*—B*-)îf 

V/C  if  +ix‘)  = - v Avl^_-^ 


d’où 

dx^/[A* — E1x'~] 


, en  représentant  par  E l’excentri- 


A\/  A*  — x* 

cité.  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (558)  , il 
vient  S — ^~-fdxy/[A*- — E'x*'}-  aAiBvJ' ^ 


2 BE*v 


-h 


*dx 


E'*x% 

. £u  a j-  jelîectuantles  intégrations 

par  le  moyen  des  formules  (io4)  [art.  soSJ  et  (i5i) 
[art.  aao]  : on  a 

5=2^1^- arc  (fin  — x y/Â*—  £’ax-j  (6) , 

A * 

sans  constantes,  puisque  pour  x ==o  on  a S ~o.  Fai- 
sant x = A , ensuite  doublant  le  résultat,  on  trouvera 
que  l’aire  de  l’ellipsoïde  entier  de  révolution  est  égale 

à 4B*  arc  ^sin  = ^-^  -f-  EB  j. 

En  faisant  Ax=.B  , d’où  E~ :o,  ce  qui  est  le  ca- 
ractère de  la  sphère  , l’équation  (b)  dans  laquelle  le 

dernier  terme  s’évanouit , se  réduit  à S = -.  Mais  par 

la  méthode  enseignée  à l’article  6o  , on  trouvera  endif- 
férentiant  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  premier 
terme  du  second  membre  de  l’équation  (è),  qu’il  se  ré- 

, quantité  qui  est  égale  à a Anx 


* duit  à 


vO  -~) 


lorsqu’on  fait  A — B,  d‘où.E  = o;  ainsi  prenant  x=A, 
, 29- 


45a . APPLICATION 

r'g-  4-  et  ensuite  doublant , on  a,  pour  l’expression  de  l’aire  de 
Ja  sphère  entière  dont  le  rayon  est  A , la  quantité 
4A1ir>  ce  qu’on  sait  déjà  par  les  premiers  principes  de 
Géométrie. 

536.  Nous  occupant  maintenant  de  la  cubature  dee 
volumes  terminés  par  des  surfaces  courbes  , représen- 
tons par  V la  solidité  du  volume  BCaMAcnm , et 
cherchons  l'expression  analytique  de  V ' en  fonc- 
tion des  coordonnées  x , y , r.  du  point  a par  où 
• passent  les  deux  plans  CcG  , MmN  qui  , respective- 
ment parallèles  aux  plans  des  xz  ttyz  , terminent  ce 
volume. 

Faisant  la  même  construction  qu’à  l’article  534 , il 
est  évident  que  nous  formerons  entre  les  quatre  plans 
qui  limitent  V , une  suite  de  petits  yolumes^font  le 
nombre  sera  égal  à celui  des  Ax  multiplie^Pir  le 
nombre  des  A y , respectivement  compris  entre  A et 
m , et  entre  Aetc  \ tons  ces  petits  volumes  ayant  même 
base  A x Ay,  auront  chacun  pour  face  supérieure  le 
petit  parallélogramme  rectangle  qui  couvre  le  petit 
quadrilatère  courbe  correspondant;  la  même  chose  aura 
lieu  pour  le  volume  CF bacfon  et  pour  celui  ME qbmeho , 
dans  lequel  est  compris  le  petit  solide  à faces  planes 
correspondant  au  petit  volume  à face  supérieure  courbe 
abqpnohg.  Cela  posé,  représentant  par  V la  solidité 
du  système  des  petits  solides  à faces  planes  correspon- 
dant à V , et  par  U le  petit  solide  à faces  planes  ayant 
pour  base  nohg,  on  trouvera  par  un  raisonnement  par- 
faitement semblable  à celui  employé  à 1.’ article  534  » 
que 

„ d*d?F’  / A , d^dT  A 

,v  . + 1S^AÆA>,+etc (fl) 
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Or,  il  est  évident  que  ï/<Ax  AyX.an  , et>AxA  y 
Xqh-,  mais  anzszz  et  qh  est  ce  que  devient  z lorsque 
x et  y ont  simultanément  varié  de  leurs  différences 
respectives  A x et  à y -,  donc  le  volume  U est  compris 
entre  z&y  Axet  (s — A z)  Ay  A x ; ainsi  U =zAyAx 

AyAxAz  , , 

— — — — , en  représentant  par  n un  nom twe  po- 

sitif et  réel  ^ > 1.  Egalant  cette  valeur  de  U avec  celle  _ 
donnée  par  l’équation  (a),  divisant  par  A^Ax, 
on  aura  * 


Aa 

n 

, P&V 

dxdy% 


dxd?V  , d^V 
dxdy  dx*dy  X 

A y -f-  etc (i). 


Faisant  A x = o , d’où  ’&y  = o et  A z = o , nous 
avons  vu  à l’article  534  (lne  «urface  du  systèma 
des  petits  parallélogrammes  qui  couvrent  le  segment 
de  surface  courbe  BCaM  s’identifie  avec  cette  der- 
nière surface  ; donc  alors  on  aura  V et  V qui  ne  dif- 
féraient que  par  cette  face,  qui  seront  égaux,  et  par 
conséquent  tous  les  termes  de  l’équation  (ù)  affectés 
de  Ar,  A y et  A a s’évanouissant , cette  équation  se 
réduira  à celle 


Z==lÊi$  > d’où  dW=  i^xdy  , et 

[V-=.f*dx  pzdy  ou  V~ pdy  fszdx } . . , (55g). 

Substituant  dans  celle  de  ces  deux  équations  qu’on 
choisira  , la  valeur  dez  en  fonctions  des  x et^donnée 
par  l’équation  de  la  surface  proposée  , on  aura  par 
deux  simples  intégrations  successives  de  formules  dif- 
férentielles du  premier  ordre  et  à une  seule  variable, 
puisque  chacune  des  deux  intégrations  projetées  est 
partielle,  la  cubature  du  volume  proposé. 


454  APPLICATION 

507-  Dans  les  solides  de  révolution  , nous  avons  tu 
à l’art.  555,  que  an  ou(*4)=A  m — nm  = (XJ — y ’), 

donc  pzdy  = pdy  V X'—y'  = X'  'J*  = 

-//ï%=iX‘ar<",=l)+ 

féquat.  (i34)  et  (i5o)]  : substituant  cette  valeur  dans 
la  première  des  deux  éguatinns  (55g) , et  ensuite  in- 
tégrant par  rapport  à.r  , on  aura  la  solidité  du  segment 
BCaM  Acnm  du  volume  de  révolution  ; mais  pour  avoir 
le  volume  de  BAKNmM,  il  faudra  faire_y=niN=X,  ce 
qui  réduira  l'équation  précédente  à celle  pzdy  — }'X* 
X arc  ( sin  ==  1)  r=  ± ttX*,  donc  Tr—\  x fX*dx  ; mais 
cette  cubature  étant  rapportée  aux  fonctions  des  seules 
coordonnées  Nm  (_y)  et  Am  (x)  de  la  courbe  géné- 
ratrice ; nous  aurons,  pour  la  tranche  entière  du  vo- 
lume de  révolution  correspondant  à l’abscisse  x , et  qui 
est  quadruple  de  la  partie  que  nous  considérions  , 

7? — xfy*dx. ....  (56o) , 

ce  qui  est  la  formule  générale  de  cubature  des  solides 
de’  révolution. 


Application.  L’équation  générale  aux  courbes  du 
second  degré  étaUj>a  =Px  -f-  , on  aura  pour  tous 

les  volumes  de  révolution  du  second  degré 

V—  x P fxdx~\~  xQ  Jx’dx  ou 


sans  constantes , puisque  pour  x — o , on  a P—o. 

Faisant  Q = o , ce  qui  est  le  caractère  de  la  para- 
rabole  , 11  vient  pour  le  paraboloïde  de  révolution 
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V—  v : mais  y V est  la  surface  du  cercle 

engendré  par_y  dans  la  révolution  de  la  parabole  au- 
tour de  son  axe  , et  x e6t  la  hauteur  du  cylindre  droit 
circonscrit  au  segment  de  paraboloïde  qu’on  cube  ; donc 
la  solidité  du  segment  de  paraboloïde  de  révolution 
est  égale  à la  moitié  de  celle  du  cylindre  circonscrit.» 

Dans  l’ellipsoïde  alongé  , de  révolution , dont  les 
a B1  w B1 

caractères  sont  P = — j-  et  Q — — , l’equation  (a) 

se  réduit  à celle 


,,  B'  vx  B*  . .. 

V=-A'X*  [_Ax—3  J = I7‘  (iAx—x*) 

B 1 sr.r*  xyV  Pa-x*  ... 

+ + ^ (i)  : 


donc  le  volume  d’un  segment  d’ellipsçïde  de  révolu- 
tion est  égal  au  tiers  de  celui  du  cylindre  inscrit , 
plus  le  sixième  de  celui  qui  attirait  pour  base  un  cercle 
du  rayon  x,  et  pour  hauteur  le  paramètre  de  l’ellipse 
de  révolution.  Si  l'on  fait  x ce  qui  donne 

y—  o,  la  valeur  précédente  de  /^donnera  pour  l’ex- 
pression du  volume  entier  de  l’ellipsoïde  alongé  dç 


révolution 


4ABW 
3 ’ 


donc  le  volume  de  ce  solide  est 


les  deux  tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit. 

Faisant  B = A , ce  qui  est  le  caractère  de  la  sphère, 
la  formule  ( b ) se  réduifà^'’  -*_v ; donc 

* i , 

la  différence  du  volume  d’un  segment  d’ellipsoïde  de 
révolution  à celui  correspondant  de  la  sphère  circoas- 

criîe , est  — — - , en  représentant  par  E I’excen- 
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tricité  de  l'ellipsoïde.  Faisant  x — cxA,  la  Valeur  pré- 
cédente de  Adonne  pour  le  volume  de  la  sphère  en- 

tlère  -g-  , ce  qu’on  sait  déjà  par  les  premiers  élé- 
mens  de  Géométrie. 

Dans  l’hyperboloïde  de  résolution,  dont  les  carac— 
a/?1  B1 

tères  sont  P et  Q = — , on  parviendra  de 

A A 

jnême  à l’équation  (b).  Nqus  ne  nous  arrêterons  pa* 
sur  la  discussion  de  ce  volume. 


CHAPITRE  IY. 


application  du  Calcul  intégral  à quelques 
questions  et  théories  générales  de  Géométrie. 


538.  appelle  généralement  en  Géométrie  tra- 

jectoire , une  courbe  qui  coupe  sous  un  même  angle 
line  famille  de  courbes  d'un  même  genre  dont  les  in- 
dividus résultent  de  la  variation  d’une  constante  ar- 
bitraire, ou  paramètre  qui  entre  dans  l’équation  de 
cette  courbe  ; airsi  représentant  par  p une  constante 
arbitraire  , ou  paramètre  variable  d’une  courbe  à 
l’autre  , et  par  F (x,  y , P)  =—  o l’équation  de  cette 
famille  de  courbes  semblables;  leur  trajectoire  sera  une 
courbe  telle,  que  les  angles  que  formeront  successive- 
ment ses  tangentes  avec  celles  des  courbes  semblables 
et  variables  de  paramètre  , aux  points  où  elles  sont 
coupées  par  la  trajectoire , seront  tous  égaux.  Le 
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problème  des  trajectoires  consiste  à déduire  de  l’équa- 
tion donnée 

F(*  .y  >py ==  O.... (a), 
d'une  famille  de  courbes  semblables,  celle 
<?  (a/,y)  = o...:(5) 

de  leur  trajectoire.  Pour  parvenir  à la  solution  de 
ce  problème  , on  observera  que  représentant  par  a 
ist  tangente  trigonométrique  de  l’angle  sous  lequel  la 
trajectoire  coupe  toutes  les  courbes  semblablesde  pa- 
ramètre different , on  aura  pour  l'une  quelconque  de 

dy  _£/_ 

ces  dernières  dourbes,  a r=  — — j—ry  ; or,  d’après  l’é— 

. . dydy 

dxdxf 

quation  donnée  (a)  , on  — f(x,P)  ; doi^ 

c[dx'-t-f  f (x,P)dx — £fy'....(c). 

Mais  au  point  où  la  trajectoire  coupe  l’une  des 
courbes  semblablesde  paramètre  variable,  on  a yzxÿ' 
et  x = x',  ainsi  l’équation  (c)  prendra  la  forme  de 
celle 


(af  (x,  P)  + i)dy=  Cf  (x,P)  -ayx. . . . . (d), 

qui  est  particulière  à l’une  des  courbes  variables , mais 
qu’on  rendra  générale  à toutes  les  courbes  de  l’équa- 
tion donnée  ( [à ) , en  éliminant  entre  cette  dernière 
équation  et  celle  ( dj  , la  quantité  P , ce  qui  donnera 
line  équation  différentielle  du  premier  ordre  de  la 
forme  .. 

F.(*».y»  dxi  dy)  = o <(e), 

qui  étant  intégrée,  donnera  l’équation  demandée  de 
la  trajectoire.  , 
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. La  trajectoire  est  dite  orthogonale  lorsqu’elle  doit 
couper  toutes  les  lignes  de  paramètre  variable  , sou* 
un  angle  droit , et  puisqu'alors  a doit  être  = ~ , l’é- 
quation ( d ) se  réduira  à celle 

F(x,  P)dy  + dx  = o (/"). 

Le  reste  de  l’opération  comme  précédemment. 

Exemple  I.  Trouver  la  trajectoire  des  courbes  du 
second  degré.  ’ . , 

L’équation  générale  de  ces  courbes  étant 
y'=Px+Qx\.:...(g), 

on  aura  f (x,  P)  |~=  Substituant 

ces  valeurs  dans  l 'équation  (d)  , on  a celle 

4 

( aP  -J-  2a  Qx  + oy)dy  ~ ( P -J-aQx — aaj)dx, 

et  éllÉinant  P entre  cette  dernière  équation  et  la 
proposée  (g)  , il  vient , toutes  réductions  faites,  l’équa- 
tion différentielle  / 

Çxa-f-axy)dy=(y1-4-  Çx1 — a ayxjdx (fij 

qui,  étant  homogène,  se  séparera  aisément  par  lamé* 
thode  enseignée  à l’article  33g  : mais  cette  séparation 
nous  menant  à intégrer  l’équation  différentielle  et  ra- 
tionrfelle  ( 

dx az  +aÇ)dz  /;i 

x ~ + (c^-f-aa)  z— 

dans  laquelle  z = ^ [équat.  (n85)3  » nous  n’entrepre- 

X 

drons  pas,  à cause  de  la  longueur  des  calculs,  de 
l’intégrer  généralement  ; nous  nous  occuperons  donc 
seulement  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  du 
second  degré  , ce  qui  réduit  l’équation  {h)  à celle 


« 
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(y'  + Qx*)<fy  — — a yxdx  . . . . (fc)  , 
et  sa  transformée  (i)  à celle 
dx (a1  -j-  Q)dz  zdz  Q 


J2_r. 


dz 


fa(Ç+2)L^f-V/(Ç+2)V/-‘  4 


dz 

a“+^-l-a  Q ~h  2 z 

dz 

VW+*)V- 


-] 

\ 

, en  repré- 


dout  l’intégrale  est  x — 

t/[aV+Ç+«)3  - 

sentant  par  cune  constante  arbitraire.  Remettant  pour 
z sa  valeur^x- 1 , divif santles  deux  membres  de  l'équa- 
tion par  x , chassant  le  dénominateur  et  élevant  les 
deux  membres  de  l’équation  à la  puissance  Ç-j-a, 
en  représentant  toujours  par  c la  constante  arbitraire 

<£?  v 

l/c . on  a 

/[/+(Ç  + 2)X-]=C (/), 

ce  qui  est  l’équation  générale  des  trajectoires  ortho- 
gonales des  sections  coniques. 

Faisant  Q= o,  ce  qui  est  le  caractère  de  la  pa- 
rabole , on  a pour  trajectoire  orthogonale  de  cette 
courbe  , la  courbe  de  l’équation 

j/  + ax'  = c (m), 

laquelle  est  un  ellipse,  ayant  son  centre  à l’origine 
commune  des  paraboles  du  paramètre  P variable  de 
lune  à 1 autre  , le  petit  axe  =1/2  c dans  le  sens  do 
l’axe  des  x et  le  grand  axe  =r  2 [/c  dans  le  sens  de 
1 axe  de  y ; et  comme  c est  une  constante  arbitraire 
qu’il  faut  seulement  prendre  toujours  positive , il 
s’ensuit  que  lë  système  des  paraboles  de  paramètres 
dilférensP,  a pour  trajectoires  orthogonales  un  nombre 


* 
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infini  d’ellipses  dont  le  rapport  du  grand  au  petit  axe 

est  = v/a;  ainsi  ces  deux,  systèmes  de  courbes  sont 

réciproquement  trajectoires  orthogonales  l'un  de 

l’autre. 


Pour  vérifier  ce  résultat,  observons  que  dans  la 

rfy  P 

on  a -f-  — — , ce  qui 
dx  zy 

est  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme 
la  tangente  de  la  parabole  avec  l’axe  des  x au  point 
de  la  courbe  dnut  les  coordonnées  sontx  et_y;donc 
la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé  par  l’axe 
des  abscisses  avec  la  droite  perpendiculaire  au  point 

ï ety  à la  tangente  de  la  parabole,  doit  être  — —• 


parabole  de  l’équation^1  = Px , 


Or , en  dilTérentiant  l’équation  y*- f-ax*  = cde  l’ellipse, 

Qjc 

on  aydyz= — zxdx , d’ovr-^= . Mais  au  point 

, y* 

où  l’ellipse  coupe  la  parabole,  on  ax—j^;  donc  la 


tangente  trigonométrique.  de  l'angle  que  forme  la 
tangente  de  l’ellipse  au  point  x et  y',  avec  l’axe  des 


x , est  — - p -,  et  par  conséquent  les  tangentes  des  deux 

courbes  à ce  point , sont  perpendiculaires  entre  elles , 
donc  etc. 

Faisant  Q = — , ce  qui  est  le  caractère  del’el- 

lipse,  il  semble,  d’après  ce  que  nous  venonsdedire  , 
que  l’tquation  ( k ) devrait  nous  donner  celle  d’un 
système  indéfini  de  paraboles  de  paramètres  différens; 
c'elt  cependant  ce  qui  n’arrive  pas;  car  dans  le  cas  de 
B'1 

Q= — -jj,  l’équation  (/)  se  change  en  celle 
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/?• 

y +(2  — §i)c*=  g^‘-  • • ■ • *Cm)  » 

dont  il  est  impossible  de  déduire  l’équation  d’une  pa- 
rabole, et  même  de  toute  autre  section  conique,  tant 
qu’on  prendra  /?  différent  de  A.  La  raison  en  est  qu’il 
n’y  a qu’une  espèce  d’ellipse  qui  a pour  trajectoires 
orthogoaales  des  paraboles,  c’est  celle  dont  le  quarré 
B * du  demi-grand  axe  pris  sur  l’axe  d?s_y,  est  double 
du  quarré  A 2 du  demi-petit  axa  pris  sur  l’axe  des 
x;  or,  dans  ce  cas  de  B'z=ziA%t  l’équation  (;n)  .se 
réduit  à celle  _ya  = cya  à laquelle  on  ne  peut  satis- 
faire par  les  valeurs  dé  y , qu’en  faisant  y — o.  Mais 
l’équation  (m)  prise  dans  toute  sa  généralité  , et  re- 
prenant l’ellipse  dans  l’état  naturel  où  elle  est  ordi- 
nairement considérée  , c’est-à-dirè  avant  son  çrand  axe 
a A dans  le  sens  de-l’axe  des  x , est  celle  d’une  courbe 
algébrique  d’un  degré  supérieur  au  second  , et  qui  est 
lu  trajectoire  orthogonale  des  ellipses  de  paramètres 
différens. 

Faisant  B=A,ce  qui  est  le  caractère  du  cercle  ,• 
l’équation  (/) , en  y faisant  Q = — 1 , se  réduit  à celle 

y +x*  = cy (n) 

ce  qui  est  l’équation  d’un  cercle  décrit  sur  l’axe  des  y, 
comme  les  premiers  cercles  de  paramètres  ou  diamètres 
2 A variables  d’tm  cercle  à l’autre  , sont  décrits  sur 
l’axe  des  x;  et  à cause  que  c reste  arbitraire  , il 
s’ensuit  que  les  premiers  cercles  ont  un  nombre  in- 
défini de  trajectoires  orthogonales,  et  que  conséquem- 
ment les  deux  systèmes  de  cercles  ayant  respective- 
ment leurs  centres  sur  l’axe  des  .c  et  sur  l’axe  d»s_y, 
et  l’origine  commune  à celle  des  coordonnées  , sont 
respectivement  trajectoires  orthogonales  l’unde  l’autre. 


APPLICATION 


P* 


Faisant  Q=—  , ce  qui  est  le  caractère  des  hyper- 
A 


boles,  l'équation  (/)  donnera  pour  trajectoire  ortho- 
gonale de  ces  courbes  , une  courbe  algébrique  d’un 
degré  supérieur  au  second  ; cette  trajectoire  ne  sera 
que  du  troisième  degré  pour  les  hyperboles  équilatères , 
puisqu’alors  Q = t . ( ' 

Exemple  if*  Une  droite  tournant  dans  un  même 
plan  autour  d'un  point  fixe  , on  demande  l'équation 
de  la  courbe  qui  coupe  cette  droite  dans  toutes  ses 
positions  , sous  un  même  angle  donné. 


Prenant  l’origine  des  coordonnées  au  point  Exeau- 
tour  duquel  tourne  la  droite  , on  aura  pour  équation 
de  cette  droite 


y — Px (o), 


P représentant  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 
que  forme  la  droite  avec  l’axe  des  abscisses  , et  qui 


conséquemment  varie  d’une  position  à l’autre  de  la 
droite.  De  l’équation  (o)  on  tire  ^ ouf(x,p)  —P. 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (d) , il  vient 


(aP  -f- 1 )dy-=  ( P — a)  dx\  maisP:=-^;  donc 

( cty  -f~  x)dy=  (y — ax)dx  , équation  qui  intégrée 
d’après  la  méthode  enseignée  à l’article  33g  r donne 


~ arc  (tang  = x)  =0 — ^)' 

ce  qui  est  l’équation  de  la  trajectoire  demandée.  Si 
l’on  veut  passer  de  l’équatirfn  de  cette  courbe  rap- 
portée à ses  coordonnées  rectangulaires  , à son  équa- 
tion polaire , alors  se  servant  des  équations  de  trans- 
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formation  (gg)  , on  aura  al  - = a.  ou  alv  — aie  — u. 

C t. 

Prenant  v=i  lorsque  — o,  on  aura  complètement 
alv  = et , ce  qui  est  l’équation  de  la  spirale  logarith- 
mique dans  le  système  qui  a pour  module  c’est-à- 

dire  la  cotangente  de  l’angle  constant  sous  lfquel  la 
courbe  doit  couper  tous  les  rayons  vecteurs;  ce  qui 
est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit  de  cette  courbe 

à l’article  1 4a-  Faisant  dans  l’équation  (p)  a — elle 

se  réduit  à celle  /y/xa-f-_y*  =/c,  d’où  i*+_y*=c; 
ce  qui  est  l’équation  du  cercle  ayant  pour  rayon  y/c; 
ainsi  , comme  cela  est  évident  de  soi-méine,  la  cir- 
conférence de  cercle  est  la  trajectoire  orthogonale  de 
ses  rayons. 

53g.  On  appelle  en  Géométrie,  tractoire  la  courbe 
qui  a la  propriété  d’avoir  toutes  ses  tangentes  cons- 
tantes. Cherchons  l’équation  de  cette  courbe  qui , 
d’après  sa  propriété  , a pour  équation  différentielle 


y y/  dy’-f-dr* 

* Jÿ 


=a...  .(a)[éq.(95)], 


en  représentant  par  a une  constante  déterminée.  De 
cette  équation  (a)  on  tire  celle 

.(i). 

qui  est  l’équation  différentielle  de  la  tractoire  , et  ne 
peut  s’intégrer  que  par  approximation.  Pour  opérer 
cette  intégration , observons  que  l’équation  précédente 

peut  se  mettre  sous  la  forme  de  dx  — dly  y/  a“  — y*, 
et  faisant 

(c). , . . ly  = z,  d’où  y =e*. . , .(.d)T 


Digitized  by  Google 


46 4 APPLICATION 

la  formule  précédente  deviendra 


dx  = dz  y'  o“  — é‘ 


Comparant  le  dernier  membre  de  l’équation  (e)  avec 
Xrdx  ( art.  267)  , on  a p = £ et  X — a1  — e“ , d où 
X'  =—  2ea\  A'"=  — 4e'1  > X’=  — 8eal  etc.  ; et  subs- 
tituant tes  valeurs  dans  la  formule  (200),  il  vient 

K» 

3 

(a*_  ««)»[-  2(a,-e**) 

fdz  y a’ — e“*  ou  x=const. ^ — h 5^» — 

etc. 1. 

5.7*^  j 

Mais  e’*  =>'*,  donc 

(û'-vfr  _ (a*— y1) 

x=const.-i^2L 

.1 

5.7y  J 

Pour  déterminer  la  constante  , reprenons  1 équation  (£) 

1 r » a*dy 

que  nous  mettrons  sous  la  torme  dx  — y y (a« y*) 

ydy — , et  intégrant  il  vient  x = V^a‘ — y* 

V*-y' 

1 a»  fl éy 4-  const.  Faisant  x = 0 , on  a 

J y y à*  — y* 

Qa  j'—dy 1-  const.  =—  V<?  —y1,  et  différen- 

tiant , il  Vient  ’ d*où«-=jff 

/et y =za  , donc  x = o lorsque  J = a,  ainsi  const.  =0, 
et  on  a complètement  
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* = _ f,  _ ~2l(&—y2  i 

3ys  L 5. y 5 .7  y "etcJ 

Faisant  y = o on  a a:  = 00  , donc  latractoire  est  une 
courbe  asymptotique,  et  son  asymptote  est  l’axe  des  x. 

De  l’équation  (a)  on  tire  / {/(dy'+  dx*),  ou  ?,  ~al(yc) 
(formule  552)  , en  représentant  par  c une  constante  in- 
déterminée; or, si  l’on  prendl'origine  del’arc  Aàceluide 
la  courbe  où  a = o etji=o,  on  aura  à ce  point 

°“=^(ac)>d  où  ac—  1 et  c = -^;  ainsi  on  a complètement 
A = c/  (A)  , 

ce  qui  est  la  formule  de  rectification  de  la  tractoire  ; 
donc  cette  courbe  n’est  pas  exactement  rectifiable! 

De  l’équation  (b)  on  tire  fydx? ou  -zs  ~ a*  f-  

\/ a? — y% 

~fÿÿ=y.u°T°‘- <555>] =i <■'  “=(*>  = f) 

-\-  \y\/a* — _y2  -f-  const.  , et  prenantl’aire  de  latrac- 
toire à commencer  de  l’origine  de  la  courbe  oùy=a. 


on  aura  const.  = a*  — -}  donc  on  aura  complète- 

ment 


Faisant  y =0  on  a «sa—  ±0»*-;  donq  l’aire  de 
l’espace  entier  et  se  prolongeant  à l'infini,  compris  entre 
la  tractoire  et  l’axe  des  abscisses  , est  égal  au  quart 
de  l'aire  du  cercle  décrit  avec  la  tangente  constante 
a comme  rayon, 
a. 
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Multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  (£  ) 
par  rry'1 , et*  intégrant  , on  aura  frry^dv  ou  V 
■*fydy  V .c  — y*-f-  const.  [form.  (56o)3,  et  effectuant 
l'intégration  £form.  (i42)»  art.  2123,,  on  aura  com- 
plètement 

(J<)  ; 

en  prenant  la  solidité  du  volume  de  révolution  à l’o- 
rigine du  volume  où  y ■=.  a.  Faisant  y ==  o j on  a le 
volume  entier  et  d'une  longueur  infinie  — — 
et  par  conséquent  égal  au  quart  de  la  sphère  ayant 
pour  rayon  la  tangente  constante  a. 

54°.  PROBLÈME.  Etant  donnée  une  équation  de 
relation  entre  la  rectification  d’un  arc  de  courbe  in- 
connue et  les  coordonnées  correspondantes  à P extré- 
mité de  cet  arc,  trouver  P équation  de  la  courbe. 

Soi  ction.  L’énoncé  de  ce  problème  n’est  évidem- 
ment que  la  traduction  géométrique  de  celui  d’analyse 
que  nous  avons  résolu  à l’article  3g8  ; car  l’équation 
donnée  étant  F(\,  ;r  , y)  = o , on  sait  qu’on  a d'ail- 
leurs r/AJ=  rfy3  + rfx’  [équat.  (552)3;  il  ne  s’agira  donc 
que  de  déduire  de  ces  deux  équations  celle  delà  courbe; 
c’est  ce  qui  a été  l’objet  de  nos  recherches  à l’article 
3g8  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur. 

54i.  Nous  avons  vu  à l’article  347  qu’une  même 
intégrale  telle  que  l’équation  xf y"  = const.  , qui  ap- 
partient aux  hyperboles  de  tous  les  genres,  pouvait 
satisfaire  à un  nombre  infini  d’équations  différentielle» 
de  la  forme  de  celle 

• t 

axdy  -f*  ~ydx  -f-  xcym(nxdy  -f-  pydx)  = O. . . . (a)  , 

en  y faisant  varier  à volonté  les  quantités  a>  m et 
c dont  l’intégrale  xFyn  = const,  est  indépendante.  C® 
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fait  analytique  qui  a toujours  lieu  lorsque  l’équation 
différentielle  proposée  se  compose  du  produit  d’une 
équation  primitive  par  une  équation  différentielle,  ne 
prouve  pas  pour  cela , ce  qu’on  pourrait  croire  au  pre- 
mier aspect,  que  par  un  même  point  de  la  courbe  dont 
l’équation  est  l’intégrale  de  la  différentielle  proposée, 
on  puisse  mener  un  nombre  infini  de  tangentes  dif- 
férentes : car  en  prenant  dans  l’équation  différen- 


tielle proposée  , la  valeur  de  ^~j—~  qui  est  l’expression 

générale  des  sous-tangentes  ( art.  ion),  il  est  évident 
que  cette  valeur  doit  avoir  pour  facteur  commun  de 
son  numérateur  et  dénominateur  , la  fonction  primi- 
tive qui  renferme  les  lettres  dont  est  indépendante  l'in- 
tégrale ; ainsi  en  réduisant  cette  valeur  à sa  plus  simple 
expression,  ou  n’aura  pour  expression  de  la  sous-tan- 
gente de  la  courbe  , que  celle  qu’on  aurait  en  opé- 
rant directement  sur  l’équation  de  cette  courbe.-  Par 

, , „ , . , . . y dx  anx-^-n* ,rc+‘y" 

exemple  de  1 équation  (a)ontirer-T—= : 

r n . . dy  ap  -f—  npxcym 

Or,  les  deux  termes  de  cette  fraction  ont  pour  facteur 

commun  a-f-  nxcym  \ ainsi  en  réduisant  la  fraction  à 

1 * . 1 . ..  VflJ  Tix 

sa  plus  simple  expression  % il  ne  reste  que*'— — = 

dy  p 

qui  est  la  même  valeur  de  la  sous-tangente  de  la  courbe 
xfy*  = const. , que  celle  qu’on  déduit  immédiatement 
de  cette  dernière  équation  , en  la  differentiant  et  pré-1 
nant  dans  l’équation  différentielle  résultante  la  valeur 

d e^.  ' ' 1 

542.  Noms  terminerons  ce  chapitre  par  un  exemple 
des  solutions  particulières  des  problèmes  de  Géométrie, 
c’est-à-dire  de  celles  dont  les  expressions  analytique» 

3a. 
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et  primitives  , satisfont  à l’équation  différentielle  dont 
l’intégrale  complète  donne  la  solution  générale  du  pro- 
blème , quoique  ceÿ  expression»  soient  absolument  in- 
dépendantes et  étrangères  à l’intégrale  complète. 

Trouver  l'équation  d’une  ligne  telle , que  si  d'un 
point  déterminé  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
toutes  les  droites  qui  touchent  la  ligne  cherchée  en  un 
point  quelconque , sans  la  couper  , toutes  les  perpen- 
diculaires ainsi  menées , soient  égales  entre  elles. 

Une  droite  qui  en  touche  une  autre  sans  la  couper  , 
étant  de  la  nature  des  tangentes , l’équation  de  cette 
droite  sera 

ÿ—y  = %&  “x) («)[équat.  (88)  art.  99]  ; 

donc  prenant  l’origine  des  coordonnée*  au  point  d’où 
sont  abaissées  les  perpendiculaires , l’équation  de  la 
perpendiculaire  abaissée  au  point  y et  x commun  à 
la  ligne  cherchée  et  à celle  de  l’équation  (a),  sera 

y=-^x'(è)> 

et  d’après  la  condition  du  problème , toutes  ces  per- 
pendiculaires devant  être  d’une  longueur  constante  que 
je  représente  par  a,  on  aura 

x/3—  a (c) . 

Eliminant  y',  x'  entre  les  trois  équations  (a)  , (6)  et 
(c),  on  a,  toutes  réductions  faites, 

ydx  — xdy  = ay  ( ’dy 1 -f-  dx1') (d) . 

Or , nous  avons  vu  à l’article  401  que  cette  dernière 
équation  qui  y est  indiquée  par  la  lettre  avait  pour 
intégrale  complète 

y — Cxx=a\Z(_0—  1) (e)  , 


1 
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en  représentant  par  C une  constante  arbitraire,  et  pour 
solution  particulière  l’équation 

. y+Æar=a* (/). 

Donc  il  y a un  nombre  infini  de  lignes  droites  qui  sa- 
tisfont à l’énoncé  de  la  question  , et  ces  droites  sont 
celles  placées  autour  de  l’origine  des  coordonnées , de 
manière  que  leur  plus  courte  distance  à ce  point  soit 
= a\  i^ais  il  n’y  a qu’une  courbe  (le  cercle  ) qui 
satisfait  à la  question  ; ainsi  cette  courbe  dont  l’é** 
quation  (f)  est  absolument  étrangère  à l’intégrale  com- 
plète (e) , est  une  solution  particulière  du  problème 
géométrique  proposé  : cependant  elle  a un  point  de 
commun  avec  toutes  les  solutions  données  par  l’inté- 
grale complète  (e)  , puisqu'il  est  évident , que  toutes  les 
droites  qu’on  obtient  de  cette  dernière  équation  , en 
faisant  varier  de  l’une  à l’autre  la  quantité  C , sont 
tangentes  au  cercle  de  l’équation  ( f ). 
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SECTION  VI. 

Calcul  des  variations. 


CHAPITRE  PREMIER. 

• INTRODUCTION. 

543.  Soit  y = <p  (x)  , la  caractéristique  p indiquant 
une  fonction  variable  pour  une  même  valeur  de  x , 
c’est-à-dire  passant  de  sa  forme  primitive  p(x)  à une 
autre  que  je  représente  par  ç'(x)  ; de  plus , repré- 
sentons par_y, , ce  que  devient  y = p (x)  dans  cette 
variation  de  $>(x)  , et  représentons  respectivement  par 
y'  et yi , ce  que  deviennent^  et_y,  lorsque  x croît  ou 
décroît  de  sa  différence  constante  Ax.  Cela  posé,  nous 
aurons , abstraction  faite  des  signes  qui  peuvent  af- 
fecter A x , les  quatre  équations 

{y  =<P  (*) . y — <P(-r+  Ax)} (a) 

(y.  = <p'  (*) » y\  = $>'(*4-  Ax)}. . . .(£). 

De  la  seconde  des  deux  équations  (a)  retranchant  la 
première  on  a,  y1  — y Ayt=:  Ap(x)  ; ainsi  Ay  est  la 

différence  de  grandeur  de  y , provenant  de  celle  Ax 
qu’éprouve  x dans  une  même  fonction  p de  x et  de  * 


« 


* 
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X-f-Ax.  Mais  si  delà  première  des  deux  équations  (6)  on 
retranche  la  premièreen  («),  on  a _y,—  y =<P  Cr)  <KX) 
qui  est  une  quantité  absolument  differente  de  celle 
y y—Ay,  pui.-que  celle-ci  provient  du  change- 

ment qu’éprouve  x dans  une  même  fonction  de  x , et 
que  celle  y — y résulte  de  la  variation  de  la  fonction 
<p  pour  une  même  valeur  de  X : nous  appellerons 
variation  de  y cette  dernière  quantité  y,  — V , et  l’in- 
diquerons , comme  ffa  fait  Lagrange  (*)  par  la  ca- 
ractéristique i'  qui , conséquemment,  est  dans  le  calcul 
des  variations  l’analogue  de  la  caractéristique  A em- 
ployée dans  le  calcul  des  différences. 

544.  On  a , d’après  cette  notation , les  équations 


{y'—y=  Ay> y“-y=ty< y.- .y*—  Ay«y^~~y'—^y  }••••($■ 


De  la  seconde  équation  on  tire  y — y -f-  > d où 

Ay,  = iy  -j-  A j'y.  Substituant  cette  valeur  dans  la 
troisième  équation  en  (t)  , on  a y ~y  + "H ^ “ty» 
et  éliminant  y , il  vient 


y + Ay  + Aty. . . ..(<0- 

La  quatrième  équation  en  (c)  donne  y'  —y'  +.)'^ 
=y+  Ay+j(y  + à y) , ou  y \ =y  + Ay  + ty+ï  A y ■ 
comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (d)  , on  a 
Ajy  = S A y (e). 

Cette  équation  donne  celle  Aj(  Ay  ) = «J*  A ( A y ) , 
ou  AjAy=jAy-,  donc  d’après  la  même  équation, 
(e)  , on  a A ‘jy  = j A y , et  continuant  da  mçme  , on 
trouvera  que  généralement 

, A nJy  = <f  A ny (56 1). 


(*)  On  sait  que  c’est  cct  illustre  Géomètre  qui  est  l’Inventeur, 
de  la  Méthode  générale  des  variations. 


% 
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545.  La  variation /y  étant  aussi  tme  fonction  de  x , 
nous  aurons  , en  substituant  dans  le  théorème  de 
Taylor  £ form.  (3g)],  J/y  à la  place  de  y, 

A jy— &x  + dl*y  AX*  I æly  Ax3  I etc 

**y~dx  dx*  a + d ^ a.3  + ' 

ou  mettant  dans  le  premier  membre  J1  A y à la  place 

de  A £équat.  (56 1)  , et  divisant  par  Ax,  il  viendra 

d A y dlv  , d*}  y A x 
— ■*-  = j—  -f-  ~x~  — * + etc. 

Ax  dx  dx  a 


Donc  pour  une  même  valeur  de  x , ce  qui  donne  si- 
multanément A x = o et  A y — o , on  aura,  d’après  la 
notation  du  Calcul  différentiel 

= 0U  Vy  = dSy. . . .(563); 

donc  la  variable  de  la  différentielle  d'une  variable , 
est  égale  à la  différentielle  de  sa  variation  ; et  on  dé-7 
montrera  par  un  raisonnement  exactement  semblable 
à celui  qui,  dans  l’article  précédent,  nous  a conduit 
de  l’équation  ( e ) à celle  ( 56 1 ) , que  généralement 
on  a » 

, d"iy  —ldny ......  (563) . 

Ainsi  on  peut  à volonté  faire  passer  la  caractéristique 
J1  des  variations  en  avant,  ou  après  celle  d des  diffé- 
rentielles. 

546.  Représentant  par  U une  fonction  différentielle 
quelconque,  soit  fU  = f/',d’où  U~dU‘  et  lU=Jdb' 
xxdW)  donc  J7U  ~IU',  et  mettant  à la  placede  II' 
sa  valeur  fU,  il  vient 

flUb=lf(J (564); 

donc  /IfiU  ] =/ 1 ?fU  ] = fl  {fU)==lR  fU)  , 0“ 
f*lU=  lf*U,  et  ainsi  de  suite,  on  démontrera  que 
généralement 

flU=tpU (565)  ; 
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d’où  l’on  voit  que  dans  les  intégrales  redoublées  des 
quantités  variées  , on  peut  mettre  à volonté  la  carac- 
téristique des  variations  en  avant  ou  après  celle  des 
intégrations. 

547.  Il  est  clair,  d’après  ce  qui  précède  , que  si  nous 
représentons  par  U une  fonction  différentielle  d’un 
ordre  quelconque  n entre  les  variables  x , y , z. . . , 
dans  laquelle  nous  supposons  pour  le  moment  et  pour 
plus  de  généralité  que  se  trouvent  les  différentielles  de 
tous  les  ordres  des  variables  jusqu’à  celui  » de  U, 
on  aura  la  variation , en  différentiant  à l’ordinaire  U\ 
et  mettant  seulement  la  caractéristique  S à la  place 
de  la  nouvelle  caractéristique  qu’il  faudrait  introduire  d, 
et  plaçant  S immédiatement  en  avant  de  la  variable 
correspondante  , afin  de  n’avoir  dans  tout  le  cours  de 
la  variation  de  U,  que  des  différentielles  des  quantités 

variées  Sx  , S'y,  Sz Nous  ne  nous  arrêterons  pas 

plus  long  - temps  sur  les  détails  de  cette  opération  , 
parce  que  nous  en  avons  déjà  parlé  au  chapitre  III  de 
la  quatrième  section. 


CHAPITRE  II. 


Méthodes  des  variations  dans  les  questions 
de  maximis  et  minimis , lorsque  la  fonction 
différentielle  proposée  n’est  quentre  deux 
variables , et  qu’iuie  de  ces  variables  varie 
pour  une  meme  valeur  de  Vautre. 


548.  Î5oit  la  Formule  différentielle  de  l’ordre  n. 


r=4- +*&+<& 


..+  11 


d'y 

dxn' 


•(566)  , 


) 


i 


% 
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dans  laquelle  dx  étant  considérée  comme  constante,  ' 
les  lettres  A , B. . .//représentant  des  fonctions  dex, 
y et  des  différentielles  du  premier  ordre  de  ces  va- 
riables élevées  à des  puissances  quelconques  , mais 
telles  cependant  , que  la  somme  des  indices  des  ordres 
et  puissances  des  différentielles  de  x et  y est  la  même 
dans  tous  les  termes;  puisque,  ainsi  que  nous  l’avons 
démontré  au  commencement  de  cet  Ouvrage,  le  terme 
qui  se  soustrairait  à cette  loi  serait  = o ou=  oc.  Cela 
po.-é  , il  est  clair  que  représentant  par  u l’intégrale 
de  U , cette  intégrale  ne  peut  être  significative  et 
déterminée  qu’en  tantqu’on  a d’ailleurs  , ainsi  que  nous 
l’avons  supposé  jusqu’à  présent,  une  relation  déterminée 
entre  x et  y donnée  par  une  équation 

f (*.  y )— ° (")> 

dans  laquelle  f représente  la  caractéristique  d’une  fonc- 
tion déterminée.  Cette  équation  (a)  étant  donnée,  on 
pourra  aisément  par  les  méthodes  ordinaires  enseignées 
au  chapitre  IX  de  la  première  partie  de  cet  Ouvrage, 
trouver  les  extrêmes  grandeurs  ( maxima  et  minima  ) 
de  l’intégrale  u de  U , mais  s’il  n’y  a pas  de  rela- 
tion connue  entre  les  variables  x et  y , ce  qu’on  peut 
exprimer  analytiquement  par  l’équation 
y=ç(x) ( b ) , 

en  représentant  par  <p  la  caractéristique  d’une  fonc- 
tion variable  pour  une  même  valeur  de  x;  alors  l’in- 
tégrale u de  U est  vague,  indéterminée,  et  il  paraît 
au-dessus  des  forces  de  l’esprit  humain  de  pouvoir  dans 
ce  cas-là,  déterminer  les  extrêmes  grandeurs  de  l’in- 
tégrale u de  U entre  certaines  valeurs  fixes  de  x, 
comme  nous  les  considérerons  dans  ce  chapitre,  ou  varia- 
bles, comme  nous  le  considérerons  dans  le  chapitre  sui- 
vant. Cependant  les  Newton,  Bernoulli  frères,  et  Euler 
<* 
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avaient  résolu  des  questions  semblables  dans  plusieurs 
cas  particuliers , lorsque  Lagrange  , par  un  effort  de 
génie  qui  fera  époque  dans  l’histoire  des  sciences  , 
inventa  la  méthode  générale  pour  résoudre  toutes  ces 
questions  ; cette  méthode  est  celle  des  variations  dans 
laquelle  plusieurs  grands  Géomètres , tels  que  Legendre 
et  Poisson,  ont  fait  de  nouvelles  et  belles  découvertes. 

La  méthode  des  variations  ne  s’applique  pas  seule- 
ment aux  questions  de  maximis  et  minimis  de  Géo- 
métrie et  de  Mécanique  , mais  elle  s’applique  aussi 
à d’ autre* parties  de  cette  dernière  science.  En  effet, 
il'est  aisé  de  concevoir  , par  exemple  , que  si  un  corps 
de  figute  donnée  et  soumise  aux  lois  de  la  Géomé- 
trie , parcourt  dans  l'espace  une  trajectoire  dont  la 
figure  est  donnée  par  le  genje  et  la  direction  des  > 

puissances  qui  agissent  sur  le  mobile,  il  y aura  deux 
choses  à considérer,  savoir,  1®.  les  points  du  pro- 
jectile ; a°. les  points  delà  trajectoire.  Or  , si  les  pre- 
miers points  f ou  les  seconds  considérés  entre  eux,  ad- 
mettent les  différences  , il  est  clair  que  les  premiers 
points  considérés  avec  les  seconds  admettront  les  va- 
riations, ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  chapitre  précédent.  Cependant,  afin  de  ne  pas 
dépasser  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  restreint 
cet  Ouvrage  , nous  ne  considérerons  la  méthode  des 
variations  qne  relativement  aux  questions  de  maximis 
et  minimis. 

54q.  L’intégifile  a de  U étant  une  fonction  de  x , 
nous  aurons,  en  représentant  par  u ce  que  devient  u 
lorsque  x augmente  de  ii,  l'équation 

u'=u-\-f'x  A x+f'x—  +î"x  ~ +etc (a) 

3 2.0 

, * Qform.  (i),art.  3]. 


i 
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Or,  si  la  relation  entre  x tty  était  connue,  alors  p 

indiquant  dans  l’équation  _y=^(x)  une  fonction  de 

. . „ du  d°u 

forme  constante,  on  aurait  x=-£-^etc.  » 


et  par  conséquent  f'x  = o ferait  connaître  l’extrême 
grandeur  de  u qui  serait  un  minimum  ou  un  maximum  , 
suivant  que  la  valeur  de  f'x  serait  positive  ou  néga- 
tive , (art.  69).  Mais  lorsque  la  relation  y = <p  (x) 
entre  y et  x est  inconnue  , alors  la  fonction  u n’est 
donnée  que  par  celle  U dont  elle  est  l’intégrale , et  les 
quantités  f'x,  f'x. . . . n’étant  prises  dans  cas  que 
par  rapport  à A x dont  x est  supposé  augmenter  dans 
<f>(x)  , il  faut , pour  obtenir  les  caractères  d’extrêmes 
grandeurs  entre  certaines  limites  de  la  valeur  indéter- 
minée de  u en  fonctions  de  la  seule  variable  x,  recourir 
à la  formule  proposée  (5GG). 


55o.  Le  théorème  de  Taylor  donne 


d'y  Ax*  rPy  Ax3 


OU 


±1 

Ax 


équation  qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des 
valeurs  de  Ax,a  encore  lieu  lorsque  Ax=o;  donc 


. A_y  dy 

Ax  dx 


00  : 


or,  il  est  évident  que  si  dans  l’équation  y=  <p  (x) , 
tp  indiquait  une  fonction  de  forme  constante  , on  aurait 
A_yr=  o lorsque  Ax=  o ; mais  à cause  de  la  forme 
variable  indiquée  par  <p  , la  variable  y varie  pour  une 
même  valeur  dex,  c’çst- à-dire,  lorsque  Ax=o,  et 
alors  cette  variation  étant  dénotée  par  <fy,  l’équation 
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y 

Ax  dx 


.((/). 


Mais  lorsque  Ax  = o,  il  est  clair  que  dx  qui  it’est 
autre  chose  que  la  représentation  de  Ax  dans  cet 
état  d’absolue  nullité,  lui  est  identique  ; c’est-à-dire, 
que  le  rapport  des  zéros  respectivement  représentés 
parâx  et  dx,  est  l’unité  , ce  qui  réduit  l’équation  (d) 
à celle  dy  = ty  : cela  posé  , la  formule  (a)  dans  la- 
quelle les  deux  premiers  termes  du  second  membre 


sont_y  + ^ Ax , étant  mise  sous  la  forme 


y'=y+*£: Ax+  f'x  Ax 


2 » 


c A 3? 

+ f xTT  + etc- 


■M/ 


nous  en  conclurons , d’après  la  théorie  des  suites  , dé- 
veloppée à l’article  3 , que  chaque  quantité  représentée 
par  fx  accentuée  , se  composant  de  celle  qui  la  pré- 
cède de  la  même  manière  que  cette  dernière  se  com- 
pose elle  - même  de  celle  qui  la  précède  , on  aura 

F(x)=— ^ 


dx 


— et  de  même  F(x)  = -2- 

ax 


dx?  • 


f,v  x==  etc. , donc 
dx? 

?=y+£  i*+3?— +35ir+e,c'”<^' 

Cette  formule  (/)  étant  démontrée , on  en  conclura 
sans  peine  , que  représentant  respectivement  par 

. .ce  que  deviennent  les  coefliciens  dif— 
férentièls^,  igL. . .lorsque  x devient  x -J-  Ax  , on 
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aura  , relativement  aux  variations  de  ces  quantités , 

4 

dx 


m 


dx 


+ -r-  AÆ_f 


dx  Ai1 


dx3 


dx*  2 

>fÜy 


♦ 

etc . . 


(ff> 


dx 


Aæ  + 


dx 1 A x1 


dx1 


• etc. 


•(*). 


\dx*J  dx* 
etc. 

dy  d3y 

Accentuant  17  > > * ^ etc-dans  l’équation(566), 

ef  y substituant  les  valeurs  de  ces  quantités  •accentuées 
déduites  des  équations  (y)  , (g-)  , {h). . . on  aura  , après 
les  développemens  et  les  réductions  nécessaires,  l’é- 
quation " 

T,  , i-U  A , ï'UJix'  , WAx’  , 

l/  = I/+^Ax+^'  ~+d?‘7X  + etc'(i)- 

Or,  nous  observerons  que  u étant  l’intégrale  de  17 
lorsque  y = ^(x)  , la  quantité  <p(x)  représentant  une 
fonction  indéterminée  de  x , elle  le  sera  encore  lors- 
qu'on considérera  x accrue  de  sa  différence  constante 
Ax,  donc  u'  = fU'-,  et  mettant  à la  place  de  u'  et 
de  JW  leurs  valeurs  respectives  [équat.  (a)  art.  54g  et 
' équat.  (i)3 , on  aura  celle 

u+F x A x+F'x  — — — h etc. 


dx 


+ z?~  + etcJ (/° * 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
A x , aura  encore  lieu  lorsque  A x = o , donc  u — JU, 
ce- qui  est  conforme  avec  l’hypothèse,  et  réduit  l’é- 
quation précédente  à celle 

„ r/i  Ax  frW  . ^ Ax  . ~l 

fx  + f x — +etc.=J  —+etc.  J » 
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qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
de  Ax , aura  encore  lieu  lorsque  A*  =o,  donc 
plu 

?x~  I . On  démontrera  par  un  raisonnement  sem- 

-j- - , et  enfin  que  généralement 

,'imU  S'u 

Or,  je  dis  qu’on  a généralement  î'x=-j-  , 


im,x 


=/: 


, ce  qu’on  pourrait  démon- 


t»  **U  Cm' 

I X—  -7--.  . X = J— ■ 

dx  dxm 

•trer  d’une  manière  semblable  à celle  que  nous  avons 
employée  ci-dessus  pour  parvenir  à l'équation  (_/")  , 
mais  que  nous  démontrerons  encore  plus  simplement 
de  1?  manière  suivante.  Si  l’équation  (a)  de  l’article 
54g  était  considérée  par  rapport  aux  différences , on 

dU 


aurait  Fx  = = -j-  » d’où  dF x 

dx  dx 


dx 


mais  nous 


/i'U  i'U 

-j-  , d’où  df'x  = ^2  J 

donc  égalant  les  deux  valeurs  de  dfx',  on  a l’équation 
dU—ïU  qui  ne  peut  exister  généralement,  celle 

Fx==^^^  étant  démontrée,  qu’en  tant  que  la  ca- 
ractéristique d du  premier  membre  se  change  en  celle 
i'  des  variations  , donc  Fx  = ; et  puisque  Fx  dé- 

rive de  Fx  comme  cette  dernière  quantité  dérivait 

<f  — * 

. „ dx  t~'u  . . , 

’ dx  dxa ’ ’ 

donc  ïu=fïU,  /*u-=fi*U...2au==PmU. 

55 1 . Cela  posé,  il  est  clair  que  le  caractère  de» 
extrêmes  grandeurs  de  «étant,  comme  nous  l’avons  dit. 


4?.a  calcul 

iYx=o  ou  Su  = o -,  il  sera  aussi  indiqué  par fSU  — o, 
ou  SU  — o ; ainsi , variant  l’équation  proposée  (566), 
on  aura  pour  caractère  des  extrêmes  grandeurs  de  u 
l’équation 


B'dSy  , Cd>Sy  , D'd?S y 


•f-etc.=o(a). 


-r  -T-  dxr 

Mais  d[_B'Sy2  — B'dSy  -f-  dB’Sy  , d'où 

B'dSy  — dlB'Sy^—dB'Sy (b)  : 

de  même  Cd'Sy  = d [ CdSy']  — dC'dïy , et  dCdSy 

— d[_dCSy] — d’-C'ty  , donc 

Cd*Sy  = dlCdïÿ]—  d[dCïy~\  + d'CS-y. . . . (c). 

De  cette  dernière  équation  on  conclura  celle  D’d?Sy 

— d[D'  d*Sy~]  — d[d//dty]  4 -d'D’dSy  ; mais  d'D'dSy 
= d[d'D'Sy1  — æD'èy  ; donc 

Wd?Sy  = d [ZT d“ty  ] — df  dD'dSy  ] +•  d[  daZ)  jy  3 
— dBD’Sy (d)  , 

et  ainsi  de  suite.  Substituant  ces  valeurs  £équat.  (è) , 
(c),  (d). . .3  dans  l’équation  (a)  , on  aura 

W=[A>-dir  • *C  æD' 


dx 


dx1 


dx? 


etc.^Jjy 


+ di 


r^_. 

dC  , d2D'  -j 

l_dx 

dx“  + dx?  J 

1+rü 

-S+*  :> 

'+r— 

+ \_dx- 

— etc.^d’ily 

.4-  etc. 

o (e)  ; 


donc  représentant  par  x Je  coefficient  de  Sy  dans  la 
première  ligne  horizontale , et  par  <a  tout  ce  qui  est 
renfermé  entre  les  accolades  sous  le  lien  ded,  on  aura 

SU 
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SU  = xJÿ-f-  dir  = o ; or  dw  étant  une  différentielle 
exacte,  et  hSy  ne  pouvant  l’être  que  pour  des  va- 
leurs particulières  de  Sy , il  s’ensuit  que  l'équation 
précédente  ne  peut  avoir  généralement  lieu  qu’en  fai- 
sant 

* = ° <f)  -, 

d’où  SU=d'&  = o.  Mais  Su  = fSU  , ainsi  que  nous 
l’avons  démontré  à l’article  55o  , donc 

iln  = ®+  c (g). 


Remettant  dans  ces  équations  ( f)  et  (g)  , les  valeurs 
respectives  que  représentent  A etw,  ou  aura  celles 


A’ _AIL  A-*C- 
de  dx * 


d3Dr 

- + etc.  =o  (567) 

f- 


. r R'  dC  , d'D'  ~\  . ,iv.. 

iu ~ r** + -d^~ etc- J *y + L 5? 

+etc’3^  etC-  etc+c-  ’ • (568). 

L’équation  (567)  contient  la  relation  nécessaire  entre 
x et^  pour  l'existence  de  l’extreme  grandeur  de  u,et 
peut  d'après  cela  , comme  l’a  fait  Lagrange , s’appeler 
équation  générale  du  maximum  ou  minimum.  Cette 
équation  appartient  en  géométrie  à la  ligne  qui,  parmi 
le  nombre  infini  de  celles  qui  ont  pour  caractère  gé- 
néral la  formule  (566)  , satisfait  de  plus  au  maximum 
ou  minimum  entre  les  limites  données. 


55a.  Quant  à l’équation  (568)  , il  est  aisé  de  voir 
que  celle  (567)  donnant  la  relation  entre  x .ety  qui 
doit  satisfaire  à la  question  , tout  sera  déterminé  dans 
l’équation  (568)  : or  , l'intégrale  Su  de  SU  devant  être 
prise  entre  les  limites  données , et  Su  devant  être 
= o entre  ces  limites  , il  est  clair  qu’à  la  première 
et  dernière  limite,  la  différence  des  valeurs  respec— 


■% 
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tives  de  Su  sera  nulle  ; donc  si  nous  représentons  par 
Su,  et  Su,  les  valeurs  respectives  de  Su  aux  première 
et  dernière  limites , nous  aurons  l’équation 

Su,  — <fua  = o (56g)  } 

et  indiquant  d’une  manière  semblable  les  quantités  qui 
appartiennent  respectivement  à la  première  et  à la  der- 
nière limite,  nous  aurons  d’après  l’équation  (5G8)  , celle 

G(D,-(ë).+->+[Q.— > 

+—[(£).-(£)  .+«•>-[(£). 

— etc.  ]%.  — etc.  =o (570) 

qui  s’appelle  X équation  des  limites. 

553.  L’équation  (667)  est  la  condition  d’intégrabilité 
de  U pour  résoudre  la  question  de  maximis  ou  mi— 
nimis  proposée  ; mais  nous  observerons  qu’à  cause  de 
la  coexistence  des  deux  équations  (667)  et  (568)  , on 
pourra  déduire  une  autre  équation  de  condition  d’in- 
tégrabilité de  U pour  la  solution  en  question,  qui  sera 
indépendante  de  £'.  En  effet,  représentant  dansl’équa- 
tion  (568)  , le  coefficient  de  Sy  par  P,  celui  de  dSy 
par  Q , celui  de  d?Sy  par  R , etc.,  on  aura 

Su  = PSy  -+-  Q dSy  -f-  Rd*Sy  + etc  + c. 

Mais  , conformément  aux  équations  (A),  (c)....  de 
l'article  55i  , on  a 

QdSy  = d(QSy)  — dQSy 
Rd'Sy  —d(RdSy) — dÇdRSy)  -f  d*RSy 
etc. 

donc  Su7=(P  — dQ-{~  d*R  — etc.)ty  -)-d((Ç—dR 
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+ etc.)ty+  ( R — etc.)<f«ty-f  etc.}  + c,et  remettant 
les  valeurs  de  P,  Q , R. . . il  vient 


/r 

dx 


3 dC 
dx * 


+ 


3 d'TY 

dx1 


-etc  .)*>■+<*{.(£ 


— + eIC-  )*y  + (£i  — etc.y^+ete.J+c. 


Or,  pour  que  J'u  soit'=o,  ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  les 
extremes  grandeurs  de  u,on  voit  , comme  nous  l'avons 
démontré  relativement  à l’équation  (e)  de  l'article  55i, 
qu’on  doit  avoir 


_ sdC 
dx  dx* 


Zd'iy 

dx‘ 


etc.  = o. . . .(a). 


et 


sdD'  , 

\dx* 

dx3  1 

(^3  — etC-)^+  etC O)- 


DilTérentiant  l’équation  (a)  , on  a celle 

d£ 

dx 


ad'C  3 d3iy 

-p 


etc.=o. 


dx*  dx* 

qui  étant  ajoutée  à l’équation  (667)  , donne  celle 


A'- 


d°C  . a d3D' 


dx * 


dx? 


— etc.  = 0(571)  , 


qui  est  l’équation  de  condition  d’intégrabilité  de  U 
dans  l’état  de'  la  question  proposée. 


554-  Nous  allons  examiner  le  cas  où  la  formule 
différentielle  U ne  serait  que  du  premier  ordre.  Il 
est  clair  que  dans  ce-cas  là , les  termes  de  l'équation 
(a)(art.  55i)  affectés  de  C,  D’ ...  sont  tous  égaux  à 


zéro  : car  si  seulement  le  troisième  terme 


Cd'Sy 

dx * 


ou 
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( art'  ^4^)  existait , il  s’ensuivrait  que  la  varia- 
tion S'il  de  U serait  une  formule  différentielle  du  se- 
cond ordre , ce  qui  ne  peut  être  lorsque  U n’est  que 
du  premier  ordre , puisque  la  variation  n’altère  en 
rien  l’ordre  de  différentielle. 


Il  suit  de  là , que  dans  le  cas  où  U est  une  fonction 
différentielle  du  premier  ordre  , l’équation  de  condi- 
tion (571)  se  réduit  à celle 

^=0 (a), 

dBf 

et  l’équation  (567)  devient  -j—  = o , d’où 
B' 


dx 


= a. 


■(b), 


en  représentant  par  a une  constante.  Ainsi  cette  der- 
nière équation  (ù)  est  celle  qui  satisfait  à la  question 
du  maximum  ou  minimum  de  fU. 


555.  Puisque  ^ est  égale  à une  constante  a , il 
est  clair  qu’aux  première  et  dernière  limites,  on  aura 
également  ~(j&)  =a>  aiasi  l’équation  aux  li- 
mites (570)  , se  réduira  dans  le  cas  présent  à celle 


— = o (57a) 

Exemple.  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre 
des  termes  donnés  sur  un  même  plan. 

Quelle  que  soit  la  ligne  cherchée , nous  savons  que  sa 
longueur  absolue  entre  des  termes  donnés,  est  l’inté- 
grale de  ydy*  -f  dx’  prise  entre  ces  deux  limites  £art. 
529  , form.  (55a)]  ; donc 
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et  fU  = /(/ dy^-ydx*  doit  être  un  minimum,  ce  que 
nous  jugeons  pouvoir  toujours  s’obtenir  d’aprèsla  forme 
de  la  valeur  de  U qui  est  du  premier  ordre , et  ne 
renferme  pas  la  variable  primitive^  (art  554).  Variant 

l’équation  (a)  , il  vient /t/  = — --  ^ 

V/dv“-f  dx* 

dx 


rtUy,  donc 

y «y  -f-  axJ 

. ^ = a[équat.  (b)  art.  5541,  d’où  on 

y/dy'  + dx'  J 


tire  = 
dx 


Ÿ i — a5 


, et  intégrant  il  vient 


y = 


ax 


ÿ i — a- 


+ c. 


ce  qui«est  l’équation  d’une  ligne  droite  formant  avec 
l’axe  des  abscisses  , un  angle  dont  la  tangente  trigo- 
' • a 

nometnque  est  ■■  , et  dont  consequemment  le 

y i — aa 

sinus  est  a ; ainsi  représentant  par  & cet  angle  , l’équa- 
tion aux  limites  est 


sin  <*  (jy, — ° (O 

£équat.  572^  ; or  , si  les  termes  donnés  entre  lesquels 
on  doit  mener  la  plus  courte  ligne  possible,  étaient 
deux  points  fixes  , alors  les  ordonnées  _y,  et_ya  des  li- 
mites étant  invariables,  on  aurait  <fy,  = o et  cty„  = o ; 
ainsi  l’équation  des  limites  (c)  seroit  satisfaite.  Mais 
dans  tous  les  autres  cas  , on  ne  satisfera  à l’équation  (e) 
des  limites,  qu’en  faisant  ty,  — = o , ce  qui  in- 

dique que  les  droites  sur  lesquelles  sont  prises  les  plus 
courtes  distances  sont  parallèles;  ou  en  faisant  sin  a—o, 
d’où  a.  — o;  ce  qui  indique  que  les  droites  successives 
sur  lesquelles  on  prend  les  plus  courtes  distances  sont 
parallèles  à l’axe  des  abscisses. 
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556.  Lorsque  les  coordonnées yx  et  y^  sftnt  des  limites 

déterminées,  ainsi  que  les  coefficiens  différentiels  -P  . 

dxt 

■jp. . . . ‘P  , ....  alors  il  est  clair  que  les  va- 

dx*,  dx%  ax\  ’ 

riations  de  toutes  ces  quantités  étant  nulles  , l’équation 
aux  limites  (670)  est  satisfaite  d’elle-meme  sans  con- 
dition ; c’est  ce  que  nous  avons  vu  avoir  lieu  dans 
l’exemple  de  l’article  précédent , lorsque  les  ordonnées 
des  limites  sont  données  , c’est-à-dire  lorsqu’il  ne  faut 
trouver  que  la  pltis  courte  distance  entre  deux  points 
donnés. 

Si  au  contraire  aucune  des  valeurs  précédentes  cor- 
respondantes aux  limites  n’était  donnée , alors  il  fau- 
drait égaler  dans  l’équation  (57a)  chaque  coeilicient'à 
zéro  , ce  qui  donnerait  autant  d’équations  de  condition 
qui  devraient  être  satisfaites  en  meme  temps,  pour  que 
le  problème  des  extrêmes  grandeurs  pût  être  résolu. 
Enfin  si  une  partie  de  ces  quantités  relatives  aux  li- 
mites , était  donnée  soit  immédiatement , soit  par 
une  équation  de  relation  qui  existerait  entre  elles  , 
dans  le  temps  que  les  autres  resteraient  arbitraires , 
il  faudrait  réduire  le  nombre  des  variations  des  quan- 
tités^,, y%,  . . . 2^-.'. . au  plus  petit  nombre  pos- 

sible , et  égaler  à zéro  les  coefficiens  de  chacune  de 
celles  qui  restent  indéterminées. 


\ 
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CHAPITRE  III. 

De  la  méthode  des  variations  dans  les  ques- 
tions de  maxima  au  minima  entre  des  li- 
mites variables  , et  en  ne  considérant  toujours 
que  les  fonctions  différentielles  a deux  va- 
riables. 

• 

N oüs  n’avons  considéré  jusqu’à  présent  que  les  cas 
où  les  ordonnées  des  limites  sont  à des  distances  fixes 
de  l’axe  des  ordonnées , mais  il  arrive  la  plupart  du 
temps  qu’on  est  obligé  daflh  les  questions  d’extrêmes 
grandeurs,  de  faire  varier  x en  même  temps  que  y. 
Nousallons  nous  occuper  dansce  chapitre  de  ces  deux 
variations  simultanées. 

557.  En  suivant  le  calcul  des  articles  55o  et  55i  , 
il  est  aisé  de  voir  que  si  on  avait  opéré  par  rapport 
aux  différentielles  , comme  on  l’a  fait  par  rapport  aux 
variations  ,qu’ensuite  on  eût  représenté  par  Y le  coef- 
ficient de  i~y  dans  l’équation  (e)  de  l’article  55 1 , et 
respectivement  par  Y',  Y"  , Y*....  les  coefficiens  de  J'y, 
dfy  , d*fy. . . . entre  les  accolades  et  sous^e  lien  de 
la  caractéristique  générale  d , on  aurait  eu  l’équation 

d U—Ydy+dtY,dyJ-Y"dy+V,æy  + etc.]  ...(a), 

dans  laquelle  dx  a été  considérée  comme  constante 
et  dy  comme  variable.  Mais  si  on  avait  opéré  en  sens 
inverse  , e’est-à-dirc  si  on  avait  considéré  dy  comme 
constante  et  dx  comme  variable,  on  aurait  eu  une 
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équation  de  la  forme  dU  — Y,  dx  -f-  db , dans  laquelle 
Y,  représente  un  polynôme  analogue  à celui  représenté 
par  Y dans  l’équation  (a)  , etô  représente  un  polynôme 
ordonné  par  rapport  aux  ordres  de  la  différentielle 
de  x , analogue  à celui  ordonné  par  rapport  aux  ordres 
de  la  différentielle  dey  renfermé  entre  crochets  dans 
l’équation  (a).  Donc  si  on  fait  varier  simultanément 
y et  x dans  le  sens  des  différences , on  aura 


dU  = Ytfy-f-  Y ,dx  -f-  (b), 

en  représentant  par  v tout  le  polynôme  renfermant 
les  différentielles  de  tous  les  ordres  de  x et  y jusqu'à 
celui  n de  U.  Or  de  l’équation  (é)  , on  tire  celle 
U — <r*  =f(Ydy  -j-  Y,dx)  , qui  ne  peut  avoir  généra- 
lement lieu  qu’en  faisant 

Ydy+  Y,dx=o (c)  ; 

puisqu’il  n’y  a que  des  ops  particuliers  qui  pourraient 
rendre  Ydy-f-  Y,dx  une  formule  différentielle  exacte. 
Cela  posé,  la  formule  (e)  de  l’article  55i  dans  laquelle 
on  n’a  pas  fait  varier  x,  étant  mise  sous  la  forme 
i'U—  Ycfy  -f-  d*r,  on  aura  pour  le  cas  où  x seule  varie, 

SJJ  — — Y & * x-f-<£a r',  à cause  de  Y,  = — Y 

[équat.  (c)].  Donc  y et  x variant  simultanément  dans 
le  sens  des  variations  <f  ; il  viendra  l’équation 


ïu= y -m  («+<)••••  oo 


qui,  comme  nous  l’avons  démontré  à l’article  55 1 , ce 
pourra  généralement  satisfaire  à l’équation  ïU  = o , 
qui  doit  avoir  lieu  pour  les  extrêmes  grandeurs  de  fU, 
qu’en  tant  qu’on  aura  Y = o , ce  qui  est  l’équation 
(567).  Ainsi  l’équation  générale  du  maximum  et  du 
minimum  est  la  même , soit  qu’on  ne  fasse  varier  que 
y , soit  qu’on  fasse  varier  simultanément  y et  x. 
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L'équation  Yt=o  réduit  celle  (rf)  à l'équation 
SU=d  0®+'®')»  niais  Su—  fSU  , donc 

Su  = <ar-f"æ/ (e). 


Comparant  l’équation  ( d)  avec  celle  (e)  de  l'article 
55i  , on  voit  d’abord  que  Y multipliant  seulement  Sy 


dans  l'équation  (e)[art.  55 1}.  et  multipliant  Sy — 


? 

dx 


dans  le  cas  où  l’on  fait  varier  simultanément  xety  , il 

dy  y 

faudra  substituer  de  même  Sy  — ^ <Tx  à la  place  da 


Sy  dans  la  valeur  de  Su  féquat.  (e)3  ; mais  d'un  autre 
côté,  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve  que  la  va- 
leur de  Su  dans  le  cas  que  nous  traitons  actuellement , 


USx 


a augmenté  de  — ; donc  si  nous  représentons  par 

F ( Sy ) la  valeur  de  Su  lorsqu'on  ne  fait  varier  que  y, 
nous  aurons,  lorsque  nçus  ferons^varier  simultanément 

y et  x,  la  valeur  de  Su  qui  sera  F (^Sy — ^ Sx  ^ +• 


L 'Sx 
dx  * 


558.  Dénotant  comme  dans  le  chapitre  précédent,  les 
quantités  qui  appartiennent  aux  première  et  dernière 
limites  , on  aura  de  même  l’équation  aux  limites  qui 
sera  Sut — «tu,  = o ; et  si , comme  cela  arrive  souvent , 
les  deux  limites  sont  indépendantes  l’une  de  l’autre  , 
on  aura  séparément  <fu,  = o et  Su%~  o. 

é 

Exemple.  Trouver  la  plus  courte  distance  entre 
deux  lignes  données , et  tracées  sur  un  meme  plan. 

Cet  exemple  diffère  de  celui  de  l’article  555 , en  ce 
que  nous  y supposions  que  les  deux  termes  entre 
lesquels  il  fallait  mener  la  plus  courte  ligne , étaient 
d’abscisses  constantes,  tels  que  deux  points  ou  deux 
droites  perpendiculaires  à l’axe  des  x , et  qu’ici  les 


".«r 
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deux  termes  étant  deux  lignes  quelconques,  courbes  ou 

droites  inclinées  sur  l’axe  des  x , les  abscisses  varient 

en  même  temps  ; mais  puisque  dans  l’un  et  l'autre 

cas  on  a Y = o [[équat.  (56^3  , nous  en  conclurons  que 

dans  cet  exemple,  comme  dans  celui  de  l’article  555, 

la  plus  courte  distance  cherchée  est  une  ligne  droite; 

ainsi  nous  n’avons  à nous  occuper  que  de  l’équation 

des  limites,  et  de  la  manière  dopt  la  droite  qui  est  le 

minimum  des  distances , doit  couper  les  deux  lignes 

données  qui  la  terminent. 

* , , JS' 

Nous  avons  trouvé  à l’article  555  , que  — = 

^ -,  donc  dans  le  cas  où  y varierait  seule  , on 


[/(dy^-l-dx3) 
aurait  Ju 


dy 


, : é'y  féquat.  (570)"]  ; d’où  nous 

v/dy+dr’  J 

conclurons  que  dans  le  cas  où  _y  et  a;  varient  simul- 
tanément, on  a tTu  = — , ^ . ■ : ( S'y  — —■  Sx  ^ 

t /d\‘+dx*\  J dx  J 


<fc  \/  dy*  dx s 


-f— — : 


dx 


dyi-\-dx’L 

(art.  557) , et  faisant  les  multipli- 
cations et  réductions  nécessaires , il  viendra 

*/  dy 3 -J-  dx‘ 

Cela  posé,  soient 

{b).,.  .y=f(x)  et  y = F(ar) . . . . (c)  , 

les  équations  des  deux  lignes  qui  doivent  terminerla 
plus  courte  distance  de  l’une  à l’autre  , et  supposons 
de  plus  qu’elles  soient  indépendantes  l’une  de  l’autre  , 
ce  qui  donnera  pour  la  première  limite  [[équat.  (é)J  » 

S~ut  = dytiy,  + dxlS'xl  = o . . , . ( d ) : 
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or,  l’équation  (i)  étant  -successivement  dilTérentiée  et 
variée  , donne  dy  =J'  (x)dx  et  iy  — f (x)J'x  -,  élimi- 
nant J'  (x)  entre  ces  deux  équations,  on  a^~-  , 

et  à cause  que  cette  équation  appartient  à la  pre- 
mière limite  [equat.(&)]  ,on  aura  > ainsi  la 

tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme  la 
tangente  de  la  courbe  au  point  où  elle  est  rencontrée 
par  la  plus  courte  distance,  étant  représentée  par  t , 
on  aura 


Mais  de  l’équation  ( d)  qui  est  relative  à la  plus  courte 

distance,  on  tire  ^r= — donc  représentant  par 

T la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme  la 
droite  sur  laquelle  est  prise  la  plus  courte  distance 

avec  l’axe  des  x,  il  viendra  = et  substi- 

dx,  1 

tuant  cette  valeur  dans  l’équation  (e)  , on  aura  celle 
Tt+  1=0 (/)  , 


ce  qui , comme  on  lésait , est  le  caractère  des  droites 
perpendiculaires  entre  elles  (Biot,  art.  3a). 

On  démontrerait  de  même,  que  représentant  par  t' la 
tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme  la  tan- 
gente de  la  courbe  de  l’équation  (c)  au  point  où  elle  est 
rencontrée  par  la  ligne  de  la  plus  courte  distance  , 
on  a 

7Y  -4-1=0 (g)  ; 

donc  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance  entre 
deux  lignes  données  est  normale  à ces  deux  lignes , 
et  par  consé<j%ent  les  tangentes  qui  contactent  les 


y 
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deux  courbes  dans  les  deux  points  les  plus  voisins, 

sont  parallèles  entre  elles. 

Pour  mettre  en  exécution  la  recherche  de  la  plus 
courte  distance  entre  deux  courbes  données  , on 
prendra  dans  leurs  équations  respectives  , la  valeur  de 

en  fonctions  d’une  seule  des  deux  variables  x ou  y , 

on  égalera  ces  deux  valeurs  de  -J-  , ce  qui  donnera  les 

coordonnées  du  point  de  l’une  de  ces  deux  courbes, 
par  exemple  la  première  , où  doit  passer  la  ligne  de 
la  plus  courte  distance  (*)  ; ensuite  on  trouvera  l’é- 
quation y ~ Tx  c de  cette  dernière  ligne  , soit  en 
calculant  l’équation  de  la  normale  de  la  première 
courbe  (art.  1 15)  , soit  en  calculant  directement  T par 
le  moyen  de  l’équation  (f)  , et  cherchant  la  valeur  de  c 
d’après  la  condition  que  la  droite  en  question  passe 
par  le  point  où  elle  rencontre  la  première  courbe  , et 


dy 

(*)  II  semblé  qu’on  ne  devrait  égaler  les  valeurs  de  prises  dans 

les  équations  des  deux  courbes,  pour  en  déduire  celles  des  coor- 
données y et  x en  quantités  constantes , qu’en  tant  qu’on  consi- 
dérerai! un  point  commun  à ces  deux  courbes , et  c’est  ce  qui 
n’a  pas  lieu  dans  ce  cas*  ci.  Mais  si  on  imagine  que  la  courbe 
^8’  5*  EQG  dont  la  plus  courte  distance  à celle  BCD  est  CF , se 
meut  de  manière  que  le  point  F de  la  première  de  ecs  courbes 
glisse  le  long  de  FCj  il  est  évident  que  quand  le  point  F sera 
sur  celui  C , il  n’y  anra  que  ce  point  de  contact  entre  les  deux 
courbes , donc  la  tangente  FI  sé  confondra  avec  celle  CH,  et  le  calcul 
précédent  donnera  les  coordonnées  du  point  de  contact  C ; Or  ce 
point  C qui  appartient  à la  courbe  BCD  , reste  le  même  , soit  que 
la  courbe  EFG  contacte  celle  BCD,  soit  qu’elle  se  trouve  h la  distance 

dy 

CF  ; donc  en  égalant  les  deux  valeurs  de  on  a , dans  tous  les  cas , 

* . • 

les  coordonnées  du  point  C le  plus  voisin  de  la  courbe  EQG. 
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dont  les  coordonnées  sont  déjà  déterminées.  Combi- 
nant l’équation  de  la  ligne  de- la  plus  courte  distance 
avec  celle  de  la  seconde  limite  [équat.  (c)J , on  aura 
les  coordonnées  du  point  de  cette  dernière  ligne  qui  est 
le  plus  voisin  de  la  première  limite. 

Soit , par  exemple,  proposé  de  trouver  la  plus  courte 
distance  de  l’arc  de  cercle  BCD  ayant  pour  équation  p^ 
y = l/  1 — or*  , à l’arc  de  parabole  EQG  ayant  pour 
équation  — 3)I==  5 (x — |).  De  l’équation  du  cercle 

on  tire  — = — — X — •,  celle  de  la  parabole  donne 
dx 

4^  = — ■■  -,1  ; égalant  ces  deux  valeurs , on  a 

dx  i/3(4x— 1)  & • 

l’équation  du  troisième  degré  12X3  — ax“ — 1=0 

dont  les  trois  racines  sontx = o,  5 et  x = — — “ » 

ces  deux  racines  imaginaires  prouvent,  ce  qui  est 
évident  de  soi-même  et  doit  toujours  avoir  lieu,  qu’il 
ne  peut  y avoir  qu’un  point  de  chacune  des  courbes 
qui  satisfasse  à la  condition  du  minimum  des  distances. 
Substituant  la  valeur  réelle  de  x dans  l’une  de  celles 

de  g , par  exemple' la  première,  on  trouve  ~ ou 

t — — > et  mettant  cette  valeur  dans  l'équation 

Tt  -f- 1 =0  , on  a T=\/3}  donc  l’équation  de  la 
droite  des  plus  courtes  distances  est  y=x^3-f-cj 
mais  au  point  C où  cette  droite  rencontre  i’arc  dé 
cercle  , on  a x 3=  o , 5,  d'où  y=  y/0>  75;  donc  c=±o, 
et  l’équation  de  la  ligne  ACFM  est  y — x\/3  ; ce  à 
quoi  00  devait  s’attendre  d’avance  , puisqu’étant  nor-4 
male  au  cercle  , elle  doit  passer  par  son  centre.  Com- 
binant cette  dernière  équation  avec  celle  de  la  para- 
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Fig.  5.  bolc  P°“r  trouver  le  point  F , on  a x=  1,4  etx=2,'2.’ 
La  première  seule  tîe  ces  deux  valeurs  satisfait  à la 
question,  en  donnant  l’abscisse  du  point  F de  la  para- 
bole le  plus  voisin  du  cercle  ; la  seconde  valeur  de 
x est  l’abscisse  du  point  M où  la  ligne  des  plus  courtes 
distances  rencontre  la  branche  supérieure  de  la  pa- 
rabole. 


CHAPITRE  IV. 

Extension  de  la  méthode  des  variations  dans 
% cas  où  la  fonction  différentielle  proposée 
est  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
de  variables. 

55q.  I AIS'ANT  pour  abréger  dans  l’équation  (e)  de 
l’article  55 1 ,1e  coefficient  de  }y  hors  du  lien  de  d — Y, 
et  représentant  respectivement  les  coefficiens  de  Sy  , 
di'y  etc.  sous  le  lien  de  d,  par  Y'  , Y"  etc  -,  cette  équa- 
tion (e)  deviendra 

W = Y£y  + d[  YVy  + Y "diy  4-  etc. } (a) , 

et  si  , comme  nous  l’avons  démontré  dans  le  chapitre 
précédent , x est  variable  dans  le  sens  caractérisé  par 
• dy 

£,  il  faudra  substituer  Sy — à £y , et  ajouter 

bSx 

~dT * 

- Si , actuellement  nous  considérons  le  cas  oè  U est 
fonction  des  trois  variables  x,  y,  z , ainsique  de  leurs 
différentielles  , en  supposant  toujours  que  x varie  uni- 


Digitized  by  Google 


DES  VARIATIONS.  4g5 

formément  dans  le  sens  caractérisé  par  A;  alors  la 
valeur  de  la  différentielle  proposée  pouvant  être  mise 
sous  la  forme 

L-A-y+BÈ+cS  + etc-+ÛZ+i£ 


+c£ë+etc- 


■ (573)  , 


il  est  clair  qu’en  considérant  d’abord  x comme  inva- 
riable dans  le  sens  caractérisé  par  S , on  aura  , par 
des  calculs  analogues  à ceux  qui  nous  ont  conduit  à 
l’équation  (e)  de  l’article  55 1 , celle 

SU  = YSy  + ZSz  + d{Y'dy+Yudïy  -fetc. 

+ Z’ïz  + Z "dSz  + etc. }.....  (i)  ; 


dans  laquelle , d’une  manière  analogue  aux  quantités 
représentées  par  Y , Y' , Y" , on  a 


z =“'--E+S-e*c' 


l 


En  examinant  l'équation  Ci)  , il  est  aisé  de  voir  que 
la  quantité  YSy  -f- ZSz  ne^ouvant  être  une  différence 
exacte  tant  que  Sy  et  Sz  ont  des  valeurs  arbitraires , 
doit  etre  nulle  d’elle-meme  : on  aura  donc 

YSy  + ZSi  =o.  . .(574)  , 

ce  qui  est  l’équation  générale  des  maximis  et  mi- 
nimes. 


56o.  S’il  n’y  a aucune  relation  donnée  entre  y et" 
z pour  une  même  valeur  dex,  alors  leurs  variations 
Sy  et  Sz  étant  indépendantes  entre  elles,  il  faudra 
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pour  satisfaire  à l’équation  (574) , faire  séparément 

{Y  —o  et  Z=  o } (575), 

et  ces  deux  équations  entre  x , y , z serviront  à trouver 
les  valeurs  de  y et  z en  fonctions  de  x qui  satisfont 
à la  question  de  maximum,  ou  minimum  proposée. 

56 1 . Mais  si  par  les  conditions  du  problème,  on  a 
entre  les  trois  variables  x , y , z une  équation 

F O.  .y  , a)=o (a), 

alors,  en  supposant  toujours  x invariable  dans  le  sens 
S,  il  faudra  varier  l’équation  (a)  par  rapport  à y 
et  z,  et  substituer  le  rapport  qu’on  en  déduira  dety 
à Sz  dans  l’équation  aux  extrêmes  grandeurs  (574)  j 
ce  qui  donnera  une  équation  sans  variations  qui , com- 
binée avec  l’équation  (a),  donnera  les  valeurs  de  y et 
z en  fonctions  de  x.  Ainsi  en  représentant  par  FW  Je 
coefficient  de  Sy  lorsqu’on  a varié  l’équation  (a)  par 
rapport  à y seule,  et  par  FW  le  cibefBcient  de  Sz 
dans  la  variation  partielle  de  (a)  par  rapport  à z,  on 
aura  l’équation  FbO<ty -f-FWcfz=oj  et  éliminant  entre 

cette  équation  et  celle  (5/4)  la  quantité  , il  vien- 

à 7» 

dra  l'équation 

YFW—ZF6)  — P. (576), 

qui  , combinée  avec  celle  (a)  , donnera  les  valeurs  res- 
pectives de  y et  z en  fonctions  de  x. 

5Sa.  L’équation  (5 74)  réduit  le  second  membre  de 
celle  (é)  de  l’article  55q  à la  seule  quantité  qui  est 
entièrement  sous  le  lien  de  ci;  donc  à cause  de  Su—fSU 
(art.  55o) , on  aura 

Su  = Y'<ty  — 1“  Y 1 de  y -f-  etc.  +Z  ’ Sz  -f-  Z "dSz 
4- etc (577). 

Mais 


* 
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Mais  ici,  comme  à 1 article  55a,  on  prouvera  que  l’é- 
quation aux  limites  doit  être  tu,  — tu>z=a  [éq.  56q]  ; 
donc  dénotant  de  même  qu’à  l’articlè  cité,  les  quantités 
appartenantes  aux  première  et  dernière  limites  de  l’ex- 
t.rême  grandeur  cherchés,  on  aura  pour  équation  aux 
limites  , 

Yity+Ÿ^üyH-etc.  +Z\tz,+Z'[dtz,+  etc.  — 

Ya«iya  Y "dtyt — etc. — Z'Jz%-Z  "tWza — etc.:=o..(57P). 

563.  En  supposant  actuellement  que  x varie  aussi 
dans  le  sens  de  t , nous  démontrerions  de  même  que 
nous  l’avons  fait  à l’article  557 , qu’il  faut  substituer 

dans  l'équation  (5 j4)  les  quantités  ty  — ^ tx  et 

dz  « ^ x 

dx^x  a P^ace  des^-espectives  ty  et  tz  , ce 

qui  donne  dans  ce  cas-là , pour  équation  des  extrêmes 
grandeurs  celle 

Y(?y~~cLc  /j0  + K**  ~È*X)=0‘--  (•).  ' - 

à laquelle  on  ne  pourra  satisfaire  s’il  n’y  a aucune 
relation  donnée  entre  y et  t,  que  par  le  m*yen  des 
«quations  (575)  ; ainsi  dans  ce  cas-là  , la  variation  de 
a;  dans  le  sens  caractérisé  par  t , n'influe  en  rien  sur  la 
quantité  d’extrême  grandeur  qui  satisfait  à la  ques- 
tion. ’ 

De  même  s’il  y a entre  les  trois  variables  , l’é- 
quation F(x,  y , z ) = o , celle-ci  étant  successive- 
ment dilférentiée  et  variée  , donne 

F *dx  + F^y  -f  F *dz  — o (b) 

F&tx  -+•  F Mty  -f  FMj'z,  = o (c)  , 

enreprésentantpar  Fxdx  ,F/Jy,  F ldz  les  différentielles 
partielles  effectuées  àe  F (x,  y,  z ) , et  par  FC^Vu;  , 
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FtiVy,  FWiTz  les  variations  partielles  effectuées  de  la 
même  quantité.  Mais  il  est  évident  que  l’algorithme 
du  calcul  des  variations  étant  le  même  que  celui  des 
différences  , les  coefficiens  de  dx , dy  et  dz  dans 
l’équation  (b)  , seront  respectivement  identiques  avec 
ceux  de  Sx , Sy  et  Sz  dans  l’équation  (c)  ; donc  éli- 
minant F*  =F^  entre  les  deux  équations  précédentes, 
on  aura  celle 

Foo  ( ty  — **)  + FW(  ” TS**)  ~ ° 

et  éliminant  entre  cette  dernière  équation  et  celle  (a)  f 

J.. 

la  quantité 


35  Sx 


, on  retrouvera  l’équation 


(57G)  • donc  , soit  que  x varie  ou  ne  varie  pas , on 

aura  toujours  la  même  quantité  d’extrême  grandeur  qui 
satisfera  à la  question  ; ainsi  la  variation  de  xdans  le 
sens  caractérisé  par  «T,  n’influe  que  sur  l’équation  aux 
limites. 

564-  Pour  faire  une  application  de  cette  théorie  , 
proposons-nous  de  trouver  la  plus  courte  distance 
entre  deux  termes  placés  dans  P espace. 

Nous  avons  vu  à l’article  53 1 que  la  longueur  ab- 
solue  d'une  ligne  dans  l’espace  est  fy/dx'+dy'+dz*, 
ainsi  d’après  l’état  de  la  question  , cette  quantité  que 
suivant  la  notation  actuelle  nous  représentons  pa*  u 

ou  fU,  doit  être  un  minimum.  

Variant  l’équation  U = V~àx‘  + ty  + d* , en  con- 
eidéraut  d’abord  x comme  invariable  dans  le  sens  ca- 
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dydiy=d(dyS~y) — tyd'y  et  dzdê'z=d(dz£z) — i'zd'z  ; 
donc 

U,_  Jydy  — S'zd'z  , d [dyty  -i-dzh } 

U ‘ u 

ce  qui  donne  pour  l’équation  générale  du  minimum 

d7y  . d1z  . 

-JJ-fy  + -J -*z=o (5)  [ form.  (574). 

Ainsi  en  supposant  qu’il  n’y  a aucune  équation  de 
relation  entre  x,  y et  z , on  satisfait  à l’équation  Ça) 
, . dy  d*z 

en  faisant  -jj  — o et—  =0  [ équat.  ( 575)]  , d’où 

d.y  — o et  d*z  — o,  et  intégrant  il  vient  les  deux 
équations 


{j/  = ar+Z>  et  z = a’x+b '} (c), 

en  représentant  par  a,  b,  a',  b’  des  constantes  in- 
déterminées : donc  la  plus  courte  distance  demandée 
est  une  ligne  droite. 

L’équation  des  limites  déduite  de  l’équation  ( a ) est 
dy.ty+dz,**, — 1 o...(d)[equat.  (578)], 

et  si  ces  deux  limites  sont  indépendantes  l’une  de 
l’autre , on  aura  séparément 

«h/,  =0  et  <tu„  = o;  ou  dy,fy,-l-dz,ïztz=:o ^ 

et  dyjy * -f-  dz2Sz2  — c (y*) . 

Ces  équations  se  vérifient  d’elles-mêmes  , si  les  deux 
points  entre  lesquels  on  veut  mener  la  plus  courte 
distance  sont  fixes  et  déterminés  , puisqu’à  ces  points 
on  a les  variations  de  leurs  coordonnées  y et  2 milles. 

Mais  si  les  limites  de  la  plus  courte  distance 
sont  des  lignes  courbes  données,  alors  il  est  clair 
qu  il  faudra  faire  varier  en  même  temps  x,y,  z co 

32.. 
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qui  n’influera  en  rien  sur  les  équations  (c)  (art  563) 
et  n’influera  que  sur  les  équations  des  iimites(e),  (/). 
Pour  avoir  dans  ce  cas-là  ces  équations , considérons 

— dyty  + jgug  ]aque]]e  faudra, comme 


celle  Su  = - 


U 


nous  l’avons  dit  précédemment,  substituer  à Sy  et  «Ta 
les  quantités  respectives  ^ ^.r,  ^ z — et 

L'Sx 

ajouter  - — - , ce  qui  donnera,  toutes  réductions  faites , 

, dySy + dzSz+ drSx  . . . .. 

Su  =.-*—*■ — ; ainsi  considérant  toujours 

les  limites  comme  indépendantes  l’une  de  l’autre  , on 
aura,  après  avoir  divisé  par  dx , les  deux  équations 

tfeyy,+  %rn,-ix,=o... 


• fe) 
.(/;). 


Or,  ne  nous  occupant  que  de  la  première  de  ce»  1 
équations  , car  ce  que  nous  dirons  pour  la  première 
limite  a également  lieu  pour  la  seconde  ; nous  obser- 

dy.  dz,  . , 

verons  que  et  , sont  respectivement  les  tan- 
gentes trigonométriques  des  angles  que  forment  avec 
l’axe  des  x,  les  projections  de  la  plus  courte  distança 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  ; donc  représentant  la 
tangente  du  premier  de  ces  angles  par  T,  et"  celle  du 
second  par  T' , l'équation  (g)  deviendra 

T Syt+  T'  Szt  — Sx,  =o (/)  ; 

cela  posé  , représentant  par 

(>’=/Cx)  et  s=/'(x)} (*)» 

les  équations  de  la  première  limite  , et  opérant  suc- 
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cessivement  par  voie  de  différentiation  et  de  varâtion 
sur  ces  deux  équations  , comme  nous  l’avons  fait  sur 
l’équation  (è)  de  l’article  558  , il  viendra 

et  *i!=â;  **}•••#• 

rfy,  dz,  , ^ . » 

■ • “*■  représentent  respectivement  dans 


Mais  ■ 


et 


dx,  dx, 

ces  deux  équations,  les  tangentes  trigonométriques des 
angles  formés  avec  l’axe  des  x par  les  projections  de 
la  tangente  à la  première  limite  sur  le  plan  des  yx 
et  des  xz  ; donc  représentant  par  t la  première  tangente 
trigonométrique  , et  par  i' la  seconde,  les  équations  (/) 
se  réduiront  à celles 


{ Sy , = tSx,  et  Sz,=  t'Sx,  J ( [m ) , 

danslesquelles il  est  évident  que  S'y , , <fz,  et  <fx,  sont 
des  variations  respectivement  identiques  avec  celles 
dénotées  de  même  dans  l’équation  (i),  puisque  les  coor- 
données de  la  plus  courte  distance  et  de  la  première 
limite , étant  identiques  au  point  où  la  première  de  ces 
lignes  rencontre  la  seconde,  il  est  clair  qu’à  un  autre 
t point  de  la  première  limite  où  elle  sera  rencontrée  par 
une  ligne  de  plus  courte  distance  qui  est  une  varia- 
tion de  la  première  , les  coordonnées  y, , z,  et  x,  du 
premier  point  auront  éprouvé  les  mêmes  variations 
Sy„  Sz , et  Sx,  : nous  pouvons  donc , d’après  cela,  subs- 
tituer les  valeurs  de  Sy,  et  Sz,  données  par  les  équa- 
tions (m)  dans  l'équation  (i),  ce  qui  donnera  celle 
( Tt  -f-  T " i i ) Sx,  = o .... . , 


laquelle  devant  avojr  lieu  indépendamment  de  la  va- 
leur de  Sx,  , ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu’en 
faisant  . ‘ , 

Tt+m+  i=o , 

équation  qui,  comme  on  le  sait,  est  le  caractère  de 


I 


5ca  CALCUL  DES  VARIATIONS.' 

la  perpendicularité  de  deux  droites  qui  se  rencontrent 
dans*l’espace  ( Biot , art.  45);  donc  la  ligne  des  plu* 
courtes  distances  est  perpendiculaire  à la  tangente  de 
la  première  limite  : on  démontrera  exactement  de 
même  ’ qu'elle  est  aussi  perpendiculaire  à la  seconde 
limite.  Donc  généralement  la  plus  courte  distance 
entre  deux  lignes  quelconques  dans  l’espace,  est  la 
droite  qui  coupe  à angles  droits  ces  deux  lignes. 

Si  on  enveloppé  ces  limites  par  des  surfaces  , et  qu’on 
fasse  passer  des  plans  par  les  deux  tangentes  que  nous 
avons  considérées  , il  est  clair  que  ces  deux  plans  , 
perpendiculaires  sur  une  meme  droite , seront  pa- 
rallèles entre  eux  : donc  la  plus  courte  distance  entre 
deux  surfaces  , est  égale  à la  distance  des  deux  plans 
respectivement  tangens  à ces  deux  surfaces,  qui  sont 
parallèles  entre  eux. 

565.  Ces  premiers  principes  du  calcul  des  variations, 
que  j’ai  rendus  les  plus  simples  possibles,  étant  bien 
médités  et  entendus  par  le  lecteur , il  pourra  lire 
avec  fruit  les  ouvrages  de  Lagrange  sur  cette  branche 
d’analyse  que  les  bornes  de  cet  Ouvrage  m’empêchent 
de  poursuivre  plus  loin.  Je  finirai  seulement  par  ob- 
server que  la  seule  comparaison  des  équations  (568), 
-dans  le  cas  de  deux  variables  , et  (577)  dans  le  cas 
de  trois  variables,  fait  aisément  avoir  la  forme  des 
équations  analogues  pour  un  plus  grand  nombre  de 
variables , et  par  conséquent  ce  que  doivent  être  les 
équations  générales  des  extrêmes  grandeurs  , et  des 
limites  pour  un  nombre  quelconque  de  variables. 


• I 
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SECTION  VII. 

* 

Calcul  intégral  aux  différences  , et 
application  de  ce  calcul  à celui  de 
la  sommation  des  séries. 


CHAPITRE  I». 

Règles  fondamentales  et  intégration  des  fonc- 
tions aux  différences  du  premier  ordre  algé- 
briques et  transcendantes  aune  seule  variable. 

566.  L,  calcul  dont  nous  allons  nous  occuper,  et 
qui  s’appelle  aussi  Calcul  inverse  des  différences  , est , 
relativement  à celui  aux  différences , ce  qu’est  le  Calcul 
intégral  proprement  dit , relativement  au  Calcul  dif- 
férentiel , c’est-à-dire  qu’il  a pour  objet  de  remonter 
des  différences  aux  quantités  primitives , ainsi  AX  étant 
la  différence  d’une  fonction  quelconque  variable,  son 
intégrale  est  X. 

567.  On  se  sert  pour  indiquer  l’intégration  aux 
différences  de  la  lettre  caractéristique  2;  ainsi  2AX  — X. 
Quelquefois  la  formule  qui  est  sous  le  lien  de  2 ne 
renfermepas  la  caractéristique  A,  mais  elle  y est  sous- 
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entendue.  Par  exemple,  XX  doit  être  prise  commé 
l'intégrale  d’une  quantité  dont  la  différence  est  X, 
c’est-à-cjire  qui  s’accroît  de  X lorsque  x,  dont  X est 
une  fonction,  augmente  de  sa  différence  Ar. 

568.  De  ce  que  les  constantes  combinées  par  voie 
d’additiob  ou  de  soustraction  avec  les  variables , dis- 
paraissent lorsqu’on  prend  la  différence  d’une  fonction 
variable  (art  7)  , il  suit  évidemment  que  l’intégration 
aux  différences  d’une  formule  , admet , comme  dan* 
le  Calcul  intégral  aux  différentielles  , des  constantes 
arbitraires  qu’on  détermine  ensuite  d’après  certaines 
conditions  de  la  question  qui  adonné  lieu  à ces  calculs. 

5€q.  Puisque  A(AX)=  AAX  , on  en  conclura  qua 
2AAX  = AXAX  , et  que  conséquemment  lorsque  la 
formule  aux  différences  qu’on  veut  intégrer  a un 
facteur  constant  , on  peut  passer  ce  facteur  en  avant 
du  signe  d’intégration. 

570.  Représentant  par  X , Y , Z des  fonctions  mo- 
nômes de  variables  , on  sait  que  A(X-f-Y+Z) 
=AX-f-AY4-AZ  ; donc  X(AX+  AY+AZ)=X+Y+Z  ; 
mais  X =2 AX , Y = SA  Y , Z = XAZ  , donc  2(AX 
-J-  AY  -4-  AZ)  — 2AX  + X AY  + X AZ  ; d’où  nous  con- 
clurons que  l'intégrale  d'un  polynôme  , est  égale  à la 
somme  des  intégrales  de  chaque  terme. 

571 . Otant  la  caractéristique  A du  premier  membre  de 
l’équation  (63)£art  178],  mettant  celle  X en  avant  du  se- 
cond membre, et  divisant  l’équation résultantepar  a, (art. 

56q)  , on  acelle  xm=x|^7nx'n— ‘Ax-f-  — — -x^’Ax* 

^m(m — -f- etc.^j  ; et  considé- 

rant A.r  comme  une  quantité  constante  , il  viendra , 
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d’après  et  qui  a été  dit  dans  les  deux  articles  pré- 
cédées , 

x"  =mù.xS.xm-'  -t  Ax'Zxm— 3 

n 


m(m — i)(m — 2) 

ëT3 


Ax^Zx"1-3  + etc. 


Faisant  successivement  dans  cette  dernière  équation 

m = i,  2,  3,  4. . .on  a celles  , 

x r=AxZx* 

a.'*  =2Ax2x  -f-  Aar’ïx0 

x3  — 3A xZx3  -f-  3Ax“2x  + Ax-’Zx* 

X*  =4AxXr3-f-  GAr^Zx3  -+■  4Ax32x  -(-  Ax^Zx* 
etc. 


Prenant  dans  chacune  de  ces  équations  , à partir  de  la 
première  , la  valeurdel’intégrale  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  x , et  y substituant  les  valeurs  des  intégrales 
de#  puissances  inférieures  de  x qui  résultent  successi- 
vementdeséquatiôns  qui  précèdent  celle  pour  laquelle 
on  opère,  on  aura  les  formules  suivantes: 


X 

2x#=  — 
Ax 

x a 

— 

X 

aAx 
Sx*  . — _r__ 

2 

X* 

__4 

2Ax 

» 

3ax 
Zx3—  -ïL 

2 ^ 

X3 

6~ 

, x3Ax 

4AX 

Zx4--^- 

1 1 

1"  Tti 
1 1 

4 

x3Ax 

xAx3 

5Ax 

2 

h 3 

5. G 

etc. 


• - (^7S)  •: 


Au  reste , on  peut  trouver  directement  la  valeur  de 
Zx”*  par  le  moyen  des  coefficiens  indéterminés  ; en 
effet,  soit 
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\xm+>  + Bxw+a+Grm+'3-J-  etc (a). 

A , B , C. . . étant  des  quantités  constantes  indéter- 
minées. Prenant  la  différend^  de  cette  équation  , il 
Trient  xm  = AAxm+l  + B Arm+1  -f-  C Ax”4"3  + etc.  , et 
effectuant  les  développemens  des  différences  partielles, 
par  le  moyen  de  la  formule  (63)  , on  aura  une  équa- 
tion aux  différences  du  premier  ordre  qui , devant  avoir 
lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x , donnera  en 
même  temps  autant  d’équations  que  de  quantités  in- 
déterminées , d'où  on  déduira  la  loi  suivant  laquelle 
toutes  ces  quantités  se  lient  entre  elles , de  manière 

qu’à  partir  de  la  valeur  de  A = ^ i)A~  * on 

duira  successivement  d’après  cette  loi , les  valeurs  de  B, 
C,  D....  , et  les  substituant  ensuite  dans  l’équation 
( a ) , on  aura  généralement 

xm+i  i _ , l mA'r 

2 x“  ==  — xm-\ =-  xm  1 

(m-f-l)Ax  2 2 2.0 

i m(jn — i)(m  — 2)Ar3  _s 


6 


2. 3. 4-5 


, iw(m-i)...(m-i()Aj5  5 

■*"6  2.3 7 


3 m(m  — 1 ) . . ■ Qn  — 6)  A.r7 

10  0.3 ..9 

. (m  — R)A*9 


-xm'7 


, 5 m(m — 1) . 

+ë‘  ïx: 


. 1 1 


X*-9 


,(58o). 


_6gi  m{m—  1).  . .(m  — ic)Ax1>^m_1,| 
210  2.3.  ...  i ....  l3 

35  m(jn  — 1 ) . . . {Jh  — 1 2) A.r13 

2 2.3 i5 

3617  m.(m — i)...(ni — i4)Axl:>  n 
5o  2,3 17 


/pin—i! 


etc» 
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Exemple.  Intégrer  le  polynôme 

ax’ — bx-f-e (6) 

en  prenant  la  diff érence  constante  Ax  ~ i . 

Représentant  parX  le  polynôme  (è),  on  a SX=fl2xs 
— fëx  + e'Sx”  , et  substituant  les  valeurs  de  1x3  , 

2x  et  X.r°  donnée!  par  les  équations  de  la  table  (679), 
il  vient 

v • r~ax3  ax 5 . fa — a b\  b+se~] 

*x=JiT--+C—)I+— J+con“-w- 

57a.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  la  formule 

x(r-fAx)  (x  -f-  2 Ax)  (x  -f-  3Ax) . . . (x  + n Ax) ....  (a) . 

« 

Pour  parvenir  à cette  intégration,  soit  fait 
y = (x+  a)(x-f-a^  Ax)(x  -j-a  -f-  aAx)...£x  •+•« 
-f-(n+i)Ax] (&), 

et  prenons  la  différence  de  cette  formule  , ce  qi^^ous 
donnera  Ay  ou 

Af  (x-|-c)(x-|-û-|-Ax)(x4-a+aAx). . . .fx-f-a+O'+OA1]} 
=(x+c4-Ax)  (x-f-«4-2Ax)  (x-+-a+3Ax) 

+(n-J-a)Ax3 — (x+a)(x-fa+ Ax)  (x-+-a  -f-  aAx) 
...j^x+a-f-  (n -f- 1 ) AxJ=(x-f-a-f- Ax) (x-f-a+2 Ax) 
...[x-f-a-f-(;i-f-i)Ax]  (n-fa}Ax (c). 

F aisant  pour  abréger  â -j-Ar=  p,  divisant  par  (ra-f-a)  Ax  . 
et  intégrant , on  a 

2(r+p)(*+P+A*)Cr+p4-  2Ax). . .(x-fp-f-nAx) 

=(x+p — Ax)  (x-f-p)  (x -f-p + Ax)  (x-f-p-f-  2 Ax) . . . 
...(x-f-p+nAx)  : (n-f-2)Ax+  const (d) . 

Soit  actuellement  Ax  = — a,  à’où  p—o  , ce  qui  ré-  ' 
duira  l’équation  précédente  à celle  que  nous  voulions 
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obtenir 

Xx(x-f-Ar)  ( r+sA.r) . . . (x-+-n Ax) =(x — Ax)x(x-f-Ax) 
(x-f-2Ax) (x-j-nAx):(n-f-a)Ax+  const. . . .(58i). 

5y3.  Faisant  a — o d’oùp=  Ax  , l’équation  ( ’d ) do 

l’article  précédent  *e  réduira  à celle 

* 

2(x-f-Ar)(x+aAx) . . . (x-f~nAx)=x(x+Ax) . . . 

Q jc— 1— ( rr— J—  ! )Ax^l  (n+a)Ax  const (58a). 

11  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  formule  peut  so 
déduire  immédiatement  de  celle  (58 1) , en  mettant 
dans  cette  dernière  x -}-Ax  à la  place  de  x. 

574.  Pour  intégrer  la  formule 

■,  nous  ferons 


x(x-f-Ax)  (x  -f*  aAx) . . (*+  nAx) 

1 

y 


et 


-+•  à)  (x  + a -f-Ax) (x-f-a  -f-  nAx)  ’ 

prefpit  la  différence  de  cette  dernière  équation, 
nous  aurons  , toutes  réductions  faites, 

— nAx  

J (x-+-  a)(x-J-a  -f- Ax) . . . (x+“  + nAx)  * 

divisant  cette  dernière  équation  par  — nAx , intégrant , 
mettant  à la  place  de  y sa  valeur  et  faisant  a xz  o, 
il  vient 


x(x  -f-  Ax}(  x -f-  aAx) ( js  + nAx) 


= const. 


T- 


nAx  l_x(x-f-Ax)(x-f-aAx). . .Qx-f-(r 

5y5.  Nous  nous  proposerons  encore  d’intégrer  la 
formule 


1* 


(x  -J-  aAx)(x  + bAx)  (x  -f-cA.r)  etc 


(«), 
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dans  laqnelle  a , b , c. . .représentent  des  nombres  en- 
tiers, positifs  et  inégaux  entre  eux. 

Soit  supposé  que  a est  la  plus  petite  des  quantités 
constantes  a , b ,c. . . , et  faisons  z—  x -J-  aAx  , d'où 

v. 

Az=Ax  et  x—z — aAx (é)  ; 

substituant  cette  valeur  de  x dans  la  formule  pro- 
posée (a),  et  faisant  pour  abréger  b — a— a', 
c — a = b' . . . , on  aura  à intégrer  la  transformée 


.(c). 


z(z  -+•  a As)  (s-J-  />'A z)  etc.  ' 

Pour  parvenir  à xette  intégration , il  faut  dépecer 
la  fraction  (c)  en  autant  d’autres  fractions  delaforme 

— ,A  ,v  , — — t-tt: — etc.  qu ’d  y a de  facteurs  bi- 
z(z  + a Az)  z(z-M>  Az)  ^ J 

nomes  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  qu'on  dé- 
compose ( voyez  le  dix-septième  chapitre  de  l’algèbre); 
ainsi  toute  la  difficulté  se  réduit  à l’intégration  d’une 


suite  de  fractions  de  la  forme 


l’intégration  d’une 
A 

z(z  + a' As)4* 
Ecrivant  cette  dernière  fraction  ainsi  qu’il  suit 
«Al  cl  ù^z» 

— — x ; — r , et  faisant  pour  le  moment  abs- 

o Az  z ( z-f-  n Az) 

traction  du  facteur  constant  -7— — que  nous  restitue- 

a As 

rons  à l’intégrale  , posons  l’équation 

H. — d’où  M = ietN=—  i; 

z(z-f-aAz)  z ~z-f«Ai 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précé- 
dente et  intégrant , on  aura 

< • , 

a Az  _ x _ 1 , in 

(d). 


, — v _ 

' z (*-f-e'Az  ) z 


z -j-  a' Az  ’ 


* 
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Or  , remarquons  quer»  représentant  un  nombre  entier 
111 

-et  positif,  on  a A 
donc 

2- 


z+mAz  z-j-(m-{-i)Az  s-f-mAz’ 

I 

+ 2 


’z-{-(m-{-i)Az  z-j-mAz  ' ~ z-f-mAz’ 

faisant  successivement  dans  cette  équation  m = o , 1 , 
2,5,..  .a  — î , il  viendra 

i 


z+Az  " 
) 


--{-si 

z z 


1 


»-{-2Az  Z-i-Az 
1 1 . _ 


+ 2; 


’ z+3Az  z+2Az 


z+Az 

1 l 

z-j-2Az  z 


— I |_  i--{-2  -i 

z-f-Az  z z 


1 


i 


z-{-Az  1 z-{-2Az  1 2z 


1 . _I_i 1 ■ 1 ...  , ' / i;1- 

z-j-a' Az  z z-f-Az  z-f-2A z js-{-  («' — i)Az  z’ 

prenant^  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  de 

si  — 2 7_i_n> , la  substituant  dans  l’équation  (</) , 

A 

et  multipliant  les  deux  membres  par  — , on  a 

r a Az 


A 

A J 

z (z-f-a'Az) 

a'  Az  1 

* + (' 


z-{-Az 
a' — i)  Az} 


z-{-2Az 
const. 


Mais  z =x  -f-  aAr  £équat.  (i)]  eta'=  6 — a ; donc 


A 

A * , 

(x-f-aAx)  (x-{-iAx) 

(è — fl){x-fflAx  1 x-f-(«-f-i)Ax 

~*~x-f-  (a-f-a) ùx'  ’ ' — a) Ax}  Cün*t-  ••••••  -r)- 
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Mettant  respectivement  B et  c à la  place  de  A et  Z»  dan» 

l’équation  (è),  on  aura  l'intégrale  de-; — - — — — — — , 

^ v " & (.r+aAx)(x-j-cAx)* 

et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  intégrales  réunies  donne- 
ront celle  de  la  formule  proposée  (a). 

576.  Proposons-nous  enfin  d’intégrer  la  formule 

A-f-Br 

x (x-f«Ax)  (x+iAx) (x-f-pAx)  (x+qAx) 

dans  laquelle  A et  B sont  des  quantités  constante» 
quelconques  déterminées  , et  a,  b. . .p,  q des  nombre» 
entiers  et  positifs.  a 

Représentant  par  M une  quantité  constante  indéter- 
minée , écrivons  la  proposée  (a)  en  ajoutant  et  retran- 
chant en  même  temps  la  fraction 

M 

x (.r-f-  a Ax)  (x'-f-èAx) (x+pAx)  ’ 

ensuite  réduisons  les  deux  premiers  termes  de  ce  tri- 
nôme au  meme  dénominateur  , en  multipliant  M par 
et,  pour  abréger l représentons  le  dernier 
terme  de  ce  trinôme  qui  est  la  fraction  en  même  temps 
ajoutée  et  retranchée  , par  X , ce  qui  donnera  la 
formule 

(b+m)[j  + T^-|  x 

x(x-haAr)(x-f-éA.r)...(x+pAx)Cxri-qAx)  C6)- 

Or,  puisque  M est  une  quantité  constante  indétermi- 
née , on  peut  égaler  — au  second  terme  d’un 

quelcifhque  des  facteurs  binômes,  du  dénominateur , 
excepté  le  dernier,  car  alors  M disparaîtrait.  Soit  donc 
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i fait , par  exemple , = a£kX  > d'où  on  tire 

» 


M 


A — qBAx 


.(c). 


«Ar — qAx 

Cette,  valeur  de  M étant  actuellement'  déterminée  ; 
représentons  par  C la  quantité  constante  déterminée 
B-J-  M ) ainsi  nous  aurons  à intégrer  le  polynôme 

(x  -f- aAr)  (x+éAr). . . .(x-f-  qAr) 

flCAx  ^ ( d) 

x(x-f -aAr)  (x-frbAvf. . . . (r-f-qAr)  * 

dont  les  trois  termes  s’intégrent  par  la  méthode  en- 
seignée dans  l’article  précédent. 

Passons  maintenant  à l’intégration  des  quantités  ex- 
ponentielles. 

577.  Nous  àvons  démontré  à l’art.  82  l'équation 
, A.a*  = a*(aAx— 1) (7°)  > , 

^ 'qX  , 

d’où  on  tire  o*  = ‘ , et  intégrant , il  vient 


1ax  = — — •£-  const (584). 

aAx—  1 > 

578.  Mais  plus  généralement,  proposons-nous  d in- 
tégrer xnaz.  On  a 

A (x‘ax)  = (x-f  A x)"axaAx—  xnax  — xnaxaAx 
+nxn~'axaAx Ax  + ^~^  xn~*axaAx Ax*. . . . 

, . . .+axaAxàxn — x"ax. 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  xnax  , di- 
visant 
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Visant  par  aAx — 1 et  intégrant , il  vient 

v cAxAx  r 

° »*> 

+ ~ a C .... (585). 

Faisant  successivement  n = i , a , 3 , et  substi- 

tuant à la  place  de  2 a*  sa  valeur  [équat.  (584)  art 
577] , on  a 


2 ( xax)  : 
2(x*aT)  : 


a1  r aAx 

4x— tL  Baj. 


'Ar-1 


x*ax 


aAxAr 


aAx— 1 


, Ax 


x3a* 

oixAx r 

aAx— 1 

«Ax— ! L 

etc. 


7J 

-.t^+T^zr, ]| 

-3Ax2(xa*) 
_o^Axa  ~| 

aAx— jJ 

Doù  lou  voit  que  par  des  simples  substitutions,  on^ 
parviendra  aisément*à  avoir  l’intégrale  de  xnax)  quelle 
que  soit  la  valeur  entière  et  positive  de  n.  • 

573.  Pour  intégrer  la  formule  — , nous  commence- 

» az 

rons  par  prendre  sà  différence , ce  qui  nous  donnera 

OH-A-r)"1  xm  r”*  xm-’Ax 

\«x/  axa  Ax  a*  a*â*x  ”*  axa Ax* 

_j_  m(m — 1)  xm~iAx3  Aæ*  .Tm . 

o - 41 | ’ 


>(585). 


y Al 


• ' ûxû“*  axa‘ 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  — , diyi- 

aM 

3-  33 
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sant 

les  deux  membres 

1 — aAj! 

Par  AX 

a 

et  intégrant , il 

vient 

/x"\  ga* 

(xm  Ax 

\af)  1 — aAx 

aAJ: 

L \ «x  / 

+’n(mT,,“ï(Ç) 

...+Axm_,X 

Faisant  successivement  dans  cette  équation  m — o,  1 , 
2 /g f on  forme  la  table  suivante  , 

. . „Ù.X 


a*(i — aA*) 

\__ 

[ 

Ax 

Z 

0" 

1— oÛIl 

Jlx 

ga* 

«Ax  r 

-JC4 

^£z 

V 

i-o4,l 

_ax 

aA* 

>(588); 


etc.  . 

CC  Cl 

■ d’où  on  tirera  sans  peine  les  valeurs  de  X — , S — . . . . 

dégagés  du  signe  de  sommation  ,par  le  moyen  de  simples 
substitutions  successives. 

58o.  Combinant  ensemble  les  équations  (73)  et  (74) 
[art.  86  et  87],  on  a les  deux  équations 

sinx=— sinx+coti  AxAcos  x} (g) 

cosx  = £[AsinxcotAAx— Acosx]  ...{b). 

Intégrant  l’équation  Ça)  , on  a 
Xsinx  = T-ï^>nar+  cosxcoti  Ax] 

i [ sin  x sin  \ Ax  -f-  cos  x_çps  -g  Ax  J _ 

= ' ~ sin  î Ax  w 

et  finalement 
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X sin  * = cpnst.  — 


.(58g). 


AÇ*  DIFFÉRENCES. 

cos  (x — jAx) 
a sin  £ Ax 

L’intégration  de  l’équation  (b)  donne  5 cos  a:: 
\ ( sin  x cot  j Ax—  cos  x ) , ou 
sin  ( x — » A x) 


2 cos  x 


2 sin  r Ax 


rf-  const.. . .(5go). 


58 1.  Plus  généralement,  on  pourra  obtenir  les  inté- 
grales de  x"  sin  x et  x“  cos  x en  combinant  ensemble 
les  équations  (78)  et  (79)  [ art.  903 , afin  d’en  déduire 
le6  valeurs  de  x"  sin  x et  x"  cos  x;  ensuite  faisant  suc* 
cessivement  n = o , i , 2 , 3. . . , et  intégrant,  on  aura 
pour  n — o les  équations  (58q)  et  (5gc).  Faisant  n=  1, 
on  aura  par  l’intégration , les  valeurs  de  Sx  sin  x et 
Sx  cos  x , renfermant  2 sin  x et  S cos  x.  Faisant  n = a , 
on  aura  en  intégrant,  les  valeurs  de  Sx’ sin  x et  Sx*cosx, 
dans  lesquelles  se  trouveront  Z sinx,  Scosx,  SxsinXj 
Zxcosx.  Enfin  généralement  pour  l’exposant  n , on 
aura  les  valeua^le  Sx*  sin  x,  2x"  cos  x , renfermant 
* les  intégrales  tHt- 1 sin  x , Sx"-'  cos  x , Zx“-asin  x , 
Sx*-*  cos  x ....  Z sin  x , ï cos  x ; donc  par  des  substi- 
tutions successives  , on  obtiendra  les  intégral  A deman- 
dées de  x"sin  ïrt  j*  cos  x.  Tous  ces  calculs  n’offrent 
aucune  difficulté  , mais  sont  trop  longs  pour  être  placés 
ici.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  de  même  aux  intégrales 
des  autres  lignes  trigonométriques,  qui  se  déduisent  aisé- 
ment de  celles  des  sinus  et  cosinus,  et  finirons  ce  cha- 
pitre par  les  intégrations  de  Ix  et  /x*  (*)  que  nous 
rencontrerons  encore  dans  le  chapitre  suivant. 

58a.  On  a A / (x — Ax)  = Ix  — l (x  — Ax) ; donc 
Six  — / (x  — Ax)  -f~  X / (x  — Ax)  ; d’où  il  est  aisé 


(*)  Il  faut  faite  attention  que  Ix * exprime  le  logarithme  de  la 
puissance  x de  x,  et  non  pas  la  puissance  x de  Ix. 

33,  sJ 
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de  conclure  qu’on  a également  , 

2/(x — A x)  = /(x — 2Ax)  + xl  (x— aAx) 

Xl(x — aAx)  — / (x — 3Ax)  -f-  s/(x — 3Àx) 
etc. 

Donc  par  des  substitutions  continues,  en  remontant 
jusqu’à  la  râleur  de  Xlx , on  aura 

Xlx  = l(x  — Ax)  + / (x  — aAx)  + /(x — 3Ax) 

. . .+  /Ar+/c, 

en  représentant  par  c une  constante  arbitraire , d’où 
2/x  = /£(x  — Ax)(x  — aAx). . .Ax.cJ. . . .(S91) , 
ce  qui  est  l’intégrale  complète  demandée.^ 

583.  De  l'équation  A /(x — Ax)  x— Ax  = /x* 
— /(x  — Ai)1  Ax,on  tire  celle 2irx=/(x — Ax)x—  Ax 
+ 2/(x  -T-  Ax)x"“  Ax;d’où  il  est  aise  de  conclure  qu’oa 
a généralement  2/£x — (» — x («  — *) 

— /[x  — nAr]1-1 n Ax-f-  2i£x — ; donc 
faisant  successivement  n = 1 , a,  3 . . . ra , on  aura  une 
suite  d’é!juations  qui , par  des  substitutions  successive* 
en  remontant  jusqu'à  la  valeur  de*2/x*,  donneront 
l'intégrale  demandée 

24c*=/[(x—  Ax)x“Ax(x  — 3Ax)x-*a* 

Axixc] (5<ja). 


✓ 

i 


Digitized  by  Google 


AUX  DIFFÉRENCES. 


517 


•CHAPITRE  IL 

De  If  intégration  des  équations  linéaires  aux 
différences  finies  d'un  ordre  quelconque  et 
à une  seule  variable. 

584-  Représentant  par  /ï  et  X des  fonction» 
quelconques  de  la  variable  x , l'équation 
afx  éA .fx  + cA* .fx . . .-4 -qAn.fx  = X. . . . (5q3)  , 
dans  laquelle  fx  et  ses  différences  de  tous  les  ordres 
ne  sont  élevées  qu’à  la  première  puissance  , s'appelle 
équation  linéaire  aux  differentes  de  l’ordre  n. 

Si  nous  parvenons  à déduire  de  l’équation  précé- 
dente , la  valeur  de  fx  délivrée  de  différences  , il  est 
clair  que  l’opération  que  nous  aurons  faite,  équivaudra 
à une  intégration  de  l’ordre  n-,  et  à cause  que  chaque 
intégration  exige  une  constante , il  est  évident  que  dans 
l'équation  finalè  délivrée  de  toute  différence  A.fc  , il 
devra  y avoir  n constantes  arbitraires  , dont , à l'ordi- 
naire ,Üious  déterminerons  les  valeurs  d’après  la  nature 
de  la  question  qui  aura  donné  lieu  à ces  calculs  , 
lorsqu’ils  auront  un  objet  d'application. 

585.  Supposant  pour  plus  de  simplicité  Ax  = i , et 
représentant  généralement  par  f (x  -f-  ri)  ce  que  de- 
vient f(x  -f ■ n — j)  lorsqu'on  y substitue  x + i à la 
place  de  x , il  est  clair  qu’on  aura  ^ 

A./x=/(x + !)—/* 

A2  .fx  = A./tx+i  ) — A./r=f(x-f-a)— 2/ (x+ 1 )-f-/x , 
A3./*  =A  f (x-j-a)— aA/(x-f-i)+A./x=/(x  -j-  3) 
— 3 f C*  + a)  + 3/(x+  î)  — fx  : 


5l8  CALCUL  ÎILTÉORAL 

on  trouvera  de  même 


A</x=/(x+4)— 4/  (x-f3)+G/(x+a)— 4/  (x-f-i)-f  fx: 
enfin  on  a généralement  • 

^n.fr==flx+n)—nflx+n—i  )+  ”^n~‘ ^/(x+n— a) 

72(/l  — i)  (tj  — 2) 


2.3 


■/(x  + n — 3)...±i/x....(5g4)  ; 


Le  signe  positif  lorsque  n est  un  nombre  pair,  le 
signe  négatif  dans  le  cas  contraire. 

Substituant  ces  valeurs  de  A .fx,  A.fx...&u.fx  dans 
l’équation  (5g3),  et  faisant  pour  abréger 

A = a — b -f -c — d ± 9 ' 

2.0.  . .(n  — 1 ) n 

r xj  ■+-  n(n — 

2.3.. ..  (n— -2  ) v 

n(n  — 1 ) . . .4 


D = d. 


2.3....  (n — 3) 


Q— — 7 » 

on  aura  l'équation  9 

A/r  + Bfix  4-  t)  4-C/^x  -f  2)  4-  Df(r  4 5)... 

4-Qf(*4-*)  = X (5g5)  *, 

qui  est  la  même  que  celle  (5g3) , en  supposant  que 
la  variable  x varie  de  la  quantité  constante  Ax=  1. 

'après  cela  nous  nommerons  équations  linéaires  eux 
differencÊs , toutes  celles  où  il  entrera  les  quantités 
fx , f{x  41),  /(x  4-  3)  etc. , élevées  seulement  au 
premier  degré  , et  nous  nous  proposerons  d’intégrer 
cette  équation,  c’est-à-dire  d’en  déduire  une  valeur 
Ùefx,  telle  qu’en  y substituant  snceesrivement  x-f- 1 , 
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a:  + 3 • • • (x  4"  ”)  *•  la  place  de  * , les  quantités/r  , 
f(x+.)...y(x+B)  satisfassent  à l’équation  (5g5). 
Pour  parvenir  à ce  but  de  nos  recherches , soit  fait 

fx=azXq>x (a)  , 

en  représentant  respectivement  par  a et  çx , une  cons- 
tante indéterminée  et  une  fonction  indéterminée  de 
x , que  nous  chercherons  à déterminer  d’après  la  con- 
dition que  la  valeur  àefx  donnée  par  l'équation  (a), 
satisfasse  à celle  (5g5). 

Mettant  successivement  x,  x i , x 2. . . (r-j-n) 
dans  l’équation  (a) , on  a celles 

fx  = az!ç ix , 

f(x  + O = ax+'  + O 

f(x  4-a)=  a*^ïç(x  + a)> (*) . 


f(x  + «)  = a1'*’"  ïp(x  + n)  J 

Mais  x variant  de  la  quantité  constante  Ar  = i , on  a 
Açx=  <p(x  + i)  — <l>x  , d’où  S<p( x + i ) = px+2i p v ; 
et  substituant  successivement  dans  cette  équation  x-f-i  , 
x + 3 , . . . .x  -f-  n — i à la  place  de  x , on  aura  une 
suite  d’équations  qui  donneront  les  valeursde  Epfx-f-a), 
2p(x  -)-  3) . . . Zipfx  n)  contenant  chacune  toutes  les 
intégrales  inférieures  jusqu’à  celle  2<p(x)  ; donc  par 
une  suite  de  substitutions  successives  , on  éliminera  de 
ces  valeurs  toutes  les  quantités  affectées  du  signe  2 , 
excepté  2px , et  on  aura 

2ip(x-fi)=?ix-f-Slpx, 

2&(x-f-a)=3p(c-f  i)+px  + l<px  , 

-K  c_("3)  =<p(r-f-a)-4-<p(x-j- 1 ) -{-<px-{-'2.<px  , 

2<p(x-t-n)  — ^(x+n — 0 +?(•*+  n — 2)  . . . 

. . . .+<px  \-2<px  . 


5ao  CALCUL  INTÉGRAL 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  groupe  d'équations  ( b ) , 
on  a 

fx  — 0*1$  r , 

/(x+ 1 ) =a*+,[Z<px- f , 

/(jr+2)=aI+*[2^x4^(x4-i)+(px] , 

f{x+  3)  =n3^3[^x4-^(x4-a)-H)(x+  i)-f  fx3, 

y^x+n)=aI+"  [2fx-f-<p(x+n— i)-hp(x-f-n-2) 

....-f  <p(x4-i)  +<PX3- 

Enfin  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5g5)  , on 
aura  celle 

aIQA4-Bû+Cas+Da3. . •4-Qc'Q2îx4-aJCBG+Ca* 
4* De’. . . 4-Qa'‘]?-c4-“ICCa*4-Da3'. . *4-Qa',3?,(x_l'1) 
4-a*[D<r1. . .4-  Q«"J<p(x4-2) . . .-f-aIQa',<p(x4-n- 1 )=X.  ..(e). 
Or  , a étant  une  constante  indéterminée,  on  peut  faire 
dans  cette  dernière  équation  le  coefficient  de  Zpx=:  o, 
ce  qui  donne  pour  déterminer  la  valeur  de  la  cons-» 
tante  a , l’équation  du  de^ré  n. 

a ■ • + Q a + ÿ a +7ja  + Q = °*  • -(59g)> 

et  pour  déterminer  la  valeur  de  <px  , l’équation  li- 
néaire aux  différences  de  l’ordre  n — î 

B '<px  4-  C'<p(x  4*  i ) 4-  D'ip(x  4-  a)  ■ • • 4"  QV(X  3- n — O 


dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger 
B'=Ba  4-Caî4-Dn3....4-Çan 

C'  = Ce4  4-Da3 4-  Qa» 

D'î=Da3 4-<v,«n 

Q'==  Qu" 


* 
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II  estevident  que  1 équation  (^)  d’un  ordre  dedilférences 
moindre  d'une  unité  que  celle  (5g5),  étant  d’ailleurs 
de  même  forme  que  cette  dernière  équation  , il  faudra 
se  servir  des  mêmes  moyens  pour  l’abaisser  à un  ordre 
de  différences  moindre  d’une  unité  , que  ceux  dont 
nous  nous  sommes  servis  précédemment , relativement 
à 1 équation  (5g5)  : soit  donc  supposé 

ç>x=(ai)zXç'x (//)  , 

(ai)  et  çx  étant  des  quantités  indéterminées.  La 
table  ( ci ) indique  tout  de  suite  quelles  doivent  être 
les  valeurs  de  <px,  <p(x+i),  <p  (x  + 2)  ...<p(x  + n — 1), 
lesquelles  étant  substituées  dans  l’équation  (f),  donneront 
celle 

LB'4-  C,(aO+D,(ai)>...+Q'(ai)"-i]5;lfl';r_f.S[c,(ai  ) 

+ D' (a  1 )•.....  + Q'(aO’"-]<f'x  + [ D'(ai)3 

~h  Q'(ai)'—  >'(*  + O + Q'(ai)"-'<p(x  + n—  2) 

. X 


dans  laquelle  on  pourra  faire  à cause  de  l’indétermi- 
nation de  (ai),  le  coefficient  Z< p'x  = o , ce  qui  donnera 
pour  déterminer  (ai),  l’équation  du  (n  — i)Umr  degré 

(«O"--  + ~ (a,  y (a,  ) + * o (A), 

et  pour  déterminer  <p'x , l’équation  linéaire  aux  dif- 
férences de  l’ordre  n — 2 


CVx+DY(a4-i)...4QY(a:4#_  2)=_ (rt 

a-'fai  )* 

dans  laquelle  on  a fait  pour  abréger 

C"=C'(ai)4-D'(ai)3...  _|_Q'(al)"-. 

D"  — D'(ai)a 4-Q,(ai)'— 


•fV'=Q'(a,)-i 


5 sa  CALCUL  INTÉGRAL 

Continuant  à opérer  de  même , on  trouve  «qu’en  fai- 


sant 


ç>'x  = (a2)*Zip*x (n) , 

on  a pour  déterminer  la  constante  ( aa  ) l'équation 
du  (n  — a)""1'  degré 


•(o). 


<«a)~...+  ^(aa)  + Ç = o. 

et  pour  déterminer  î>"x,  l’équation  linéaire  aux  diffé- 
rences du  ( n — 5)  l‘me  ordre 

D'V'x...+  Q">"(x  + u — 3)  = 


flx(ai)I(aa)* 


dans  laquelle  on  a fait  pour  abréger 
D"'=  D"(aa)....  + Q"(aa)"-*  ) 


•(P). 


Q'"  = Q"(aa)-»  J 

Enfin  , par  une  suite  de  calculs  semblables,  on  par- 
viendra pour  déterminer  la  dernière  constante  Ca(n-I)3» 
à l’équation  du  premiét  degré 

pc«-.y 

[«(/»— 1)]=—  , 

et  pour  déterminer  ç>  C*- O'x , ^ l’équation 

X 

*(.— iVr  — _ rr\ 

* Q"V(ai)*(aa)*....[a(n  — O]1"*’  W* 

dans  laquelle  nous  a^ons  fait , conformément  aux  abré- 
viations indiquées  dans  les  groupes  (g)  , (m)  , (/>)..., 
la  quantité  « 

= Q[a(r»-0] (*). 

Actuellement  observant  que  les  équations  (n)  , (é)  , 
(n)....,  se  lient  pa^r  le  dernier  facteur  du  second 
membre  , on  aura  par,  des  substitutions  successives  ^ 
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fx  — a1'E^J^=axE(ai)x2ç,x=a*S(ai)Tï(«à)*E  "x 

=aI2(a  i )zI,(ai)x Z[a(n  — 1 )]IZ(pC'>-1)'x  ; 

donc  mettant  peur  <p(n~ ‘)'x  sa  valeur  [équat.  (r)] , il 

viendra  l’équation 

fx=JyP  2(ci)*X(a2)*...Z[a(n— i)]x 

X 

2 a*(ai)*(aa)*...£a(7i — 03*'""  * * 
qui  est  l’intégrale  demandée;  mais  il  faut  se  rappeler 
qu’à  chaque  intégration  particulière , on  devra  ajouter 
une  constante  arbitraire  , ce  qui  donnera  pour  la  va- 
leur complète  de  fx , un  nombre  n de  constantes  ar- 
bitraires. 

Nous  allons  maintenant  faire  quelques  observations 
qui  simplifieront  considérablement  la  méthode  pré- 
cédente d’intégration. 

Substituant  dans  l’équation  (/<)  les  valeurs  de  B',  C', 
D',...Q'  prises  dans  la  table  (g)  , il  vient 

Qa"(ai)n— |,....  + Da3(ai)*....  -f-  Qa'!(«i)a  4*  Co5(en) 

+ Da1(«i) -|- Qu'haï)  ....+  B« -f" Ca* -f-Da3 

+ Qa"  = o (u). 

Multipliant  cette  équation  par  (ci)  > mettant  au  com- 
mencement tous  les  termes  qui  contiennent  les  mêmes 
puissances  de  a et  (ai),  ensuite  ordonnant  les  autres 
termes  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  i, a... 
(n  — î)  de  (ci),  on  a l’équation 

Qa"(ai)"...  4-  Da3(ai)3  4” Ca2(ai)a 4-  Ba(oi) 

4-  (Qa".  • . 4-Du34-Caî)(a  i)-f-(  Ça” . . . .4-D«-i)(a  0* 

4-  Ça"(ai)“— 1 = o 

Retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  (u)  , il 
vient  l’équation 

Qa"(ai)"...  4-  Do* (ai J3  4- Caa(a i )*  4-Ha(ai) 

— (Ba4-Caï4-Da3....4-Çc')=o,  ■ 
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qui  étant  divisée  par  Q,  et  ensuite  ajoutée  à l’équation 

(5g6) , donne 

a"(ai  )“  . . .-fi-  ^ a5(ai)s  -fi-  ^ a4  (ai)* 

+ =° 00- 

Or  , il  est  é\ident  que  cette  dernière  équation  dans  la- 
quelle a (ai)  est  le  symbole  des  racines,  ayant  les 
mêmes  coefficiens  que  celles  (5g6) , les  racines  de  l’é- 
quation (v)  devront  respectivement  être  identiques  à 
celles  de  l'équation  (5g6")  ; donc  une  des  racines  de  cette 
dernière  équation  étant  a , l’une  de  ses  n — 1 autres 
racines  sera  a(gi);  ainsi  représentant  par  a,  a', 
a . . .aï"— O'ies  n racines  de  l’équation  (5gG)  , on  aura 

a (ai)  — a!  , d’où  (ai)  = — ; mais  représentant  par 

P le  coefficient  de  a”-1  dans  le  polynôme  qui  multiplie 
Xpi  dans  l’équation  (e),  on  aura  pour  second  terme  de 

p 

l'équation  (5gG)  la  quantité  — a"-1  •,  donc 

^ =—  (a  + a!  + a" . . . + aC-O') (r  ) . 

De  même  représentant  par  (ai),  (ai)'. . . (ai)Cn~*)' 

les  (n — 1)  racines  de  l’équation  (/<)  , et  par  P'  le  coef- 
ficient de  (ai)n— * dans  le  polynôme  qui  multiplie Zip'x 
dans  l’équation  (i) , ce  qui  donne  pour  second  terme 

, P' 

de  l’équation  (/<)  la  quantité  ^ ( ai  )*  *,  on  aura 

~=  — [(ai^Kqi)'.  • .+(ai)C'-')'];  mais  la  table  (g) 

donne  <7  = ; — ^ + 1 • Esalant  cette 
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Valeur  de  ^7  avec  la  précédente , on  a 
^ = — [o(ai)  -f  a (ai)' -+-  a(ai)  C«— =»y  3 — «j  ; 

p 

égalant  cette  valeur  de  — avec  celle  donnée  par  l’é- 
quation (x) , il  vient  l’équation  * 
a'-f-a’..  .-f-at*— «y  =ra(ai)-f-a(«iy • • • 

qui , à cause  de  a' — a (ai)  ainsi  que  nous  l'avons  dé- 
montré. ci-dessus  , se  réduit  à l’équation 

a + a'"...+aC—>'  —a(aiy-h  a(ai)‘'...-f-a(ai)C"*aî' 

laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
entièreset  positives  de  n,  aura  encore  lieu  lorsque  n=3, 

« Qrr 

ce  qui  donne  a"=a(ai)'  , d’où  (ai)'  = — • On  dé- 

a!"  * 

montrera  de  même  que  (01)"=: — , et  enfin  que 


généralement  (a 


Cc»—y 


. Or  , toutes  les  équa- 


tions (5g6)  , (k)  , (o). . . (q)  comprises  depuis  le  degré 
n jusqu'au  premier  , étant  liées  entre  elles  par  une 
même  loi  qui  fait  que  chacune  d’elles  dépend  de  celle 
qui  la  précède,  de  la  même  manière  que  celle  qui  la 
suit  dépend  d’elle , il  est  clair  que  représentant  par 
(aa),  (aa)'. . .le#racines  de  l’équation  (o),on  aura 

y \ O*1/  y \r  (ni)*  , . , 

(aa)  = ~ — y , (a 2)  = y — ~ etc. , et  substituant  les 

valeurs  de  (ai),  (ai)',  (ni)*  etc.,  il  viendra 

. a"  a'  a"  , a"  a a" 

(qa)  = — ; — = — , (aa)  =— : — = — etc.  Par 
a a a ' a a a 

la  même  raison  , représentant  par  (a3)  (a3)'. . . les 

racines  de  l’équation  du  (n — degré  analogue  à 


I 
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celles  (5gG)  , (A) on  aura  (a3)  = •~-°y  =s 

a"  a a"'  „ , a"  _ 

— T-  : —r=  -77  , (a3)  = -v  etc.;  et  enfin  on  aura 
a a a a 

aC»-0' 

£o(rt — 0]  ~ : ainsi  ayant  résolu  l'équation 

(5gS)  , et  ayanV trouvé  que  ses  n racines  sont  a,  a', 
a",  a'".. . aC»— O'j  on  aura  les  ra — a autres  constantes 
(ai)  , (as) , (a  3) . , .£a(n — 1)3  par  les  équations 

/ n /// 

(«)«*  £ . («*)  = (o3)  =^-....[a(»-03 

ac«— o,_l 

“ J ($97)‘ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (t)  , il  viendra 
a*  /aV  /a"  \*  r-aC"-,>S*  X , , . 

“ Q»'  2 (a  ) (a')  2 [af-O'J*  * ' * &>; 

Mais  partant  d’une  valeur  quelconque  de  n , que  pour 
fixer  les  idées  , nous  supposons  être  4 > ce  qui  donne 

Q"'=Q,T,  on  a Q lV=Q"(a3)£équation  (s)]  = Q*  \^«) 
[équat.  (5g7)].  De  même  Q*=  Q*  (aa)“  — > 

Q"  = Q'  (ai)3  = Q'  Çt  Q'=  Qa*  ; donc  par  des 

substitutions  successives , en  remontant  jusqu’à  la  va- 
leur de  Q1*,  on  aura  * 

d’où  il  suit  que  généralement  on  a 

Q"'  = Q(aaV...a<>-*>'). 

A 

Or,  on  a dans  l’équation  (096)  a a' a" . . = ±:  — , 
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donc  Q"'  — rt  A ; et  substituant  cette  valeur  dans  l’é- 
quation (y)  , on  aura  finalement  pour  l'intégrale  de- 
mandée 


le  signe  supérieur  lorsque  n est  un  nombre  pair, 
l’inférieur  dans  le  cas  contraire. 

Passons  à l’application  de  cette  théorie. 


58S.  Moivre  a nommé  suite  récurrente,  toute  suite 
dont  un  terme  quelconque  est  égal  à un  certain  nombre 
de  termes  antécédens  respectivement  multipliés  par 
un  coefficient  constant.  L’assemblage  de  ces  coeifi- 
ciçns  est  appelé  échelle  de  relation.  Lorsque  dans  1a 
•composition  de  chaque  terme  de  la  série  en  question  , 
il  entre  une  quantité  constante  ou  variable  qu’on  ajoute, 
alors  elle  est  nommée  série  récurrente  composée , 
et  cette  constante  ou  variable  qu’on  ajoute  , s'appelle 
l'ajoutée  (*).  Ainsi,  représentant  par  /"(x-J-n)  ua 
terme  quelconque  de  ces  suites,  et  par/^ (x n — i), 

f (x-f-  n — a) /(x  -f-  1) , fx  les  a termes  qui  le 

précèdent  immédiatement  et  dans  cet  ordre  j la  na- 
ture des  séries  récurrentes  donne  l’équation  au*  dif- 
férences de  J’ordre  n , f(x  -f-  n)  = gf  (x-f-  n — i) 
-f-  A/(x+  n — a). . .-f  -pf(x  + i)-+-  qfx  -f-X  dans 
laquelle  l’échelle  de  relation  est  g -h h..  .-+■  p +?. 
et  l’ajoutée  est  la  fonction  quelconque  X de  r.  Donc 
d'après  la  théorie  développée  dans  l’article  précédeut, 
nous  pourrons  toujours , lorsque  nous  connaîtrons  (a 
composition  des  termes  d’une  suite  récurrente,  en 
trouver  le  terme  général  fx. 


(’}  Nous  avons  fait  connaître  an  paragraphe  128  de  notre  Algèbre, 
la  génération  lier  série*  récurrentes , et  au  paragraphe  129  non* 
avons  donné  une  iriéthode  qui  nous  est  particulière,  pour  re- 
monter d'une  «crie  récurrente  à *a  fraction  génératrice. 
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Par  exemple  , soit  proposé  la  série  récurrente 
o,  o,  1,  10,  75,  5oo  , 3i6i,  19470,  etc (a)  , 

dont  la  nature  est,  que  chaque  terme  f(x-\- 3)  est 
égal  à 3 élevé  à la  puissance  x qui  est  le  numéro  du 
terme  pour  lequel  on  calcule  à partir  du  quatrième  10, 
ajouté  à la  somme  des  trois  termes  consécu tifs f\x+u)t 
f (x-\-  i),  fx  qui  précèdent,  respectivement  multipliés 
par  8 , -—9  , — 18  j de  manière  qu’on  a l’échelle  de 
relations 8 — 9 — 18',  et  l’ajoutée  = a*.  Ainsi  l’é- 
quation qui  exprime  la  nature  de  la  série  proposée 
est  celle  aux  différences  du  troisième  ordre  f(x+  3 ) 
= 2 x of  (a’+2)  — 9 f(x  -f-  1)  — 18 fx  ; transpo- 

sant et  ordonnant  par  rapport  aux  accroissemens  de 
xdans_/x,_il  vient 

1 8/-c+  9/ (*+ 1 ) — 8/(x  -f-  a)  +f(x  + 3)  = a*. . .(b), 

qui  comparée  identiquement  avec  celle  (5g5),  donne 
A ==i8,B  = 9 , C — — 8 , Q — 1 , X=  2*  etn  = 3. 
Faisant  les  substitutions  convenables  dans  l’auxiliaire 
générale  (596)  , on  a pour  celle  de  l’équation  (a) 

a3 — 8a“  -f-ga-f-  18  = O. . . .(c)  , 
d’où  on  tire  a—  — 1 , a!  — 3 et  a"  = 6:  substituant  ces 
valeurs  dans  l’équation  ( 5g8  ) , et  faisant  atten- 
tion que  n étant  un  nombre  impair,  le  terme  A = 18 

■ doit  être  pris  avec  un  signe  contraire  , «on  aura 

( — il*  /i\* 

fx  = |-g-  X( — ( g J , ou  simplement 

fx  = =p  ^ z(  - 3)*  x a*s(i)* (d). 

le  signe  supérieur  lorsque  x sera  pris  égal  à un  nombre 
pair  j l’inférieur,  dans  le  'cas  contraire.  Donc  re- 
présentant par  c ,c' , c"  les  trois  constantes  arbitrain  s 
que  comportent  les  trois  intégrations  particulières  que 

nous 

♦ 
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nous  avons  à opérer , neus  aurons  , d’après  l'équation' 
(584) , x Q)*=—i  d’où£2*2:(  ‘3  xny 

c'=  | Q)x-i-caz-f-c',  et  enfin  X( — 3)a2s:cX(i)* 

~ | 2(  — 2)x  -f-  c2(  — 6y  + c's  (—  3)x  + c"Vt 

* ^ u)  c ( c/( — ^)'r+  c".  Substituant 

cette  valeur  dans  l’équation  (J) , on  a 


#/x=7 £+««•+ c'S-qre' (e). 

Actuellement , pour  détyminer  les  trois  constantes  <?  , 
c , c nous  observerons  que  x marquant  le  numéro  de* 
tei  mes  de  la  sérié  propos^  (a),  en  commençant  depuis 
le  premier  zéro  , on  a , pour  les  trois  valeurs  suc- 
cessives de  x=  1 1 s et  3 , celles  /x=o  ,/x=o  et 
/-c — i , ce  qui  donne  les  trois  équations 


0 — t -f-  fie  + 3c'  -f-  c"  1 
0=3+  3Gc  4-  qc — c"  J-  d’où 

1 — “~f-  21  Gc  -f-  2 7c'  -j-  c"  J 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (e) , on  *a  pour 
l’expression  complète  du  terme  général  de  la  suite  (a), 
l’équation 

r 7-2x+Gx  — 7.3x—  i . 

J 84  * 

587.  Il  peut  arriver  que  le  nombre  de  termes  de 
l’échelle  de  relation  ne  soit  pas  le  mènie  que  celui  de 
l’ordre^de  différence  de  l’équation  qui  exprime  la  na- 
ture de  la  série;  cela  a lieu  dans  les  séries  où  pour 
la  foi  rnation  d’un  terme  quelconque  f (x  -f-  n)  , on  n’a 
pas  recours  àtousles  ternies  antécédens  compris  entre 
ce  dernier  terme  / (x  -f  n)  et  le  premier  ternie  du 
recours fx  ; nous  appellerons  ces  séries,  suites  récur- 
3‘  34 


V 


• I 

♦ 
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renies  irrégulières  , telle  est  par  exemple  celle 

o,  o,  i , 6,  43,  25a,  1841,  etc (a)  , 

dont  la  nature  est  exprimée  par  l’équation  aux  diffé- 
rences du  troisième  ordre 

/ (x  +3)  = 6X  + 7/04-0  — 6/* (&)  , 

et  dont  l’échelle  de  relation , seulement  de  deux  termej , 
est  7 — 6.  Mais  il  est  évident  qu’on  trouve  par  la 
même  méthode  que  la  précédente,  le  terme  général 
de  ces  sortes  de  suites  irrégulières  ; car  il  n’y  a de 
différence  entre  le  casactuefet  celui  traité  précédem- 
ment, que  dans  l’auxiliaire  qui  au  lieu  d’être  complète 
est  incomplète  ; mais  le  nombre  de  ses  racines  étant 
le  même  que  l’ordre  de  l’équation  qui  exprime  la  na- 
ture delà  sérié  proposée,  la  formule  (5g8)  n’en  est  pas  • 
altérée.  Ainsi , pour  la  série  récurrente  irrégulière  (a) , 
on  a l’auxiliaire  a3 — 7 a -f-  6=  o,  dont  les  trois  ra- 
cines ^nt  a=a,  al  = 1 et  a — — 3;  clone  fx=. 

^2(0*2  (-3)*S  (-adéquat.  (^8)3=^=p3*+«e' 

— c'a*.  Faisant  successivement  x = i , 2,  3,  et 
fx  = o ,fx  — o ,fx  = 1 , on  troave  c — r^,  c'=  * 

c*  ~-£z,  ce  qui  donne  complètement  pour  expression 
du  terme  général  de  la  série  récurrente  composée  et 
irrégulière  proposée  (a) 

5*-a(a*  rp  î)  — (2*  — Q • 

• 20 

588.  Si  l’équation  aux  différences  qu’on  veut  in- 
tégrer a toutes  les  racines  de  son  auxiliaire  égale* 
entre  elies,  alors  elle  se  présentera  sous  la  forme 


fx  = 


* 
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b'fx:  + ni— /(x  + 0 + bn- f(x  4-2) 

4-  nbf[x  4-  n — 0+/(j+*)=X.  *.(5.99), 

etson  auxiliaire  étantfa  4- i)“=  o,  d’où  a'~a"... 

= b , l'équation  (598)  prendra  la  forme  de  celle 

j.  bx  'X 

, fX~±rb*  2 , 

qui  a autant  de  signes  2 d'intégration  qu’il  v a d’u- 
nités dans  l’ordre  n de  l’équatiou  (Sgg),  et  qui , con-  ’ 
séquernment , donnera  dans  les  n intégrations  particu- 
lières , le  nombre  n de  constantes  arbitraires  8 , J- 
c'-.  .c(— i'  que  comporte  la  nufu  intégration. 

Pour  développer  l’équatiou  (0)  , faisons  ' 

{2  xr=r...2i^=$c--o'}..(i)> 

abstraction  faite  des  constantes  arbitraires  que  com- 
portent toutes  ces  intégrations;  donc  rétablissant  les 

constantes,  on  aura  2 ^ = i + c , 2 1 2^— 2§  j*cv^o 

= ?'+«  +«'(*)  , 2«Zi2  — 2$'4-C2x  -f-  c'2x® 

— 5 4*  «*  + c'x  4-  c"  , en  représentant  respective- 
ment par  ç et  c'  les  quantités  constantes  arbitraires  ♦ 

- et  c—  Continuant  de  même , on  trouvera  que 
2 1 2 ( 2 . 2^  = %m  4-  ex3  4-  c'x*4-  c"  x 4-  c”,  et  enfin 


J2.  y°rei  la  table  ,5^'<  et  fjit«  attention  ^u’içi  noos  arcuu 
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généralement,  le  nombre  des  signes  d’intégration  étant 
n , on  aura 

X* 

Zi2i  ...2  ^ ex"-'  +c'x"-V..+  c<“-0'; 

* 

et  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (a)  , il 
viendra 

fx  KC-.y+cx»->_f-cV-1..+cC»-0'j..(6oo)[*], 

ce  qui  est  la  forme  générale  des  intégrales  complètes 
des  équations  aux  différences  d’un  ordre  quelconque 
n , lorsque  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  sont 
égales.  » - # 

Pour  faire  une  application  de  cette  formule  (600),  * 
proposons-nous  de  trouver  le  terme  général  de  la  série 
récurrente  et  composée  du  troisième  ordre 

o,  o,  i,  — 3,  16, — iG,  176  etc.... (c), 

dont  la  nature  est  exprimée  par  l’équation  f(x  + 3) 

= 4** — 6/(x-f-  2) — 1 a/(x  -)-  î)  — 8/x,d’où  l’on  tire 

8/x  + ioftx4-i)-j-6/{x-f-  a)  +f  (x  -f  3)  = 4*...(d). 


II  serait  plus  élégant  décrire  b*~* 


au  lieu  de 


b* 

ztbm 


mai» 


& cause  que  les  cas  de  n pair  ou  impair  combines  aven  ceux  de 
b poitif  ou  néeatjf  et  de  .rpair  on  impair,  donnent  des  signes 
difftVens  dont  l’indication  du  choix  h faire  exigerait  trop  de  Ion* 
guetirs  dans  le  discours,  j’ai  préféré  de  conserver  cette  formé  qui, 
dans  l’application,  fait  tout  de  suite  connaître  au  calculateur  les 
signes  qu’il  doit  employer  , en  se  rappelant  que  dans  le  cas  pré- 
sent, comme  dans  le  cas  général  des  intégrations  (art.  5S5),  le 
double  signe  zt.  qui  précède  bn  est  relatif  h n avec  les  mêmes 
conditions  qnc  celles  énoncées  à l’article  585  : Ceci  va  s'ecUgeir 
par  l’exemple  suivant. 
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ttfebuarant  cette  équation  avec  celle  (5g5) , il  vient 
Hb,B=i2,  C = 6 , Q=i,  X — 4*  et  n — 3, 
e^raisant  les  substitutions  convenables  dans  l’équa- 
tion (5g6) , on  a l’auxiliaire  a3  -f-6aa-f-  lac  + 8=o, 
ou  (a -f'  ap  ==  o ; donc  a = a'  = a"  — b as  — 2 , d’uù 
X A.x 

p-  = ^ ^ = ( — b)*.  Cela  posé  , la  succession 

r 2v 

des  équations  (è)  donnera  £ = 2 ( — 2)*  = --  —-g — 


f=-is(-  2)'  = 


(-B)* 


, enfin  §"  = — ( — 2) 


= -,  le  signe  supérieur  , iorsque  x est  pris  égal 

27 

à Un  nombre  pair  , l’inférieur  , dans  le  cas  contraire  j 
c’est  ce  qui  aura  lieu  dans  la  suite,  sans  que  nous 
en  prévenions  davantage.  Substituant  la  valeur  de  £" 
dans  l’équation  (Goo) , et  faisant  attention  que  n étant 

b*  _ (—  2)* 

— as 


impair  on  a — = 


: a**-3 , on  aura 


fx  — =F  — + cjc*  + c'a:  + c"J  (e) . 

Faisant  Respectivement  _/x  = 0 , fx=o  et  fx=.  1 
lorsqu’on  a x = 1 , x = 2 et  x=3,  on  trouvera 
à l’ordinaire  que  c=  c'= — -fe  et  c‘,=5,?  ; on  aura 

a ,,,  .y  Jla*"*[qpax4-l+9xa-i5x-f-2] 

donc  complètement  fxxxz+z s-2- — 


2V 


ce  qui  est  le  terme  général  de  la  sérié  proposée  (c) 
et  l’intégrale  de  f’équation  (<f). 

58q.  Dans  le  cas  où  les  racines  de  l’auxiliaire  sont 
partie  inégales  et  partie  égalés,  la  mpthcfte  pour  l’in- 
tégration se  compose  de  celles  que  nous  avons  déjà 
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exposées  pour  chacun  de  ces  deux  cas  partie^ 
et  n’offre  par  conséquent  plus  de  difficultés. 

5go.  Nous  n’avons  jusqu’à  présent  considéré  X que 
çonime  une  fonction  exponentielle  de  x -,  mais  il  peut 
arriver  trois  autres  cas  que  nous  allons  examiner  suc- 
cessivement. 


9 

; X que 


Premier  cas.  X = à une  constante  H.  On  a dans 
X 


ce  cas 


« Z = H ïQjpsjT]*,  et  faisant  passer 


la  constante  déterminée  H*,  en  avant  de  tous  les  fac- 
teurs affectés  du  signe  d’intégration,  l’équation  (5g8) 
devient 


Par  exemple  , soitproposé  de  trouver  le  terme  général 
de  la  suite  récurrente  du  second  ordre  î,  i,  5,  17,  - » 
4 5,  io5,  etc.  dont  la  nature  est  exprimée  par  l’équa- 
tion f[x  + 2)  = 4 + 5/jx  +}  ) — zfx'>  d’où  à l’or- 
dinaire on  déduit  A = 2 , B = — 3 , Q = 1 et  X on 
H =4,  ce  qui  donne  l'auxiliaire  a*  — *3  a -f-  a = o , 
dont  les  deux  racines  sonta=  1 et  a'x=  a.  Substituant 
ces  valeurs  dans  l’équation  (G01)  , on  a fx (£)  •* 

= — 4 e + ro1  -f-  c.  F aisant  successivement  x — 1 et 
x—  2 , d’oùyàr=:  1 et  fif  =i  • on  trouve  c=  2 et 
c = 1 ; on  a donc  complètement  le  terme  général 
demandé/x=i  -f-4(a*“'  — x)- 


5g i.  Second  cas.  X=à  une  fonction  algébrique 
et  rationnelle  de  x.  • 

Il  ne  se  urésentera  de  plus  dans  le  cas  actuel,  que 
des  intégrations- de  quotités  telles  que  celles  que  nous 
avons  appris  à intégrer  à l’article  579  , ce  qui  n’offre 
de  difficultés.  ‘ 


( 
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Par  exemple , soit  proposé  de  trouver  le  terme  gé- 
néral de  la  série  récurrente  o,  1 , o , 8,  — 5 , 57,  etc. 
dont  la  nature  est  exprimée  par  l’équation  $ux  dif- 
ferences/(x4-  a)  = x — _/"(x-j-  1)  -f-  6fx.  Comparant 
cette  dernière  équatioif  avec  celle  ( 5g5  ) , il  vient 
A — 6 , B=i,  Q=  1 , X = x et  n — 9 ■ donc 
l'auxiliaire  de  la  proposée  est  a3 -f- a — 6=0  , d’oti 
a = a eta'=  — 3;  ainsi  la  formule  (5g8)  donnera 

fx  = -î-sf J 2 ; — =r-*  Orla  seconde  formule 

b \ a / (— 3)x 

du  groupe  (588)  donne  2 ^ Q ÿ 


meme 

x 


ri-  g 2 --  1 > et  1^  première  formule  du 

groupe  donne  2 ==  , donc  S(— ^ 

=“4(— 3)1  + ib( — 3)x +c>  etK~r)  s IFsÿ 

= ■ 2 % + MO* + c 1 (~  D* Nous  servant 

encore  des  deux  premières  équations  du  groupe  (588), 

X 2X  r 2 

nous  trouverons  2—  s= — ; donc 


substituant  cett^valeur  dans  celle  de  fx,  il  vient  l’équa- 
* éT  3 

tion  rx= — -, dbc3x — c'ax,  dont  on  déterminera 

J 4 îb 

les  constantes  c , c'  en  faisant  successivement/x  =0 
et  fx^=  1 f pour  les  valeurs  respectives  1 et  a dé  x , 
ce  qui  donnera  c,  ~ ~ j et  c' = — o,  3,  ainsi  le 
terme  général  de  la  série  proposée  est 

n4  • a1  — 1 3 • 33BE1' — aox  — 1 5 
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5ga.  Troisième  cas.  X=  o.  Nous  avons  dans  eo 

cas  2 ■ , = 2 o = c : substituant  cette  valeur 


•ç«.c"  » 

dans  l’équation  (5g8)  , passant  la  constante  c en  avant 
de  tous  les  facteurs  affectés  dl  signe  d'intégration  2, 
et  à cause  de  l’arbitraire  de  cette  constante  , repré- 
sentant par  c la  quantité  constante  arbitraire  ± 
on  a 

J (*“)• 

) ■ - 

Cherchons  le  développement  de  cette  formule  : mais 
pour  lixer  les  idées  , donnons  d’abord  à n une  valeur 
numérique  déterminée  , par  exemple  4 > ce  qui  réduit 
l'équation  (602)  à celle 

. a=^0^)X0:....w. 

d’où  rl  suit  que 

/a  \x  /a  \x  / a’y  'a" a _ / am\a 

W KôV  Z(«7  ~ (a *—  a)(a“ — a!)  “ ( a ) 

% 

Ainsi  substituant  cette  valeur  dans  celle  d tfx  [éq.  (a)]] . 
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et  représentant  par  les  seules  lettres  c , c',  c et  c®  les 
coefliciens  constans  et  arbitraires  des  termes  du  se- 
cond membre,  il viendra/jc  = e(«w)x-t-  c(a")'-\-c  (a')T 
-f- c*(a)T;  donc  généralement  X étant = o , on  aura 

/x=«aM-cV*+  cV*+c"a®x.  .+cC"-0'[ûc"-i),]x(6o3). 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  série  ré- 
currente engendrée  par  la  fraction 


— — ^ (5).  ' • 

i — y — 2y* 

On  obtient  par  les  règles  ordinaires  des  développe- 
niens  des  fonctions  en  série , que  celle  ( b ) donne  la 
suite  récurrente  ^ 

j -}-  aya  -f-  a iy3  Gy4  -f-  1 °y5  + Z2y*  + etc Cc)  > 

que  j’écris  ainsi  qu’il  suit  : 

î ,y°  o .y  -f-  2y*  + 2ys  + etc. . v . .(d). 

Or,  il  est  visible  que  si  on  représente  par  fx  le  terme 
général  de  l'a  suite  des  coefjiciens 

i , o,  2,  2 , 6,  10,  22,  etc.. . . . .(é), 
on  aura  pour  terme  général  de  la^uite  ( d)  là  quan- 
tité yzfx  : ainsi  nous  n'avons  à nous  occuper  que 
de  la  suite  récurrente  (c)dont  la  loi  est  exprimée  per 
l’équation  aux  différences  du  second  ordre  y (a: -f-  2) 
= f(x-{-  1)  -f-  2 fx,  ce  qui  donne  A=é  2 , B = t , 
— 1 , X=jo  et  n=j  ; ainsi  l’auxiliaire  est 
a 1 — a — 2=0,  d’où  a = — 1 , a'  = a ; et  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l’équation  (6o3),  on  a celle 
fx=:±c  -j-  c'.2xj  d’où  on  déduit  à l’ordinaire  c=z  — |- 

| . f r 2 *-4-  2 


etc'=  ç;  donc fx- 


-,  ce  qui  donne  pour  tenue 


;énéral  de  la  suite  (d)  la  quantité 


, a1 


v1  : mais  à 


I 


538  CALCUL  INTÉGRAL 

cause  du  terme  déplus  o.y  que  nous  avons  introfliÿtdaiM 
la  proposée  (c),  il  est  clair  que  le  xifme  terme  de  la 
suite  ( d ) est  le  (x-f-  t)1""'  terme  de  la  proposée  (c)  , 
et  est  par  conséquent , de  place  paire  ou  impaire  à 
l’inverse  de  ce  qu’il  était  dans  la  série  ( d ) , donc  le 

• , t , g*  2 

vrai  terme  général  de  la  proposée  (c)  est— ^ — y*. 


5g3.  Si  dans  le  dernier  cas  dont  nous  venons  de 
parler  , l’auxiliaire  a des  racines  égales , alors  il  est 
évident  que  l’intégrale  (6o3)  devient  incomplète  ; caf 
eupposant,  par  exemple,  a =a's=a"  , on  aura 

/j=(c  + c'+c>1  + cmam* -f  ; 

or  , c -J-  c'  -f-  c"  est  une  quantité  constante  arbitraire 
qu’on  peut  représenter  par  la  seule  lettre  c"  ; donc  il 
manque  deux  constantes  arbitraires  à I équation  pré- 
cédente pour  j:tre  complète.  Afin  de  remédier  à cet 
inconvénient , reprenons  l’équation  (Goa),  et  pourplus 
de  netteté  dans  le  calcul , donnons  à n une  valeur 
numérique  déterminée,  jfer  exemple  6,  et  supposons 
que  les  quatre  racines  a,  a!  , a , a"  de  l’aujÿliairesont 
égales  ; nous  aurdfls  conséquemment  à développer  l’é- 
quation 

fx  = caf  2 1 2 i 2 t * Q* (a)  : 

or  , n’ayant  pas  égard  aux  facteurs  en  fonctions  ÿa 
üv,  c’1... qu’on  trouve  dans  les  intégrations  succes- 
sives , parce  qu’en  dernière  analyse  elles  vont  se  con- 
fondre avec  la  constante  arbitraire  c , on  aura 


+*<&- £)V£)'+. 


/ 
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en  mettant  a à la  place  de  tf  à cause  de  a=e".  On 
aura  de  même  EiE,  x(^fx  (£)  = (£)  4 c'^f 


-h c'x3  -f-  cmx 4-  c'T;  et  enfin  après  la  cinquième  in- 
tégration, il  viendra  fx  = cfüv)I-f-  c'{af'r)1  4*  ax  [c'a? 
4-  c*x*4-  c1Tx+cT];  tel  est  le  développement  de 
l’équation  (a);  d’où  il  est  aisé  de  conclure  que  n étant 
l’ordre  de  différence  de  l’équation  proposée,  et  i le 
nombre  des  racines  égales  de  l’auxiliaire,  on  a gé- 
néralement , en  renversant  les  indices  distinctives  des 
n constantes  arbitraires  , l’intégrale  complète 


fcz==c(n-'y*a(',-,y*+ct',-*yati,~*y,*.. -c^^+a^c^'y 


+**"  . . . 4 -c"x>  4-  c'x  4-gP ....  (Go4). 

Pour  faire  une  application  de  cetta formule  , soit  pro- 
posé d'intégrer  l’équation  aux  différences  du  septième 
ordre 

i Gao  f{x) 4-386  i/(x4-t  )— 1 1 88f(.r4-a)  — 8 1 3f(x+3) 
-~irx4jlx  4-  4)  -f-  33 j\x  + 5)  4-  » */(ï+  6) 
4-/C*  4-  7)  —° (*)• 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (5q5) , on  a 
A — 1 620 , B = 38G 1 , C = — 11 88,  D = — ^8 1 3 , 
#E  — 124  , F = 33,  G — 12  , Q—  1 , n = y ; donc 
l’auxiliaire  sera  a •?  4-  12a5  4"  33a6 — 124a4  — 81  Sa* 
— 1 i88as4"386ia4*I820=0>0u  (a4-3)*(u1_2  1 a-j-ao)-o 
donc  à cause  des  quatre  racines  égales  à — 3 , et  des 
trois  racines  inégales  1 , 4 et  — 5 , la  formule  (604)  dans 
laquelle  1=4,  don nerajfx z=c"  4-cT4x:£c1,5^±3*[V'x3 
4-  c’x'+c'x  4-  c].  ,, 

594*  Si  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  de  la  pro- 
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posée  étaient  égales \ il  est  évident  qu’on  aurait , d’aprè* 
ce  qui  a été  dit  dans  l’article  précédent,  son  inlégralto 
complète  exprimée  par  l’équation 

fx  = ax[_c<-n-'y x"~‘  -f-  cO-O'j."-2 . -f-  c"xl  _ 

-)-  t'x  + c3 (6o5). 


Par  exemple,  soit  proposé'de  trouver  le  termè  gé- 
néral de  la  série  o,  o,  i,  6,  q4  , 80  etc.  dont  la  loi 
dfet  exprimée  par  l’équation  f ( x -f-  3)  = 6/"(:r  -f-  a ) 
— 12  f(x  -f-  î)  -f-  Sfx  ; on  trouve  à l’ordinaire , que 
l'auxiliaire  de  la  proposée  esta3 — 6a“-f-iaa — 8=o, 
ou  (a  — a)3;  donc  d’après  l'équation  (6o5),  il  vient 
/,c  = 2-r(c"xî  4-  ex  +0  » d’où  on  conclut  c = ç, 
c'  — — -jE  ÿt.  c"  = : on  a donc  complètement 

pour  terme  général  de  la  série  proposée  , fa=  a&*— ^ 
■ — 3x  + 2]. 

5q5.  Il  peut  encore  se  faire  que  dans  l’équation 
auxiliaire  de  celle  aux  différences  qu’on  veut  intégrer, 
il  y ait  plusieurs  facteurs  de  la  forme  (arité)p=o 
py  — o etc.  avec  des  facteurs  du  premier  degré 
a ±dz=  o,  a rt  7i  = o etc.  Mais  ce  cas  là  se  soumet 
également  aux  méthodes  précédentes.  En  voici^-un 
exemple.  Soit  (a  — by  ( a — e)*  (a  — d)  (a  — h)  = o , 
l'auxiliaire  d’une  équation  aux  différences  du  septième 
ordre  qu’on  veut  intégrer,  on  aura  conséquemment  , 
d’après  l’équation  (602)  , 


fx  =cax  ZiStzf  rj  Sl2 
d’où  on  conclura  à l’ordinaire 


($)'<$>■■ 

™ (S)-(d‘ '=0'+c‘(S)’:+c'*+ * 


conç 


f . 
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On  trouve  par  là  moyen  d§  lavable  ( 586)  [art.  5783, 
quec"Xx0^  =c"m  ’ ^onc  rePr^sea" 

tant  par  c"  la  constante  arbitraire  c" — c",  on  aura 

sQ  X 1 etc.  -(J)  +c'(0  + c"x0)  +C*(J)  .+ 


iy . 
• ; 


et  continuant  l’intégration  de  la  meme  manière,  .il 
viendra  enfin  l’intégrale  complète  fx  — cïf*  c'd* 
•+-  c" xex  -f-  c*e*-f-  èI[clvx!l-f-  cyx  -f-cTI  3- 

5p6.  Il  nous  reste  maintenant  à examiner  le  cas  qui 
parait  présenter  le  plus  de  difficultés  , c’est  - à-dire 
celui  où  l’auxiliaire  a des  racines  imaginaires.  Nous 
commencerons  notre  examen  par  les  équations  linéaires 
aux  difFérénces  dans  lesquelles  X — o , et  nous  exa- 
minerons ensuite  le  cas  où  X est  une  fonction  de  x. 

Soit  supposé  que  l’auxiliaire  a les  deux  racines ima- 
ginairfs  p-\-q\/ — 1 et  p — <7^/ — 1 , faisons  a^~ 
— p -\-q\Z — 1 et  = p — q \/  — 1,  c^qui 

donnera  pour  les  deux  derniers  termes  de  la  formule 
(6o3)  c<-’-*y(p  -J -q  \/ — l)x  — j-cO~0'(p — q\/ — i)x  : 
or,  faisant 

r •••(«). 


p 

cot  a = -. 


d’où  sin 


p 

et  cos  o — — 


.fon- a 


cos  a ±sin  « l/-> 


V (/>*+!»•) 

pzhqy1 — 1 . “V 

; — - ; mais  on  sait  que 

y WW)’  . , 1 

cos(x*)±  sin  (xu)\/ — ,i'  = (cos  a rfcsin  a [/ — 1 )x, 
donc  cos  (x.)  ± sin  ( .c-  )[/—!=  , 
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(p  ±rq  v/—  1 ) *=  [p*  +'  9*Jr[cos  (x*)+  sin  (x#)  V/—  » ] i 
et  faisant  pour  abrégée  * . • 

m=  l/(p’+<7*) (&)> 

on  aura 

(pztçv/~Ox=m:rCcosOT*')— sinCr«)j/—  O-  • -(r)  j 

donc  les  deux  derniers  termes  de  notre  intégrale  se- 
ront cO'-^OT'xosfxa)  -f-  c<',-,->'/nx  sin(x»)  , en  repré- 
sentant respectivement  par  cC"-*)'  et  les  deux 

quantités  constantes  arbitraires  c(n~*Y  + et*-1)'  et 

(cC«— J)' c(n-0')y/ — 1#  On  voit  de  même  que  s’il  y 

avait  quatre  racines  imaginaires  dans  l’auxiliaire,  on 
aurait  les  quatre  derniers  termes  de  l’intégrale  qui  se- 
raient sous  laforme  cos  (xa)  (xa) 

_{_c("-0'7n,*  cos  (xai)  -f-  sin  (xi)  , et  ainsi  de 

suite  pour  un  plus  grand  nombre  de  racines  imaginaires. 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  suite  ré- 
currente simpleo,  o,  i , a (V/3  + t)  , 4(3+1/  3), 

8(3  _}_  a 1/5)  etc. , dont  la  loi  est  exprimée  par  téqua~ 
tion\iux  différences  du  troisième  ordre 

f(x+3)=a(v/3  + i)f(x  +a)— 4(V/3  + ï)f(x+  î) 

+ 8fx (d). 

Comparant  l’équation  (d)  avec  celle  (5g 5)  on  a A= — 8, 

B = 4 (v/5  + î)  , C = — 2(^/3  +0  » Q ~l  > x~' °> 

n ; ainsi  l’auxiliaire  de  (d)  est  àJ  — 2(\/3  -f- 1 )al 
•î-4(l/3+i)tt  ==  8,  d’où  on  tire  oks,  a'=l/5+  \/—i 
et  a"  =1/3 — V — t ; donc  p — \/3  et  q = J , d’o*  • 
cot  « = Vaquât.  (a)]  , ce  qui  donne  *=33°  J ; de 

plus  , on  a m =V/3+~ï=  2 [équât.  (fc)]  ; donc  Us  • 
deux  derniers  termes  de  l’intégrale  demandée  seront 

^ . P 
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c'a*  cos  ( x33°  j ) -f*  c'a*  sin  (x  33°  3)  , et  l'équation 
(6o3)  donnera  celle 

fx=s2z[c-j-  c cos  (x 33° i)  -f-  c^sin  (x 33' $)] (e). 

Faisant  successivement  x=  i , a,  3 , ce  qui  donne  à 
P les  trois  valeurs  respectives  0,0,1  des  trois  pre- 
miers^termes  de  la  série  proposée  , l’équation  précé- 
dente donne  successivement  les  trois  équations  ** 

0 = e+^c'+ic’j0=c  + ic'+^c' 


et  i = 8 (c-f-c*),  d’où  on  tire  c = 


/_  \/3—\ 


et  c/=  — 


1/3—1 


b ( a — y/3)  * 
: substituant 


’ ~ 8(a— 1/3)  8(a— 1/3) 

ces  valeurs  dans  l’équation  (e)  , on  aura  pour  intégrale 
complète  de  l’équation  (rf)  , et  par  conséquent  pour 
terme  général  de  la  série  proposée , la  quantité 

P — [1- (1/3-1)/*  cos  (x33°  ±—  5c0)]. 

697.  Avant  de  passer  au  cas  où  X étant  une  fonc- 
tion variable  , l’auxiliaire  recèle  des  racines  imagi- 
naires , il  est  à propos  pour  plus  de  simplicité  , que 
nous  développions  la  formule  (098)  en  un  polynôme  , 
en  considérant  d’abord  X comme  une  fonction  expo- 
nentielle de  x.  Soit  donc  fait  ' 1 

X= h*.  ...... (a), 

ce  qui  changera  le  dernier  facteur  intégral  de  l’équa- 
tion (5g8)  en  celui  xj~  qui , d’après  la  formule 

(384) , ==  + c('"‘y  • donc 


Digitized  by  Google 


« 


CAI.CÜL  INTEGRAL 


_(-aO-0'~|rj~  h “|r  p h "T 

2Lâ(^J  TJF^J  ■~(A-at”-0')(;i.a<"-0')La(*4li'  J 

I + cL"- ; et  continuant  de  même. 


on  trouvera 

a<j'-.'Yat’'—-Y . ..g’  .g  /hy 

(A  — flC"— 0')(A  — — a')  (A aj  \a) 

donc  faisant  attention  que  a^"  “)'..,fl'a=±A) 

et  que  le  dénominateur (A— û£“— ‘)')(À — aCa— 

(A — a)  est  égal  an  premier,  membre  de  l'auxiliaire 
(5q6)  , en  faisant  Q = 1 (*) , et  mettant  A à la  place 
de  a , on  aura  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans 
l’équation  (5g8),  ceïie 

"fX~h*...+  Dh*+  CA*+'BA4-A  + c0,  ° 

+ . . -f  c'a 1 + ca*...,... (666)  ; 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  et  très-commode  des 
équations  aux  différences  d’un  prdre  quelconque  n , 
dans  lesquelles  X est  une  fonction  exponentielle  de  x. 

Exemple.  Intégrer,  par  le  moyen  de  la  formule 
(3u5)  la  même  équation 

iSfx  +9f(x-f-i)  — 8f(x-fü)  -f-  f(x-f  3)  =3X. . . . (a) , 
que  celle  (è)  que  nous- avons  intégrée  à l'article 586, 

# A 


(*)  Pl'ut  toujours  supposer  Q-=  i,  car  s’il  en  était  autre- 
ment, il  n’y  aurait  qu'à  diviser  l'équation  (5g5j  par  t),  et  alors 
le  coefficient  éef(x+n)  que  nous  avons  représcnt^iar  Q nfecrait 
plus  que  l’unité.  s % 

Mettant 
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Mettant  à la  place  de  a dans  le  premier  membre 
«*— r8a3+9a  + '8  de  l’auxiliaire,  la  valeur  numérique» 
de  h,  on  aura  8 — 3a-f- 18  -t-  18  = ia;  donc  la  for- 
mule (606)  donnera  tout  de  suite  pour  intégrale  com- 

2X — a 

plète  de  la  proposée  (a)  , l’équation  fx—  — g — hc"6* 

+ c'3*  i:  c , ce  qui  est  le  même  résultat  que  celui 
trouvé  à l’article  588. 

5g8.  Si  l’auxiliaire  a des  racines  imaginaires , par 
exemple,  si  d=p  + qV — 1 et  a = p — q\/ — 1 , 
on  voit  tout  de  suite  , d’après  ce  qui  a été  dit  pré- 
cédemment, que  faisant 

(a) cot  » =2  et  m = l/ (6)  , 

les  deux  derniers  termes  de  l’intégrale  complète  (S06) 
seront  c'm*  cos  (x»)  etcm*sin  (x*). 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  deux  racines  ima- 
ginaires , a egalement  lieu  quel  que  soit  le  nombre 
des  racines  imaginaires  de  l’auxiliaire. 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  série 
récurrente  composée  , o , o,  1 , 17,  157,  8g5,  1881  etc. 
dont  la  loi  est  exprimée  par  l équation 

— 1 5ofx  -f-  8of(x.-f- 1) — i3f(x-f-2)-^-f(x-f  3)— 4*...(c). 

Comparant  cette  équation  (1)  avec  celle  (5g5),  on  a 
A = — i5o,B  = 8o,C  = — i3,  Q = 1 , n = 3 et 
X=4X,  d’où  h ■=.  4 • donc  l’auxiliaire  esta1—  r3a* 
80  a — i5o  = o , d’oû  l’on  tire  a"  =3  , a'  — S 
-j-  5[/ — 1 et  a 5 — 5\/ — 1 , ce  qui  donne  p=q=:5 

et  cot  * = 1 [équat.  (a)  3 '»  d’où  a — 5o°  ; enfin  l’é- 
quation»(i)  donne  m = 5^2.  Mettant  à la  place  de  a 
dans  le  premier  menjbre  de  l’auxiliaire  .la  valeur  nu-’ 
mérique  4 de  h , il  se.  réduit  au  nomme  26.  Ainsi 
a.  35 
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-substituant  toutes  ces  valeurs  dans  l’équation  (S06) , 
Ax 

on  aura fx  = -g  + c"3x-f-  (5^/a )X[V  cos  (x.5o°) 


-f-  csin  (c.5o°)3.Faisantsuccessivementx=  aux  trois 
nombres  1 , 2 , 3,  auxquels  correspondent  respective- 
ment les  valeurs  0,0,  t , de_/x , l’équation  précédente 

. &3  , 3 „ 1 

donnera  c = — = , c =? et  c = : on 

377o  704  29 

aura  donc  «omplètement 


3o  3X-  (5  v/a)x[t5cos(x5o°)-f  a3sin(x5c*)3 
3tt5 


599.  Si  l’ajoutée  X est  une  quantité  constante  H , 
il  n'y  aura  d’autre  changement  à faire  dans  la  formule 
'(bob-)  , que  de  mettre  au  numérateur  du  premier  ternie 
de  la  valeur  de  fx  , la  quantité  H à la  place  de  celle 
hz , et  au  dénominateur  le  nombre  1 à la  place  de  A; 

...  H 

ainsi  ce  premier  terme  sera , _ , ^ ■ -D-  -,  . ce 

1 . -f-  ïj  -f-  A 

qu’au  reste  ,on  trouvera  à priori  en  développant  le 
second  membre  de  l’équation  (601). 

b'oo.  Passons  maintenant  au  développement  de  la 
formule  (598)  , lorsque  X est  une  fonction  rationnelle 
de  x.  , 

Faisant  Ax=i=  1*,  il  est  aisé  de  conclure  de  l’équa- 
tion ($87),  que  quelle  que  soit  la  valeur  entière  et  po- 
sitive d’un  nombre  que  nous  représenterons  par  A , on 
aura  toujours 

*=  A'X*-,  + A^a~-*AJ"(a). 

A,,  Aa,...Ax  étant  des  constantes  fonctions  4e  celle  a, 
le  signe  -f-  Jorsque  A est  pair-f  le  signe  — dans  le 
cas  contraire.  Cela  posé,  reprenant  notre  équation 
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(5g8)  , et  supposant  X = x\  on  aura  S — 

— XX  ' cC—iy  . x _ 

~2[aC'—  >yy~  0'][aC"-'y]*^~  A>  **  1 

- • • — -f-  cC— O'  ■ donc  faisant  pouf  abréger 

— A,x^-'...±:A, (A), 

„ roC»-0,-i*  a:x  cC«— ■)' 

1_«C"  )'_j  p nC»-')']*  j — a c»-i y x 

+ c C«  - «y.  Mais 
x’1— 


; i 4.  C(»-o'  rtfriT 


2 ~ 2 


£ûC"-0']< 


— A^S 


!>-“>']* 


. . . ± AXZ  — ^ [équat . (A)]  ; et  d’après  l’équation(a), 

il  est  aise  de  voir  que  toutes  ces  intégrations  par- 
ticulières étant  effectuées,  les  intégrales  respectives 
auront  toutes  pour  facteur  commun 

a<"— )' 

[i  _ aC-O'JaC-^J* W : 

donc  représentant  par  % la  somme  de  toutes  ces  in- 
tégrales divisées  par  la  fraction  (c)  , on  aura 


2r— -Tx— **  - 

LûC'—O'J  [ac— vy  — 


aC* -0'oC"-!0'£' 


[i  — aO-*y].[i  — ne»- -y]  rac«-4n* 
' ‘+c(^0,[^F=ry]+^-*y; 


et  continuant  de  même  pisqu’à  ce  qu’on  parvienne  à 
la  première  intégrale  X^— ^ , ensuite  substituant  la 

35.. 
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valeur  de  2 2 (j?)  etc.  dans  l’équation  (5g8)  , 


on  aura 

r . .a' a 

fX  ~~  ±A[i— «Ci-0'][i_ aC*-y]...[t—  «QL, — «3 

-f  c(”-0,[aC»-0']*  + cC»-*y[ûC'‘-»),3*  . . . c'a1  ca*  ; 

or.il  est  évident  que  le  numérateur  du  coefficient  de 
£C«— 0'  estri^dtA,  et  que  le  facteur  de  ±:A  dan* 
le  dénominateur  du  même  coefficient  est  = ?. :.~f~  D 
-f-  C -f-B  -f-  A en  faisant  toujours  comme  à l’article 
5gy  , Q — i ; on  aura  donc  ^définitivement 


f l("~,y  4 

+ ca'x+  cax 


-^(«-OXaC-O']* 
.(6°7). 


Mais  il  faut  bien  se  rappeler  que  généralement  nous 
représentons  par  Çm'  l’intégrale  de  £Cm*”0/  divisée  par 
le  facteur  commun  à tous  ses  termes. 

Afin  de  rendre  plus  facile  l’application  de  la  théorie 
précédente  , nous  joignons  le  développement  des  for- 
mules de  la  table  (588)  , en  supposant  Ax=  î. 


s-L 

a 

CO 

ax 

a*(i  — a) 

X 

■v • 

~ ° f 

X •— 

ax 

c*(i—  a)[ 

~ ° [ 

ax 

0*0  —a)  l 

■ a? 

2 ; 

~ ° f 

X1- 

ax 

a*(i  — c)l 

£±4x±n 
(l  — aY  J 


etc. 


* 
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Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  lasërie  ré- 
currente et  composée  du  second  ordre 

1 , o,  — il  , — 73,  — 370, — 1698 etc (d), 

dont  la  loi  est  exprimée  par  l’équation 

+2)  = x1-}-  7f(x+ 1) — îafx. . . .(e). 

On  a A = la  , B = — 7,  X=ar*,n  = a,  et  l'auxi- 
liaire esta* — 7a -4- 13=  o, d’où  a = 3,  a'  = 4>  subs- 
tituant cette  valeur  de  d dans  la  troisième  équation 
de  la  table  précédente , et  n’ayant  égard  qu’à  la  partie 
comprise  entre  crochets  -,  on  a Ç = X1  -f-  § x-j-  | : divi- 
sant cette  équation  par  ax=3x,  et  intégrant  parle  moyen 
des  trois  premières  formules  de  la  table  (608) , en  ne 
prenant  de  ces  intégrales  que  les  parties  comprises 
entre  crochets  , il  vient  j;  = x*-f-  fx  +-Ç , et  substi- 
tuant cette  valeur  de  ainsi  que  les  valeurs  numé- 
riques de  A',  B , a et  a'  dans  l’équation  (607) , on  a 


1 ■ 


^._9X*+  i5x-f-  17  , 

fx- 54 + c 


• 4x+c.  3x, 


et  déterminant  àl’ordinaire  les  constantes  arbitraires  c> 
c,  on  a complètement  y . . • 


fx  — 


ax(qx-l-i5) -t-3 ’4 — • 6~t  ,4*  o.3g 

108 


601.  Si  l’une  ou  plusieurs  des  racines  de  l’auxiliaire 
sont  égales  à l’unité , la  Formule  (So7)'sera  en  défaut , 
puisqu’alors  on  aura  le  dénominateur  1 ....-f-D-f-C-f-B- 
•4-A  = t>,  ce  qui  donnera  fx  = 00.  Mais  on  obviera 
aisément  à cet  inconvénient,  en  commençant  par  di- 
viser l’auxiliaire  par  a — 1 élevé  à la  puissance  marquée 
par  le  nombre  de  ses  racines  égales  à l’unité  , e 
faisant  dans  le  quotient  a=  1 ; ce  qui  indiquera  le  nr>i 
veau  diviseur  qu’il  faudra  donner  à Il  es 


) ' 


< 
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propos  d’observer  que  dans  les  intégrations  successives 
qu’on  est  obligé  d'effectuer,  il  y en  aura  autant  de 
simplement  algébriques  données  par  la  table  (675)  , 
qu’il  y a de  racines  de  l’auxiliaire  égales  à l’unité. 
Pour  rendre  ceci  plus  sensible  par  un  exemple  pro- 
posons-nous de  trouver  le  terme  général  de  la*»ite 
récurrente  du  troisième  ordre  1 , 0 , o , 7 , 46  »■ 
fio8  etc. , dont  la  loi  est  exprimée  par  l’équation 

f(x  +3  ) = x’+Sf  (r-f-a)— 1 if  (x  + 1)  + 6/x. 
On  a A— — 6 , B = 1 1 , C=  — 6 , X = x* , 


d’où  il  suit  que  l’auxiliaire  est  a' — S a’-f-  n a — G=  o, 
dont  les  trois  racines  sont  1,  a et  3 ; conséquemment  je 
commence  par  diviser  l’auxiliaire  parc — 1,  ce  qui  donne 
n% — 5a  -f- 6 = 0, et  mettant  dans  le  premier  membre 
l’unité  à la  place  de  a , il  vient  le  nombre  n par  le- 

quel  il  faudra  diviser  Ç*.  Actuellement  intégrant'^  par 

le  moyen  de  la  troisième  formule  de  la  table  (G08)  , 
en  supprimant  toujours  le  facteur  extérieur  aux  cro- 
chets, on  aÇ^x^-f-x-f-i  ; ensuite  divisant  cette 
équation  par  a1,  et  intégrant  toujours  de  la  même 
manière,  il  vient  l'équation  £;'  = x*-f- 3x -f- 5,  dont 
le  second  membre  divisé  par  la  troisième  racine  i , 
élevée  à la  puissance  x , reste  fonction  algébrique  ; 
ainsi  son  intégrayon  se  trouvera  par  le  moyen  de  la 

X?  1 I JC 

table  (579)  , ce  qui  donnera  -f-  x*-j — — ; 


cela  posé , l’équation  (607)  donnera 
g-  x3  -f-  x1  •+•  Ap  x 


fx 


v 1 


et  déterminant  à l’ordinaire  les  constantes,  on  aura 
complètement  pour  terme  général  de  la  suite  récur- 


» 


> 
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rente  proposée 


fx 


_ ax(x2  + 3x  + 1 1)+  7-31  — 54.  a*  -f-  69 


12 


Goa.  Nous  n’ayons  jusqu’à  présent  intégré  l’équa- 
tien  aux  différences  (5q5)  que  dans  le  cas  où  les 
coefficiens  A,  B...  sont  constans  ; mais  si  ces  coef- 
ficiens  sont  fonctions  de  la  variable  x,  il  est  malheu- 
reusement très-rare  de  pouvoir  effectuer  l’intégration; 
cependant  l’équation 

/ (r+  1 ) — tjfx  = X (Goq)  , 

dans  laquelle  ç et  X sont  des  fonctions  de  x,  s’intégre 
assez  aisément , ainsi  qu’on  va  le  voir.  En  effet  , 
soit  fait 

• /rrtolfr (a)  , 

en  représentant  par  <t>  et  <p  les  caractéristiques  dedeux 
fonctions  indéterminéesde  x.  De  cette  équation  (o)on* 
déduit  celle  f(x  ~f-  1)  = 4>  (x  -f-  1 )2$>(x  -j-  1)  ; niais 
2 ç(x  + 1)  = çx  + Xtpx  ; doncf(x+  i)=<J>(x-|-i)px 
-f-  •!>  ( x -f-  1)  Spx:  substituant  cette  valeur  de_f(x-f-i) 
ainsi  que  celle  de  fx  [equat.  (a)],  dans  l’équation  pro- 
posée (609)  , il  vient 

[<t>  (x  -f  1)  — |<l>x]  £<px  -f  <t>  (x  4-  i)fx  = X. 


Mais  <l>x  étant  une  fonction  indéterminée  de  x , on 
peut  faire  le  coefficient  de  Tfx—o,  ce  qui  donne 
pour  déterminer  4>x,  l’équation 

£«x=  «>(x-f  1} .-( b ), 

et  pour  déterminer  fx  l’équation 


fx  = 


(O- 


<D(X+  l)'  " 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équa- 
tion (i)  et  transposant,  il  vient /ç=/®(x-f-i) — 


c 


I V ■ 
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c=A Itx , donc  l<t>x  z=sXl% , d’ou  on  tir# 

*x  = e3^ (rf>, 

et  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  ( b ) , il 

• v T « 

vient  <t>(x  + » ; donc  l’équation  (c)  se  r|f- 

X X 

duira  à celle  q>x  = ,d’où  2i»x=2 y-r  + c: 

substituant  cette  valeur  de  Z<px , ainsi  que  celle  d» 

4>x  [equat.  (rf)3  dans  l’équation  (a)  , on  a celle 

/x^e^Z-^+c] (610), 

qui  est  l’intégrale  complète  demandée. 

On  pourrait  si  on  voulait , substituer  dans  cette 
formule  la  valeur  de  Z/£  donnée  par  l'équation  (5g  1), 
y faisant  A£=  1.  ' 

Avant  de  faire  des  applications , je  préviens  que 
je  nomme  séries  récurrentes  variables  , celles  dont  la  / 

loi  est  exprimée  par  une  équation  aux  différences  qui 
a un  ou  plusieurs  de  ses  termes  avec  un  coefficient 
variable. 

Cela  posé  , proposons-nous , en  premier  lieu  , de 
trouver  la  terme  général  de  la  série  récurrente  va- 
riable , 1 , 1 , S , 36  , 240  etc. , dont  la  loi  est  ex- 
primée par  l’équation  aux  différences  du  premier 
ordre. 

f (x  + \)=xfx-}-  i)(x — a)(a:  — 3)..i...(e). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(60g),  il  vient  £;=;r  etX=x*(x — i)(ar— 2) 1 

=ar“e  Qéquat.  (592)].  Substituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  (610  ) , on  a 


è 
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fx  — (x- 1 ) (x- a) (x-3) . . . 1 (Sx+c)=(x-i)(aj-a)(x-3) 
<x(x — i)  -f-  c> 


0- 


Pour  déterminer  la  constante  c , j’observe  que  pour 
x=aonayjr=ï,  ce  qui  réduit  l’équation  précédente 
3 • 1 -4-  c 

à i = — d’où  c=o;  on  a donc  complètement 


.f X (x—  l)*(x  — 2)(x  — 3)  ...  I 

jx : 


ou  plus  simplement /x=  î .3.4-5. . .x  (x — 1),  ce 
qui  est  le  terme  général  demandé. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  le  terme  général 
de  la  série  récurrente  variable  1 , 1 , 4°  > 3996 , 
3a63o4,  etc.  , dont  la  loi  est  exprimée  par  l’équation 

f(x-i-i)x=xIfx-i-Zx.xz(x — '(x — a)x—ï.  ..a*. 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (609)  , on  a’ 
£=  x*  et  X = 3x.xx(x — 1 )x— 1 (x — a )x— *. . . .a* 

= 3xx*ei'  x £équat.  (5ga)]  : substituant  ces  valeurs 

dans  l’équation  (610)  , il  vient fxr=e^^x  £x3x  -f-c]  , 

Tl  1 ytX 

et  mettant  à la  place  de  e et  de  s3x  , leurs  va- 
leurs respectives  (x — î)*- 1 . (x — a)x— “.  (x — 3)x— 3.... a* 
3X 

et— , données  par  les  équations  (5ga)  et  (584),  on  a 

fx  =c  2“ . 33 . 4*  • 55 . . . (x — 1 )x_  1 P°ur  déter- 

miner la  constante,  nous  observerons  que  quand  x=3, 
la  série  proposée  donne/x=4°»  donc  40  2 (27+0)  , 

d'oùc=  — 7;  on  a donc  complètement ^x  = a.33.44. 
55. . . (x  — i)x_l(3x — 7) , ce  qui  est  le  terme  général 
de  la  série  proposée. 
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CHAPITRE  III. 

Quelques  notions  sur'  V intégration  des  formules 
et  équations  aux  différences  qui  contiennent 
plusieurs  variables. 

6o3.  u is  Q U e pour  prendre  la  différence  d’une 

fonction  variable  z....)  entre  un  nombre 

quelconque  de  variables , on  prend  successivement 
cette  différence  par  rapport  I chacune  des  variables , 
en  considérant  les  autres  comme  constantes  ; il  est 
clair  que  quand  on  voudra  intégrer  la  différence  d'un 
monome , il  ne  sera  nécessaire  que  de  prendre  tous 
les  termes  affectés  de  ladifférence  d’une  seule  variable, 
et  d’intégrer  ces  termes , ce  qui  donnera  l’intégrale  de  la 
formule  aux  différences  proposées,  si  celle-ci  est 
exacte.  Par  exemple  , soit  proposé  d’intégrer  syxzAxr 
~h  x*zAy  -f-  axzAxAy  y ztix1  + zAx’Ay  -)-  yx*Az 

■+•  syxAxAz  -f-  yAx°Az  -f-  x^AyAz  -f-  zxAxAyAz 
-f-A x*AyAz.  Ne  prenant  que  les  deux  termes  2yxzAje 
-f-j'zA.r1  qui  renferment  la  seule  différence  de  x , je 
les  intègre  par  rapport  à cette  seule  variable  , ce  qui 
donne  'J.yzÀxXx  -f-  yzlAx-'Zx‘:‘~yzx, — yz  rAr-j-j’zxrAx: 
= yzx*;  donc  si  la  formule  propose®  est  une  dif- 
férence exacte  , son  intégrale  est^yzx2;  c’est  ce  qui 
a réellement  lieu;  car  en  prenant  la  différence  de  ce 
monome  algébrique  , on  retrouve  la  formule  pro- 
posée. 
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604.  Quand  même  la  formule  proposée  serait  la 

différence  d’un  polynôme  ; la  méthode  d’intégration 
serait  la  même,  si  ce  n’est  que  dans  le  cas  oùlava-r 
riable  par  rapport  à laquelle  on  intégrerait,  ne  mul- 
tiplierait pas  tous  les  termes  de  la  fonction  dont  la 
différence  est  proposée  , il  faudrait  intégrer  plusieurs 
autres  termes,  ou  meme  , pour  plus  de  sûreté  , tous 
les  termes  qui  ne  sont  respectivemênt  affectés  que  de 
la  différence  d’une  seule  variable  ; en-uite , ajoutant 
toutes  ces  intégrales,  on  effaceroit  les  répétitions  des 
termes  répétés.  Pat  exemple,  soit  proposé  d'intégrer 
le  polynôme  aux  différences 2xyAx -b  x!Ay -b  szxAs 
+ yAr*  -b  a:Aza  -b  2 "'A  r 2yAy  -+-  A ya  + axAxAy 

-b  Ax'-Ay-i-ezAzAx  -b  Az-Ax.  Je  mets  à part  les 
quatre  derniers  termes  où  se  trouvent  mélées  les  dif- 
férences Ax  , Ay , Az  , et  intégrant  seulement  les  huit 
premiers  termes,  je  trouve  oyAx'Zx-\-x*AyXy°-+-axAz'Zz 
-byAx’Sx®  + xAz‘Sz°-b  zaAxZx°  -b  aAyZy  -fAy'Zy0 
=yx“  — yxAx-b-r‘y-b-rz>1 — xzAz-f-yxAx-bxzAz-bz3x 
-b  y’ — yAy-byAyj  réduisant  et  effaçant  les  répéti- 
tions des  termes  répétés  , on  a le  trinôme  yxa-bxz* 
-by*  , qui  est  sûrement  l’intégrale  de  la  formule  pro- 
posée , si  celle-ci  est  une  différence  exacte;  c’est  ce 
qu’on  trouve  être  vrai  en  prenant  la  différence  de  l’in- 
tégrale obtenue. 

605.  Dans  quelques  équations  aux  différences  où  il 
entre  plusieurs  variables,  et  qui  ne  peuvent  se  sou- 
mettre aux  méthodes  précédentes  , il  est  cependant 
possible,  par  lemoyende  certains  artifices, d’en  obtenir 
les  intégrales  ; telles  sont,  par  exemple,  toutes  les  équa- 
tions aux  différences  qui,  en  dernière  analyse,  peuvent 
se  réduire  à la  forme 

&y+jfa+Fx—o (6l  0* 
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En  effet , faisant 

y = "Ç (a)  , 

en  représentant  par  a>  et  Ç deux  fonctions  indéter- 
minées de  x,  prenant  la  différence  de  l’équation  (o)  , 
il  vient 

Ay  z=  -J-  ^A»  -f-AaiAÇ ....  (6)  , 

et  substituant  cette  valeur  de  Ay  ainsi  que  celle  dejs 
féquat.  (a)]  dans  la  proposée  (6n)  , celle-ci  deviendra 

»aÇ  + Ça*  4-  AwAÇ+  «Çfx  -fFx  — o — (c'y. 

Or,  puisque  Ç et  a sont  des  quantités  indéterminées , 
on  peut  faire 

aAÇ-f-oiÇfx  — o. . . .(d)  , . 

ce  qui  réduit  l’équation  (c)  à celle 

ÇA«  -f-  Ao>AÇ  as  — Fx; . . . . (e). 

' De  l’équation  (d)  , on  tire  celle 

f =-/* c/)ï. 

et  faisant  Ç=ex  d’où  AÇ;=ex(eAx — i)  = Ç (eAx  — 1), 
l’équation  (_/*)  deviendra  eAX  as  1 — /x  , d’où..... 
A=  Si  (1  — /x)  ; donc 

Ç(=eA)  = (g)  . 

et  par  conséquent  AÇ  =e2^1  -^"x^  — 1]: 

substituant  ces  valeurs  de  Ç et  AÇ  dans  1 équation  (e), 

— Fx  . 

il  vient  celle  A*  =^/(  , + , ( , ZJ7)  * °U 

r»r 

„ — t Ai- s—  : enfin  substituant 

cette  valeur  de  * ainsi  que  celle  de  Ç [equat.  (g)]  dan» 
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l’équation  (a)  , il  «vient 

y=c — e2^1  -AO  2 C6 1 ia") 

y ex/(i  — /x)  -+-  /(  î — fxy 

ce  qui  est  l’intégrale  complète  de  l’équation  pro- 
posée (6 ii). 

Exemple.  Intégrer  l’équation 
Ay  + y(i  — x)-|-x3(x — i)(x — a)  (x — 3).  ,.i=o. 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (Su)  , on  a 
/r  = i — x,  d’ôùx  — r — fx  et  Fxx^x*  (x — i)(x — a) 

. . . î = x3  e2^*  [equat.  (5gi) , en  y faisant  Ax  = i]. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (Gia)  , on  a 

y — c — 2 ^ = c — e2^  2x».  Mais  e2/* 

(x  — i)(x-—a). . . . 1 [équat.  (Sgi)],  et  2x“  = 

JJ® 

— -f-  g [_  troisième  équation  de  la  table  (57g)] , on 

a donc  complètement  pour  l’intégrale  de  la  proposée , 
l’équation 

y=c— x(x— i)(x— a)  ..î.Qx*— ix  + £)- 


CHAPITRE  IV. 


Application  du  Calcul  intégral  à la  somma- 
tion des  séries. 

6o6.  Soit  y**  une  fonction  de  x telle  , qu’en  y 
faisant  suocessiyeraent  varier  x suivant  ses  différences 
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constantes  , on  forme  la  série  * • 

y .y'»  y*,  •••y' — oo» 

dont  y7'  est  le  terme  général.  Soit  représentée  par  S 
la  somme  de  cette  série  (a)  , et  par  S'  la  somme  de 

la  même  série  augmentée  du  terme^^"^ qui  suit 
immédiatement  celui  y1',  en  mettant  dans  ce  dernier 
terme  x-|-Ax  à la  place  de  x.  Cela  posé  , il  est  clair 
que  si  de  S'  on  retranche  S , la  différence  de  ces  deux 
sommes  sera  y(*-P  Ax)  ; donc  S'  — S ou  AS  =y  fc+A*) 
d’où  S—1y(x^~iiX)  : mais  il  est  clair  que  ’Zy(x+Ax)' 
est  ce  que  devient  3jy*'  lorsqu’on  met  dans  cette  dernière 
quantité  x + Ax  à biplace  de  x ; donc  le  terme  somma- 
toire  d’une  série  se  déduit  immédiatement  de  l’intégrale 
de%on  terme  général  , en  mettant  dans  cette  intégrale 
x+Ar  à la  place  de  x.  Ainsi  la  lettre  S étant  prise 
pour  caractéristique  de  la  sommation  , on  exprimera 
analytiquement  la  relation  de  la  sommation  à l’intégra- 
tion par  l’équation 

• , Sy*'  = Ax>' (6t3). 

Pour  faire  une  première  application  de  cette  for- 
mule , proposons-nous  de  sommer  la  suite 
c — b-\-e,  8 a — aè-f-e,  27a — 3 h-\-e,  64a — 4^~hB,etc(^)  » 

dont  le  terme  général  esty1'  =ax3 — bx  - f-  e,  en  pre- 
nant Ar  = i}  c’est  ce  que  nous  ferons  dorénavant, 
jusqu’à  ce  que  nous  prévenions  du  contraire.  Or,  nous 
avons  vu  à l’article  571.  que  l’intégrale  de  ce  terme 

, , . r ax?  ax*  / a — 2b\  , b -f-  ae~] 

general  est  * |_T  — ~ + > + ~ ~ J 

-4-  const.  ; donc  substituant  dans  cette  dernière  for- 
mule x — j—  1 à la  place  de  x,  on  aura  pour  terme  soru- 
matoire  de  la  série  ( [b ) , 
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_ . ax*  , i , 
Syv  = — - + - ax3- 

J 4 a 


a — ib 

~4* 


■ ae— i 
x -f-  e 


-f-  const (c). 

Afin  de  déterminer  la  constante  , nous  observerons  que 
pour  x = t , on  a Sy1'  —a  — b - j-  e , qui  est  le  pre- 
mier terme  de  la  série  proposée  (é) j donc  faisant 
x ==  i dans  l’équation  (c)  , on  aura  a — é + e=a 
— b-{-  ae  -f- const.  , d’où  coust.  = — e;  ainsi  on  a 
complètement 

„ . ,r  p ax 3 , , . a — a 6 ,~1  ' 

^ ~ x + ae-ij. 


607.  La  sommation  d’une  série  se  déduisant  immé- 
diatement de  l’intégration  de  son  terme  général  , nous 
croyons  devoir  faire  connaître  une  classe  très-considé- 
rable de  suites  dont  on  trouve  fort  aisément  le  terme 
général  , et  par  conséquent  le  terme  sommatoire. 

Lhaque  terme  de  la  série  (a)  [art.  6ob'[]  étant 
égal  à celui  qui  le  précède  plus  ou  moins  la  diffé- 
rence qui  existe  entre  ces  deux  termes , on  aura  la 
suite  d'équations 

{y"= y'  — A/>  y =/  — AyVy"  =y  Ay- , . . . 

. . . .y*'  ==yC*-0' ±Ayt*-,y} (a). 

Prenant  les  différences  respectives  de  chacune  de  ces 
équations , on  a 

f Av" = Av'  ± AV,  Ay"=  A/dz  AV  ,.Ay,T  = Ay" 
± Ay",...ô>y*'  =Ay(*-'y ± A»/ } (è). 

Substituant  la  valeur  de  A y"  première  équation  du 
groupe  (é)  , dans  la  seconde  équation  duméiq^  groupe  , 
la  valeur  de  Ay"  dans  la  troisième  équation , et  ainsi  de 
suite  par  des  substitutions  successives,  on  parviendra 
à l’équation  ♦ 
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5 6o 


Ay-'=  A/±:(x—  i )4îy'+  — A3/ 


„».(*  — 1)  (x  — g)  (x  — 5) 
2.3 


Ay+  etc, 


(Si4). 


Par  des  substitutions  successives  et  semblables  dans 
les  équations  du  groupe  (a) , il  vient  celle 

y *'=y'±  A/  ±:  A y"  ±.  Ay"\ ± • 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs 
de,Ay',  Ay" ....AjC*-1)'  déduites  de  l’équation  (614), 
en  y faisant  successivement  X—  1 , 2 ....  (x — i)',  on  a 


y'=y'àz(x—  i)A/+  . 0g(j  a)  Ay 

(x—Q(x— 2)(x— 3)  3 , (x-i)(x-2)(x-3)(x-4) 

2.3.4  y ' 

± etc (61 5)  ; 

donc  dans  toute  série  qui  a ses  différences  d’un  ordre 
quelconque  constantes  , on  pourra  parvenir  à trouver 
immédiatement  son  terme  général  par  le  moyen  de 
l'équation  (81 5),  et  de  là  on  déduira  sans  peine  son 
terme  sommatoire.  En  effet,  le  terme  général  (61 5)  se 
composant  alors  d’une  suite  finie  de  puissances  en- 
tières et  positives  de  x,  son  intégrale  sera  donnée  par 
les  équations  du  groupe  (579  ) ; or  il  est  aisé  de  vé- 
rifier que  le  passage  de  à Stm  se  faisant  en 

mettant  dans  la  première  de  ces  deux  quantité*  x+  » 
à la  place  de  x , il  n’y  aura  d’autre  changement  dans 
les  formules  (679  ) , et  plus  généralement  dans  celle 
(58o) , que  relativement  au  second  terme , qui  de  né- 
gatif deviendra  positif.  Ainsi  généralement  le  terme 
sommatoire  de  la  série  im,  2"*,  3m,  4m>  • • a:m(*)  est 


• 

(*)  On  sait  que  la  différence  de  l'ordre  m de  cette  série  est 

Sxm= 
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« m”*4* 

Sx™  — 

m-f* 1 a 

1 m(m — i )(m — s) 

'6 


1 771 


a a. 3 

xm~*  -J- etc (6i 6). 


a .3.4-5 

Exemple.  Trouver  le  terme  sommatoire  de  la  série 


4‘  . 43.  47  . 53  , 6i  etc (c)  , 

dont  les  quarante  premiers  termes  sont  tous  des 
nombres  premiers. 

Les  différences  premières  de  cette  série  forment  la 
progression  par  différence  f a. 4 -6. 8 etc.  , ayant  pour 
raison  a ; doncy'  = 41  > 3>  a et  A*y'  = O. 

■Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (6 1 5) , ôn  a 

yx'=4 1 + a(x — i)  -f»(x — i)  (x — a)  = 4 1 -f- x(x — i)  ; 

donc  S._yI'  = 4I  S.x°-|-S.x:‘— S.x;  et  substituant  les 
valeurs  de  S.x°  , S.x“  etü.x  déduites  de  l’équation 
(616),  en  y faisant  successivement  x=  o , x=a 

1 I 

et  x = i , on  aura  S .y*'  = 41X+  +-  x*  + g x 

— - x“  — -x  , ou  faisant  les  réductions,  il  viendra 
a a 

S.y*'  = g-(«a  + *») (J)  , 

ce  qui  est  complètement  le  ternie  sommatoire  de  la 
série  proposée  (c). 

6o8.  Si  l’on  ne  veut  avoir  le  terme  sommatoire  qu’à 


constante;  mais  ce  qui,  du,  moins  que  je  sache,  nVtait  pas  en- 
core connu,  c’est  que  l'eXprcssion  generale  de  cette  différence  cons- 
tante est 


, , . , , m (m — i)m+' 

(m  -f-  i)m  — m"*»  

2 

m (m — i)  (m — 2)  (m — 3}w'+" 


m (m — i)(m~ a)m+* 
2.3 


-1 
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partir  d’un  terme  déterminé , tel  que  le  n“me  par 
exemple,  alors  on  ajoutera  à la  valeur  de  S. ,y* une  cons- 
tante qu'on  déterminera,  en  faisant  S -y*'—  o lorsque 
x==n — i .Ainsi  dansl’exempie  précédent,  si  l’on  n*fe  veut 
avoir  le  ternie  sommatoire  qu’acommencerdurt1""' terme, 

on  écrira  Sy*'  = -f  ( i22  + xa)  4-const,  et  faisant 

n — r 

Syx'~o  lorsquex=  n — i , on  aura  const.  = g—  X 

(ia3  -f-  n*  — 2 n),  ce  qui  donnera  complètement 

S.y*'  = g[x(t22+x2)—  (n — i)(ia34-n* — 2 n)}. 

(jpg.  Mais  le  calcul  des  sommations  de  ces  séries 
se  simplifiera  beaucoup , si  nous  trouvons  directement 
l’expression  du  terme  sommatoire  , c’est  ce  qui  ne 
présente  aucune  difficulté  ; car  soit  toujours 

y,  y, y*,. ..y*... ..(a) 

la  série  proposée , on  aura  conséquemment  Sy*'=y 
-\-y"  -f- y*. . .4- y1',  et  substituant  dans  cette  équa- 
tion les  valeurs  dey', y, . . .y  déduites  de  l’équation(G  1 5), 
en  y faisant  successivement  x=2 , x = 3, . . .x  = x , oa 
aura , toutes  réductions  faites  , la  formule 

s>-=  +=S==a  Ay 

4-  etc (617)- 

Appüquant  cette  formule  à la  série  (c)  de  l’article 
6ofi  , pour  laquelle  nous  avons  vu  qu’on  avaity=4i, 
£>ÿ'—  et  Ay  — a,  on  aura  Sy1'  = 4,x  4-  x(x— 1} 


x(T—iX*>-a)x  t-ia5_}.(x_l)(3_(_x_3>3 


= |[ia3  4-5t*— 1]  = g-  ( 123  4-x*) , expression 
identique  à celle  (d)  de  l’article  607. 
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:.o.  L’équation  (58i)  se  déduisant  de  celle  (d) 
[art.  573]  , en  faisant  dans  cette  dernière  équation 
pi=o,  et  l’équation  (58a)  se  déduisant  de  celle  (d) 
citée  préceden'mei.t  , en  y faisant  p =rAr,  il  s’ensuit 
d’après  la  formule  (Ri 3)  , que  le  second  membre 
de  l’équation  (58 1)  est  l’inttgrale  du  terme  général  ' 
x(x-f-Ax)(_D-f-2Ar) . . . (x-f-nAx)  d’une  suite  telle  que 
efa-f-Ax] . . . [(a-4-Ax)  -f-nAx] , (a-f-Ax)[(a-|-Ax)-j-Ax3 
. . • [(c-f-Ax)  + nA.c]  , (a-f-aAx)  [(a  -f-  aAx)  + Ax} 

. . .[(a-f-2Ax)-f-nAr3  etc (G  18)  , 

et  que  le  second  membre  de  l’équation  (58a)  est  le 
terme  sommatoire  de  la  suite  (618)  : ainsion  a géné- 
ralement 


Sx  (x  -f-  Ax)  (x  -4-aAr) . . .(x  -f-  nAx) 

_x(x+ Ax)  ( r+a  A x). . ,[x-|-(tt-f- 1 ) A x]  ngf  ,, 
(n+a)Ax  ■ 

Pour  déterminer  la  constante  , j’observe  que  lorsque 

x = a la  série  (6 1 8)  se  réduisant  à son  premier  terme  , 

sa  somme  se  réduira  aussi  à ce  premier  terme  ; 

on  aura  donc  en  faisant  x=o  dans  le  second  membre 

de  l’équation  (a)  , celle 

a(a  + A x)...(a+  rt  Ax) 

a(a-4-Ax)(fH-3  Ax)..  fo-J-C/i-’  i)ixl 
— -, — ; — r— = const.  , 

j.  , „ . (a — Ax)a(a-l-Ax'). . .(o-+-n  A x) 

d ou  1 on  tire  const.  = — — ' — i — ! / • 

(n-f  2)AX  * 

ainsi  on  a Complètement 

Sj(.r  +4r)  (i  + J4ï)...(i  ■+■  n Air) 

A A.T)...(>-<-tn-4-i)  a.t]— (a — ■ Ax)a(ti+  Aa,)..('t-‘-n  a x) 

(n-h?)  A x 

Exemple.  Sommer  la  sérié 

2.5.8,5.8.11,8.11.14, 11.1417,  i4- 17. 30, etc. .(6). 


1 
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Comparant  cette  suite  avec  celle  (6i8) , il  vient  a — a , 
Ax=3  ei  n=  a : substituant  ces  valeurs  dans  lequa- 
tion  (619),  on  a 

Sx(x+5)(r-f6)  = ; 

ce  qui  est  complètement  le  terme  sommatoire  de  la 
série  proposée  ( b ). 

611.  Mettant  la  caractéristique  S à la  place  de 
celle  S dans  le  premier  membre  de  l’équation  (583), 
et  mettant  x-J-Ax  à la  place  de  te  dans  le  second 
membre  de  la  même  équation,  on  aura  celle 

^ x(x-f-Ax)  (x+2Ax) (x-fnAx)  cons^*  • 

nAx(x-f- Ax)(x+aAx) (x-f-nAx)’  ^ 

qui  est  le  terme  sommatoire  d’une  série  telle  que 

x 

a(a  - f-  Ax) . . . (a  -f-  nAx)  * 

1 

(a  -}-  Ax)[(a  4~ax)  -f-  Ax] . . . [(a  -f-  Ax)  nAx]  * 

(a-f-aAx)^(a-t-aAx)+Ax] . . ,[(a-+-aAr)+nAx]  et  C ' 

Or,  pour  déterminer  la  constante  de  l’équation  .(a)  , 
j’observe  que  pour  x — a,  la  somme  doit  se  réduire 
au  premier  terme  de  la  série  (620)  ; on  aura  donc 

1 

const  a(a_|_£_r) . . . (a-f-nAx) 

-j 1 

n Ar(a  -f  - Ax) . . . (a  n A x) 


nAxa(a  -J-  Ax)  (a  -j-  aAx) . . . (a  -j-  (n — i)Ar)  * 
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ee  qui  donne  complètement 


S L* 

x(x  + Ax)  (x  4*  a&x) (x  -j*  rtAx) 

=_i_r 1 

nAx  L_a(a  4"  Ax) [a-  4"  (n  — 1 ) A x\ 

(x+  ix)(x+aii). . .(x4-nAx)3 ^21^’ 


Il  est  aisé  de  voir  d’après  cette  équation  que  la  limita 
-transcendante  [voyez  le  renvoi  de  la  page  320,  tome  1 3 
des  séries  de  la  forme  (620)  , est  la  quantité 


1 

nûi(a+  Ax). . .Qa-f*(n — 1 ) AxJ  * 

à laquelle  se  réduit  le  second  membre  de  l’équation 
(62 1 ) , lorsqu’on  fait  x = 00 . On  trouvera  de  cette 
manière  en  faisant  s = i,  A x = 1 et  n successive— 

I 

ment  = 1,2,3,  etc. , que  les  limites  transcendante» 
des  séries 


1111 
j .a’ a.3’  3.4*  4-5 
i 1 x 


etc. 


1 


1.2.3’  a.3.4’ 3.4.5’  4-5.6 
1111 


etc. 


sont 


1 .2.3.4  ' a-3-4-3  * 3.4^^  ’ 4-5-S-7 

etc. 


etc. 


t 

4 

1 

78 

etc. 


612.  En  appliquariPmix  équations  (589)  et  (5qo) 
le  théorème  (6i3)  ) £art.  6c6J,  on  aura  les  équa- 
tions 


O . . cos(x  + ÎAx)  . 

S.sm  x = const. : — r— . . . 

2 sin  j Ax 

_ . - . sin  (x  +;4i) 

S.cos  x=  const.  4*  


2.  sin  ; Ax 


•(<*)> 

.(C 
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qui  sont  les  termes  sommatoires  des  séries  respectives 

lina,  sin(a-f- A^)»  sin(a+2  Ax),  sin  (a+3  Ax)etc. . . .(Saa) 
cosa,cos(a-f- Ax),cos(a-f-a  A#),cos(a-|-3  Ax)etc, . . . (Ga3). 

Mais  pour  x = a,  on  aS.îinx  = sin  a et  S cos  x=cosai 
donc  faisant  x=a,  les  équations  (a)  et  (i)  se  ré- 
duisent respectivement  à celles 

cos  (a  — \ Ax) 


const.  = - 


et 


const.  = ■ 


(c). 

t 

...... ( d ) ; 


asin^Ax 
■>  sin  (a — jA®) 
a sin  j A x 

on  aura  donc , toutes  réductions  faites  , 

x — a 


S.sinx  = 


sin  sin  | + i A *] 


sin  A Ax 


...(6a4) 


S.ços  x~ 


“”04-“  +:4x] 


..(6a5). 


sin  s Ax 

ce  qui  sont  les  termes  sommatoires  complets  des  séries 
respectives  (Saa)  et  (6a3). 

Si  l’on  fait  Ax  = a,  alors  les  séries  (Saa)  et 
(8a3)  se  changent  respectivement  en  celles 

sin  a,  sin  aa,  sin  3a,  sin  4a  • • • sin  xa (6a6) , 

cos  a,  cos aa,  cos 3a,  cos  4a.  . »cosxa. . . ; .(637)$ 

ainsi  le  terme  sommatoire  de  ; 

-o(x+iy! 


S. sin  xa 


. r~a 

sin  I - 

n T““_ 


e Mairie  (626  1 est 


et  celui  de  la  série  (637)  est 
r a(x+i) 

C0SL  â 


S. coi  xa  = 


>œ 


sin  ja 


,,...$39). 


* 
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Dans  ce  même  cas  de  Ax  = a,  l'équation  ( c ) se 
réduit  à celle 

const.  = j cotï  a ( t ) , 

et  le  dernier  terme  du  second  membre  de  l’équation 
(a)  devient 


donc 


cos  (m+}s) 2 sin  a cos  (Jta  -f-  | a) 

2 sin  -J  a 4 sin*  i a 

2sin|a  cos  xa  cos  {-a — 2sin*iasinxa 


4 Mn“  i a 

sin  a cos  xa  — sin  xa  -J-  cos  atinza 
4 sin“  ; a 

_ sin  (x -J-  î)  a — sin  xa 
4sin*ÿa  * 


S sin  xa  =ÿcotÿa- 


sin  (x  -f-  i)a  — sin  xa. 
4sinaja 


or,  si  l’on  fait  x=  A,  on  a sin  (x-j- 1 ) nirsi  n j~i  ^ î -j- 


= sin  xa  , donc  S sinooa  = | cot  ~ a ; et  faisant  a~  i oo*, 
il  vient  S sin  ooioo0  = y mais  dans  le  cas  de  A x=a 
et  de  a = ioo*  , tous  les  termes  de  la  série  (632)  étant 
ajoutés, donnentponr  somme  1 +0 — 1 +0+ 1 -f-o — 1 etc. 
oui  — 1-f-i  — 1-4-1  — 1 +etc.  à l’infini  = S sinoo5o* 
= 5 , ce  qui  est  conforme  à ce  qui  est  démontré  en 

, lorsqu’on  développe  en  série  la  fonction  y 

C’est  ainsi  que  bien  souvent  on  rencontre  dans  les 
parties  les  plus  élémentaires  et  les  plus  élevées  des 
mathématiques  , des  points  de  contacts  qui  sont  comme 
des  vérificateurs  de  toute  l’analyse  qui  a reproduit  à 
une  grande  distance  dans  le  cours  de  la  science , une 
vérité  que  les  premiers  élémens  avaient  déjà  fait  con~ 
naître^ 
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De  même  on  trouvera  d’après  les  équations  (i)  et 
(J) , que  faisant  Aar=^<jet.r=oo,  onaS  cos  ooa 
=. — donc  en  faisant  a ~ ioo°,  ou  plus  simplement, 
= 200°  , on  aura  en  changeant  les  signes  des  deux 
membres,  la  meme  équation  que  précédemment  1 — i 
+ 1 — 1 + etc.  à l’infini  = j.  Nous  observerons  do 
plus,  que  le  second  membre  de  l'équation  S cos  ooa 
= — j étant  constant,  on  pourra,  en  donnant  diffé- 
rentes valeurs  à l’arc  odans  la  somme  cos  a+  cos  ia 
+ cos  3 a + etc.  à l’infini , trouver  que  — ± est  la  li- 
mite transcendante  des  sommes  respectives  d’autant 
de  séries  numériques,  qu’on  aura  donné  de  valeurs  dif- 
férentes à l’arc  a.  , 

6i3.*Sachant  sommer  le»  séries  des  sinus  et  cosinus 
d’arcs  qui  croissent  comme  la  suite  naturelle  des 
nombres,  on  saura  aussi  sommer  les  suites  des  puissances 
entières  et  positives  des  sinus  et  cosinus  des  mêmes  arcs  j 
telles  sont  généralement  les  séries 

sinma , sinn,2  a,  sinm3a  , sinm4n  etc (63o) 

cosma,  cosm2a,  cosm3 a,  cosm4<z  etc. . . .(63i). 

En  effet,  écrivant  les  séries  résultantes  des  dévclop- 
pemens  de  chacun  des  termes  de  la  suite  (63o)  [éq. 
(a)  ou  (è)  , art.  281 , suivant  que  m est  un  nombre 
pair  ou  impair]  les  unes  sous  les  autres  , de  manière 
que  les  coefliciens  constans  qui , évidemment  , sont 
les  mêmes  pour  tous  les  développemens , se  corres- 
pondent dans  la  même  colonne  verticale  ; chacune  de 
ces  colonnes  formera  une  suite  telle  que  cos  pa , 
co|t  2 pa  , cos  Opa  etc. , ou  sin  pa,  sin  2 pa,  sin3paetc.  , 
suivant  que  m est  un  nombre  pair  ou  impair  , qu'on 
sommera  aisément,  en  substituant  pa  à la  place  de  a 
dans  la  formule  (629)  ou  celle  (628)  , suivant  que  m est 
pair  ou  impair:  ainsi  on  aura  les  termes  sommatoires 

• 
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de  toutes  les  séries  qui  entrent  dans  le  développement 
de  la  proposée  (63c).  De  plus,  sim  est  un  nombre 
pair  , la  dernière  colonne  verticale  étant  composée  de 
simples  constantes  dont  je  représente  la  somme  parQ, 
il  est  clair  qu'outre  les  tenues  sommatoires  de  la 
forme  (629)  , il  y aura  encore  çeluiQx.  Par  exemple, 
soit  proposé  de  sommer  la  séje 

sin'hz  sin^aa  , sin^3c,  sin^a  etc (a). 

Développant  chacun  des  termes  de  cette  suite , et 
écrivantaces  développemens  comme  nous  l’avons  dit 
ci-dessus  , on  aura 

sin*  a = 5 cos  4a  — 5 cos  2a  -f-  | 
sin^aa  = £ cos  8a-—  \ cos  4a  -+■■* 
sin+oa=  5 cos  12a  — 5 cos. 6a -f-  f 
etc. 


Donç  S siMxa  =-5  S cos  x(4a)  — ;S  cos  x(üa)  -J-  J x j 
et  substituant  successivement  4a  et  à la^place  de 
a dans  la  formule  (6'ag) , on  aura  • 

S sinfxa  = - T - cos  [.2(x  + OflJ  sin 
2 l_4  ■ sin  2a 

cos  ( x + 1 )a  sin  xa  , 3x~ | 

ïmâ  h ~4  J 


Le  lecteur  pourra  s’exercer  à sommer  la  série  dont 
le  terme  général  est  $in\ra;  enfin  nous  lui  laissons  le 
soin  de  trouver  la  méthode  générale  de  sommer  la  série 
(63 1)  , ce  qui  n’a  aucune  difficulté  d'après  ce  que 
nous  venons  de  dire  relativement  à la  sommation  de 
la  série  (63o). 

Il  est  à propos  d’observer  que  si  m est  un  nombre 
pair,  la  série  (6'3o)  n’a  pas  de  limite  transcendante -, 
puisqu’alors  pour  x = 00  , on  a le  terme  Qx  qui  entre 

t 
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dan»  S sin"xa  égal  à l’infini.  Mais  si  m est  un  nombre 
impair  , alors  tous  les  termes  de  la  valeur  de  S sinmxa 
étant  de  la  forme  de  celui  (628)  , ils  auront  tous  une 
limite  transcendante  [art.  612],  et  la  somme  de  toute» 
ces  limites  sera  celle  de  la  série  (63o). 

614.  Pour  sommer^es  séries  qui  ont  respective- 
ment les  termes  générauxa'*sinms  et  a'lcosmz , il  faudra 
développer  sin^z-et  cosmz  en  suites  des  premières  puis- 
sances des  sinus  ou  cosinus  d’arcs  multiples  de  celui 
z,  ce  qui  réduira  les  sommations  qu’on  doit*faire  à 
celles  de  quantités  de  la  forme  z"sin  pz  et  z"cos pz  , 
lesquelles  se  transforment  respectivement  en  celles 

~ xn  sin  x et  ~ x*  cos  x , lorsqu’on  fait  pz  = x ; 

or  , , nous  savons  intégrer  et  par  conséquent  sommer 
les  formules  x"  sin  x et  x*cosx  [art.  58 1]'.  donc  nous 
pourrons  toujours  intégrer  zn  ain^z  et  z°  cosmz. 

615.  Représentant  toujours  par  fx  le  terme  général 
des  séries  récurrentes  composées et  dont  l’ajoutée 
est  exponentielle  ,»on  a S.fx—  xf(x  -+-  1)  — {—  c*',  en 
représentant  par  cn'  une  constante  arbitraire  ; donc 
remontant  à la  formule  (606)  , et  effectuant  les  in- 
tégrations , on  aura  complètement  l’équation 

Ji*- t-t 

S-fx  = (h—x){h*. . .-f-C/CH-BM-A)  +ca^' 

+ ca '*+' . . . -f- eC— y[aC—'y]*+*  +c*'... (6’3a) , 

dans  laquelle  il  yan+i  constantes  , qu’on  déter- 
minera en  faisant  successivement  x = 1 , a,  3...n, 
et  pour  chacune  de  ces  valeurs  particulières  de  x , 
mettant  à la  place  de  S.fx  , la  somme  effectuée  d’un 
nombre  de  termes  successifs  de  la  série , à commencer 
du  premier,  égal  à la  valeur  de  x. 
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EXEMPLE.  Sommer  la  série  récurrent g*- 

i,o,  10,  6,  118,  174,  1614  etc (a), 

dont  la  loi  est  exprimée  par  l'équation 

f(x  + a)=4-  — f(x  + 1)  +6fx. . ..(i>. 
Comparant  cette  équation  avec  èelle  (5g5)  , on  a 
•A  — — 6,  B = 1 , n = a,  X(  = hz)  —4*>  d’où  A=4- 

Ainsi  l’auxiliaire  de  l’équation  (b)  est  aa  -f-  a — 6=0, 
d’où  a = a et  af  = — 3.  Mettant  la  valeur  de^(=4) 
dans  l’auxiliaire,  son  premier  membre  devient  14,  et 
multipliant  ce  nombre  par Ji — 1 =3  , on  a 4a  j ainsi 
l’équation  (6’3a)  deviendra 

S ./x  = ~~  4-  c. a*"4"1  ±:c'.3*+t  + c" (c) . 

Faisant  successivement  dans  cette  équation  x = i,  a 
et  3 , ce  qui  donne  pour  les  valeurs  respectives  de 
S.fx  les  nombres  1,  1 -f-o=  1 et  1 +o-f- 10  = 11, 
on  a les  trois  équations  1 = 4-  4c  4-  gc'  4-  c"  , 

1 ==  ff  + 8c  — 27c'  +c"et  1 1 = ■!£*  + 1 6c-f  81  c'+c*. 
d’où  l’on  tire  c=o,  i ) c'  = et  c“  — — | : substi- 

tuant ces  valeurs  dans  l’équation  (c),  il  vient,  toutes 
réductions  faites 

g r 30. 4*4-21  .a1-*-1  ±27.5*—  55 

Je  signe  supérieur  si  x est  un  nombre  pair,  l’inférieur 

dans  le  cas  contraire. 

» 

6’i6.  Si  l’auxiliaire  de  l’équation  qui  exprime  laloi 
des  séries  récurrentes  dont  nous  venons  de  parler,  a 
une  ou  plusieurs  racines  égales  à l’unité;  alors  on 
aura  dans  l’cquation  (63a) , un  terme  de  la  forme 
c(x  4-  1)  : en  effet , U terme  général  de  la  série  ayant 
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autant  de  termes  entièrement  constans  c,  c'. . .qu’il  y a de 
racines  de  l’auxiliaire  égales  à l’unité  , la  somme  de 
toutes  ces  constantes  arbitraires  pourra  êtrereprésentée 
par  la  seule  lettre  c dont  l'intégrale  est  c£x°  = ex  ; 
et  passant  au  terme  sommatoire  , ce  dernier  terme 
deviendrac(x+i).  Telle  est,  par  exemple,  la  série  i , 
1,4.  1,9  1 76  etc. , dont  la  loi  est  exprimée  par  l’é- 
quation f (x-f-a)  = 3*  -J-  1) — ufx  , qui  a pour 

auxiliaire  l’équation  a*  — 3o-+-a=o  de  laquelle  on 
tire  a!  — 2 et  a = 1 ; ainsi  par  les  substitutions  con- 
venables j l’équation  (63a)  se  présente  sous  la  forme 
31-+-1 

S .fx  — — — + c mais  qu’il  faut  écrire 

4 

sous  celle 


S -fx  =—7-  + + O+c' . a**1  ■+•  c * ; 

et  déterminant àl’ordinaire  les  constantes  c,  c',  c",  on 
a complètement 

V+-1  «;  .1 

S .fx  = ~~  -f-  2 (x+i  ) -3 . a*  - i. 

617.  Si  l’ajouté  X est  une  quantité  constante  H , 
alors  le  premier  terme  de  la  valeur  de  fx  dans  l’équa- 

tion  (606) , se  réduisant  à la  quantité  , „ , ■ 

Hx 

(art  599)  dont  l’intégrale  est  ^c+-p^A'.  iln> 

aura  d’autre  changement  à faire  dan»  la  formule  (63a)  , 
que  de  substituer  au  premier  terme  de  la  yaleur  de  S-fx 


la  quantité 


H(x-f- 1 ) 

1 . ■ .—b*  C -f*  B -f*  A 


618.  Un  simple  coup  d’œil  jeté  sur  le  terme  géné- 
ral (6o3)  des  suites  récurrentes  simples  , fait  tout  de 
suite  yoir  que  le  terme  sommatoire  de  ces  suites  est 
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S.fx  = ca^,+cV*+,+  cV*+1. . .+c C*-0'[oC»->ri* 
+? (633). 

Ainsi  le  terme  sommatoire  de  la  série  récurrente 


simple  (e)  j^art.  5$f]  est  S.fx  = c( — i)2r+1  + c'.a*+* 
+ c“  = qp  c + c' 2I+I  + c"  , le  signe  négatif  si  x est 
pair,  le  positif  dans  le  cas  contraire.  Faisant  succes- 
sivement x = i , a et  3 , ce  qui  donne  respectivement 
S fx=i  ,S.fx  = î + o = i et  S./x=i+o+2=3, 
on  a les  trois  équations  i = c + c'.4+c",  i = — c+8c' 
+ c"et3=  c + îGc'+c"  , d’où  c=c  j , +{  etc*  = o; 
ainsi  on  a complètement  S. fx=-^:  ^ + | a*+t.  . 


619.  Si  l’ajoutée  X étant  égale  à la  quantité  ex- 
ponentielle A2,  on  a A = à une  des  racines  de  l’auxi- 
liaire , alors  il  est  clair  que  la  formule  (63a)  ne  pourra 
plus  servir,  puisqu’elle  donnera  S. fx  — 00  ; il  faudra 
donc  alors  recourir  à la  formule  (5g8)  pour  avoir  le 
terme  général  fx , en  observant  que  X étant  = hx , 
et  a!-n~'Y  pouvant  toujours  représenter  la  racine  de 
l’auxiliaire  que  nous  supposons  r=  h , on  aura 


2 


X 

[aC-')']* 


ainsi  dans  les(  intégrations  successives  , pour  avoir^x, 
on  aura  à intégrer  des  quantités  de  la  forme  xax  dont* 
nous  avons  donné  l’intégrale  à l’article  578. 

Ayant  la  valeur  de  fx , on  intégrera,  et  on  mettra 
x + 1 à la  place  de  x dans  l’intégrale  pour  avoir  le 
terme  sommatoire. 
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CHAPITRE  Y. 

Usage  du  Calcul  intégral  aux  différentielles } 
ouy  calcul  intégral  proprement  dit , dans  Ih 
Calcul  intégral  aux  différences , et  dans 
le  calcul /les  sommations. 

6ao.  Ij’intégration  de»  équations  différentielles 
peut  mener  immédiatement  à la  limite  transcendante  des 
sommes  des  séries  qui  convergent  sans  cesse  , sans  pou- 
» voir  jamais  atteindre  à un  terme  nul , et  qu’on  pour- 
rait par  cette  raison  appeler  séries  asymptotiques.  En 
effet,  si  la  série  est  numérique  , il  n’y  aura  qu’à  égaler 
sa  somme  à une  variable^  , ensuite  y introduire  nne 
variable  x qui  la  rende  à son  état  primitif  lorsqu'on 
fait  x = 1 ; cela  fait , si  on  peut  parvenir  en  diffé- 
rentiant  successivement  l’équation  résultante  par  rap- 
port à y et  x , en  considérant  dx  comme  constante  à 
une  formule  différentielle  d’un  nombre  limité  de 
•termes,  telle  que  dny=F(x,  dx , dx* . . .dx*) , d an9 
laquelle  sont  comprises  les  constantes  déterminées  de 
la  série  proposée  , alors  il  n’y  aura  qu’a  int.  grcr  cette 
dernière  équation  , déterminer  convenablement  les  n 
constantes  arbitraires , ce  qui  donnera  complètement 
une  équation  primitive  y = F'(r) , dans  laquelle  F'(.r) 
représente  une  fonction  limitée  de  x et  dps  constantes 
de  la  série  : ainsi  faisant  dans  cette  équation  x—t  , 
on -aura  la  somme  de  la  série  proposée  poussée  à l’in- 
fini -,  c’est-à-dire  sa  limite  transcendante. 


■« 
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La  même  méthode  pourra  servira  trouver  la  limite 
transcendante  d’une  formule  variable  de  la  nature  de» 
séries  asymptotiques.  En  voici  des  exemples. 

x°.  Trouver  la  limite  transcendante  de  la  somme 
de  la  série 


a(a  -fi)...(a-f  n)’  (a -f- i)(a -f  a) . . ,(a  + n+ 1)  * 
(a  + a)(a  -f-  3) . . . (a  -f-  n -f-  •)  ^ ’ 

9 

Faisonsy=  à la  somme  de  cette  série  , et  multiplion* 
chaque  terme  de  la  suite  par  x élevée  à une  puissance 
marquée  par  le  dernier  facteur  du  terme  correspondant, 
ce  qui  donnera  l’équation 


y ~ a(o+i ) . . . (a-bn)"*"'  (a+  0(°+2)  • • • (a+n+'i  ) * 
laquelle  étant  différentiée  n + î fois  de  suite , donne 
# l’équation  différentielle  du  (n-f-  i)m'  ordre 

d"y  =(xA‘~'+  x^-f-x^-f-  xa+s  etc.  à l’infini)<fx* , 
ou  faisant  attention  que  la  série  entre  parenthèses  est 

le  développement  de , on  aura  l’équation 

d*y  — dx", 

J i — x 


qui  est  de  la  forme  de  celle  (4°0  , Ca^-  4°dl  » et  dont 
conséquemment  l’intégrale  est  donnée  par  la  méthode 
enseignée  à l’article  4°9-  Effectuant  les  calculs , et 
faisant  dans  le  résultat  x = i , on  trouvera  complète- 
ment 

1 

y na(a  i)  (a  -f-  a) . . . (a  -f-  n — î)  ’ 
ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous,  avons  trouvé  à 
l'article  6ti. 
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11°.  On  demande  la  limite  transcendante  de  la  for- 
mule 

x"  , x5“  x3n 

1 1.2.3... .n  ' 1 .a.3. . .a n 1.2.3. ..3 n 

4-  etc (a), 


dans  laquelle  n représente  un  nombre  entier  et  po- 
sitif. 

Faisant  la  formule  (a)  =y  , et  différentiant  n fois 
de  suite,  en  prenant  dx  constante  , on  parvient  à l’é- 
quation dny=ydxn  qui  est  de  la  forme  de  celle(44o). 
et  dont  l'auxiliaire  m" — 1 = 0,  peut  toujours  se^ré- 
soudre  complètement  (note  1 de  la  première  section  du 
Calcul  intégral  , tome  I , page  467)  ; ainsi  on  pourra 
toujours  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  (440 ,1a 
valeur  demandée  de  y.  Soit , par  exemple  , supposé  que 
n — a , c’est-à-dire  , qu'on  a à trouver  la  limite  trans- 
cendante de  la  formule 


x* 

1 .2.3-4 


1 .2. 3. 4-5. 6 


+ etc. 


.(6). 


* 


Egalant  cette  formule  à y , et  différentiant  deux  fois 
de  suite,  on  aura  l’équation  linéaire  du  second  ordre 
dy  — yrl-r » ' qui  a pour  auxiliaire  m.3 — î =o,d’où 
m — i et  m — — 1 , ainsi  la  formule  (440  donne 


y 3=  cex  -f-  c'e  x (c) . 

Afin  de  déterminer  les  constantes  c et  c , j’observe 
que  pour  x — o,  la  série  proposée  (t)  donney  = 1 , 
et  que  pourx=i  la  même  formule  donne 

y ■=  1 -1 ~ — etc. , 

J 1.2  1.2. 3. 4 

ce  qui  est  la  valeur  du  cosinus  de  l’arc  du  cercle  égal 
au  rayon  ; donc  représentant  cet  arcqui  est  =63°, 66 1 977 
par  a , on  aura  pour  x — 1 , y qui  sera=  a ; ainsi  substi- 
tuant 
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tuant  successivement  ces  valeurs  x = o,  y~i,  et  x=i , 

y = a dans  l'équation  (c),  on  aura  les  deux  équations 

suivantes  i=c-t-c'  et  a=  ce-f- c'e- 1 , d’où  on  tire 

rie  — 1 , e(e — a)  n . . 

c = et  c = ; enhn  substituant  ces  va- 

e*  — 1 e — 1 

leurs  dans  l’équation  (c)  , on  aura 

_ (ce  — 1 e‘“r  (e  — a) 

y—  » 


ce  qui  est  complètement  la  limite  transcendante  de 
la  formule  (6). 

b’ai.  Représentant  par  y une  fonction  de  x,  nous 
avons  déterminé  par  le  seul  secours  du  calcul  aux  dif- 
férences, la  valeur  de  1y  dans  un  assez  grand  nombre 
de  cas , mais  cependant  trop  petit , lorsqu’on  consi- 
dère qu’il  reste  encore  un  bien  plus  grand  nombre  de 
cas  où  la  méthode  précédente  est  insuffisante.  Cette 
observation , qu’il  était  aisé  dp  faire , mais  qui  présentait 
des  inconvéniens  auxquels  il  n’était  pas  aussi  aisé  de 
remédier  , a donné  l’idée  aux  analystes  de  se  servir  du. 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  concurrem- 
ment avec  le  calcul  intégral  aux  différences  , pour 
trouver  la  valeur  de  Xy  dépendante  de  l’intégration 
de  fonctions  différentielles  dont  l’usage,  beaucoup  plus 
étendu  que  celui  de  l’intégration  des  fonctions  aux 
seules  différences,  rend  aussi  l’expression  de  Xy  beau- 
coup plus  générale.  Euler  est  parvenu  à ce  but  d’une 
manière  très  - ingénieuse , que  nous  allons  faire  con- 
naître. 

Soit  s une  fonction  de  x , ce  qui  donnera,  d’après 
théorème  de  Tailor,  [form.(3g)  , art.  38]. 


d‘z  Ax*  . cPz  Ar3 


37 
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et  intégrant  par  différence  cette  équation  , il  vient 
dz  Ax1  d'z  A x3  cPz  , .... 

*=***dï  + — + + (i)' 

Faisant  actuellement  d’où  z— fydx r^-j=  —, 

etc>  > l’équation  (i)  deviendra 

uvC  cLx  • 

, . , Ax*  rfy  , Ax3  rf3y 

/^.rfx  = A**?  + — X £ + ^ 2 ^ + e te. , 

d’où  on  tire  , 

, ' I r i Ar  rfj  Ax“  _ dy 

J Ax  y X a dx  a. 3 rfx* 

t . dy  , 

Mettant  dans  cette  équation  ^ à la  place  dej*  , elle 
donnera 

.rfy  i Ar  _ rf*y  AxVcfy  <R 

rfx  Ax-3  a rfx#  2.3  rfx3  v 

Faisant  de  même  pour  cette  dernière  équation  , et 
Successivement  de  meme  pour  les  suivantes , on  aura 

2^=— 2^  — ^2^1— etc. 
dx'1  Ax  dx  a rfx3  a. 3 dx* 

T æy  _ 1 ,Ajc  ^ r. 

rfx’  Ax  dx1  a rfx1  a.  3 rfx5 

et  ainsi  de  suite  , en  prolongeant  indéfiniment  ce* 
équations  ; on  aura  donc  par  des  substitutions  suc- 
cessives depuis  l'équation  (c)  , jusqu'à  une  autre  équa- 
tion quelconque  prise  indéfiniment  dans  les  suivantes  , 
une  équation  de  la  forme 

*y = izfydx + A y+  ÿ-  + CAx‘ 

+ DAx1  ^ -f  etc. . . . ((#4); 
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dans  laquelle  A , B , C , D . . . . représentent  les  coef- 
ficiens  numériques,  lesquels  sont  évidemment,  indé— 
pendans  de  la  valeur  de  y , et  qui  par  conséquent 
resteront  les  mêmes  , quelque  valeur  qu’on  suppose 
à y en  fonctions  de  x.  Cela  posé  , voici  comment 
Euler  est  parvenu  à obtenir  les  valeurs  numériques 

e* 

de  A,  B,  C etc.  ; il  a fait  = er,  d’où  2y  = — — 

€ 1 - 1 

dny 

[équat.  (584)]  , fydx—e*,  et  généralement-^-—  =s  ez. 

f 

Substituant  ces  valeurs  dans  Inéquation  (634)  et  di- 
visant  par  eT , il  vient 


=--+A4-BAx-f  CAx‘-f  DAx^etc (e). 

gAJf — J Ax 

Or  , il  est  aisé  de  voir  que  le  développement  de 

(e  — i)-*  ou^Ax  -f  — - + -g-  + etc.  J , par 

rapport  aux  puissances  ascendantes  de  Ax  est.de  la 
forme  de  la  série  (e)  ; donc  les  coefficiens  de  la  for- 
mule (634)  ne  sont  autre  chose  que  ceux  du  dévelop- 
pement de  (eA.r — i) — * . Cependant  ce  développement 
présente  quelques  longueurs  de  calcul  que  je  vais  éviter, 
en  faisant  voir  que  nous  avons  déjà  les  valeurs  nu- 
mériques de  A,  B,  C...  toutes  calculées,  et  pour 
cela,  au  lieu  de  faire,  comme  Euler, y =s  e*  , je  vais 
faire y = xm,  m représentant  un  nombre  quelconque. 
Cela  posé,  on  aura 


fydx  = 


a;1*-»'1  dy 
m- f-i  ’ dx 


— mxm 


m(m — i)xm”% 


et  généralement 


&y_ 

dxf 


= m(m — i )(m  — a). . . 


(m  — p -f-  i )xm'f. 


¥ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (634),  on  aura 

xm+< 

Xxm  — z f-  Axm  4-  BA xmxm~' 

(ni  + 1 )Ax 

~j-CAx'‘m(rn- 1 )xm~,-t-DAx’’m(m — i)(m— ù)xm~3~f-etc.; 
et  comparant  cette  équation  avec  celle  (58o)  il  viendra 


A = — -,  B 


;,C=o,D=-i. 


-,E=oetc. 


a'  'a. a. 3’“  6‘u.3.4-5' 

^Enfin  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (634)  > on 


aura 


_ î - , 1 . 1 ir  dy  1 Ar3  <f  y 

J ùx^  X 3^^"  a s.îiic  6 a. 3. 4. 5 dx 4 


+ i 


Ai5  jPy  3 Ad  d’y 


+ ï 


b 2.3. . .7  dx* 

Ar9  d*  y 


iô  _.3. . .9  dx 7 
691  A.r"  d"y 


6 2 . 3 ...  1 1 dx*  210  a.3. . . i3  dx” 

35  Ax'3  d'3y  3617  Ar,s  d'5y 

' a a.3. . . i3dx'3  3o  a.3...i7dx'5 
43867  Ax'7  d'y  1222277  Ax's  d'y 

4a  2.3..igdx'7  110  2. 3...  21  dx'9 

-f-etc.  -f  const (635). 

Cette  série  sera  finie  si  la  fonction  y de  x ne  se  com- 
pose que  de  puissances  entières  et  positives  dex,  puis- 
qu’alors  p étant  je  suppose  un  nombre  entier  positif , 
et  la  plus  haute  puissance  de  x dans  la  valeur  dey , 

JP+'y 

on  aura  ■,  r.  = o : dans  tous  les  autres  cas  la  série 
dxP~*m' 

est  interminable. 

Si*l’oa  fait  y = e*  dans  la  formule  précédente , 
od  aura 
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1 i l Ax  1 Ax* 

Ax  2 3^.3  v6a.3.4-5 


3 Ax7 
îo  3.3. . .9 


etc . . . (636). 


58i 

I Ax5 
6 a. 3 7 


Ainsi  par  l’heureux  choix  que  nous  avons  fait  de  l’é- 
quation^ = xm  à la  place  de  celle_y  =e*  pour  avoir 
les  valeurs  numériques  des  coelïiciens  A , B. . . de  l’é- 
quation (634)  1 nous  avons  obtenu  sans  calcul  la  vraie 
valeur  de  1y  avec  un  nombre' plus  que  suflisant  de 
termes  dans  l’usage  ordinaire,  et  celle  de  (eAx — 1)—‘ 
avec  un  meme  nombre  de  termes.  Au  reste  si  ce  nombre 
de  coelïiciens  numériques  , dé^à  calculés  , ne  suffisait 
pas  , on  pourrait  obtenir  les  suivans  par  le  moyen  des 
formules  du  groupe  d’équations  (579)  de  l’article  671. 

623.  Si  y représente  le  terme  général  fx  d’une  série, 
il  faudra , pour  avoir  le  terme  sommatoire  , mettre 
dans  l’expression  de  2y  , obtenue  par  le  moyen  de  l’é- 
quation (655)  , la  quantité  x -f-  Ax  à la  place  de  x. 


Exemple.  Sommer  la  suite  4»  , 4^.»  47»  53,  etc. 
dont  le  terme  general  est  y = 41  ~h  x (x — O en  pre- 
nant Ax  = 1 . 

♦ x4  f/y 

Nous  avons  fydx  = 4 ix-f-  — -,  -g-  = 2x  — 1 , 

et  ==  a-  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 


4i 


ar 


(635)  , il  vient  2y=4ix-f^--  — — — - +^ 

•4~t:X - — (-  const.  Réduisant  et  comprenant 

b 12  3bo 


dans  la  constante  arbitraire , la  somme  des  trois  fractions 

X*  j 

constantes  , on  aï)  = | x'  x -f  const.  ; 


» 
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(*+  >)3 


i û5 

— (x  4-  O*  H — g-  x + const. 


îaa 


= -g-  -J — g-  x 4-  const.  Mais  lorsque  x = i , la  sério 

proposée  donne  S.y=  4t  donc  const.  =4*  — 4 1=0  » 

ainsi  on  a complètement , Sy  = (132  -f-^*)  ,ce  qui 

est  le  même  résultat  que  celui  trouvé  à l’article  (607), 
où  le  terme  géhéral  était  représenté  par  yx' . 

6a3.  L’intégration  par  différence  des  fonctions  va- 
riables , et  de  là  la  sommation  des  suites , peut  quel-  . 
quefois  s’opérer  d'une  manière  plus  simple  par  les 
méthodes  enseignées  dans  les  chapitres  préeédens  ; 
mais  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  on  sera  obligé  le 
plus  souvent  , de  recourir  dans  ces  intégrations  et  som- 
mations , à .la  formule  (635)’,  nous  allons  même  finir 
cet  ouvrage  par  l’examen  d’un  cas  où  il  nous  paraît 
impossible  d’obtenir  la  sommation  avec  une  approxi- 
mation suffisante  ,par  une  formule  d’un  petit  nombre 
de  termes,  sans  le  secours  de  la  formule  (635).  En 
effet , prenant  pour  simplifier  A x = 1 , la  formule  (5q  1 ), 
dans  laquelle  r^pus  mettrons  x + t à la  place  de  x 
pour  avoir  S./x,  ne  peut  jamais  nous  donner  que 
S.lx=  l\_x(x — i)(x — 2...1],  ou  S.lx=h+B-\-l4-.. 

4 - /x  , ce  qui  est  l’addition  toute  pure  de  tous  les 
termes  de  la  série  qu’on  veut  sommer. 

Mais  si  nous  nous  servons  de  la  formule  (635),  alors 
faisant_y=  Ix , nous  aurons  Jydx  = fdxlx  --  xlx  — x 
d\  1 

féquat.  (a),  art.  260],  = et  généralement  l’or- 

dre n de  différentiation  étant  impair,  ce  qui  a toujours 
lieu  dans  l’équation  (635),  on  a — - 
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[form.  (37),  art  36'].  Substituant  ces  valeurs  dans  l’é- 
quation (635)  , il  vient 


2/j  =r xlx  - — x — \ — — etc.  4-  const. 

a 2 2.3.x 

Mais  2/x  étant  la  somme  des  x — 1 premiers  termes 
de  la  suite  /i,  h , 13,. . ./(x — 1),  lx;  et  S.lx  étant  la 
somme  des  x premiers  termes  de  la  meme  suite , on 

a-S/x  =2/x -f-/x  ; donc 

\ 

Six  = x/x+-  lx  — x+ - — ^ ^ — =-y  rzs 

2 2 2.3.x  b a. 3. 4. 5 x3 

+ etc.  -}-  const (a). 

624.  Cette  valeur  de  S.lx  finissant  par  diverger  lors- 
qu’on fait  x = 1 , on  ne  peut  déterminer  d’après  cette 
hypothèse  la  constante  arbitraire;  enfin  la  détermina- 
tion de  cette  constante  présente  des  difficultés  qui  ne 
pouvaient  être  vaincues  que  par  un  géomètre  tel  que 
Euler.  Voici  comment  cet  homme  célèbre  y est  par- 
venu ; il  est  parti  de  ce  beau  théorème  de  Wallis 


*t a.?.4.4-6.6.8.8.io.io.ia 

îs  t .3. 3. 5. 5. 7. 7. g 


etc. 


g . 1 1 . n . etc. 


,.(637), 


que  j’ai  démontré  dans  mes  Mélanges  mathématiques 
par  la  simple  analyse  algébrique,  en  la  réduisant  A 
une  expression  beaucoup  plus  simple  , et  qui  se  dé- 
montre aussi  par  les  intégrales  prises  entre  des  limites, 
de  la  manière  suivante. 

6i  l’on  a=i  fait,  dans  la  formule  ( 1 5 1 ) (art.  220)  on  aura 
pourx=o  l’intégrale J — ~ ==.  const.  ; et  si  1’ 


on 


fait  x = t , on  aura 


i p x’idx  i.3.5. 

J l/i  — x*  •*  • 


2 g — 1 tt 

y/  i — x*  .1.2.3. . . q . 2*  3 
-f-  const.  ; d’où  ou  conclura  qu’entre  les  limites  x — q 
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et  1=1  , on  a 
x'idx 


fi 


1 .5.5. . .(a? — î ) ir 


y/i — x1  i.a.3 q.  a*'ü 

, - w. 

2.4.6 , ,2q  2 

De  même  faisant  dans  la  formule  (1 53)  a = 1 eti  — 1, 
on  trouvera  qu’entre  les  limites  de  X = o et  x=  1, 
on  a 

f ~q  ~h'dx  3.4.6.  ..217 

J ,/-"=  ■=— — Fr— tt; 


et  divisant  l’équation  (è)  par  celle  (os) , il  vient 


"(*+0 


dx 


\/ 1 — x3 


a. a .4. 4 -6- 6. . . .a q.aq 


f 


x^dx  1.3.3.5.5.77.... (aq — i)C29 — 1)(27+1)  w 

V/ 1 — x* 


Mais  le  numérateur  du  premier  membre  de  cette 
équation  devient  égal  à son  dénominateur  lorsque  q—z> 
donc  dans  ce  cas  là  , mettant  l’unité  dans  le  premier 

7T 

rq^mbre  , multipliant  l’équation  résultante  par  —,  et 

prenant  les  numérateur  et  dénominateur  du  second 
membre  avec  un  nombre  illimité  de  facteurs  , puisque 
d’après  l'hypothèse  de  q = oo,  ce  nombre  de  facteurs 
est  interminable,  on  a l’équation  que  nous  voulions 
démontrer. 


625.  Cela  posé , passant  des  nombres  aux  loga- 
rithmes , T équation  (637  ) se  changera  en  celle 


Itt — éa=2/2+2/4-+“2#)+2ÆS...42/(2;r — a^-j-alsx 
~-li — 2/3 — 2/5 — a/7. . .— a/(ax — 3) — 2/  (ax— 1) 


a 


J 
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dans  laquelle  il  Faut  bien  faire  attention  que  afax  et 
a/(ar  — 1)  sont  respectivement  les  termes  généraux 
de  la  série  positive  et  de  la  série  négative,  et  non  les 
derniers  termes  de  ces  séries  qui  sont  interminables  ; 
c’est  ce  qui  aura  de  même  lien  dans  les  séries  suivarites. 

Actuellement  nous  observerons  que  prenant  x=oo, 
là  formule  (a)  de  l’article  6a3  donne 

S./x  ou  h -{-/a-j-S  -{-  H-  • • + /x  = (x-f-î)éx— x 
+ const (è)  , 

et  mettant  ax  à la  place  de  x , il  vient 

/1+/24-  /3-J-/4- . . -f-/ax=(ax-F-5)/ax — ax+const. . . (c) . 

Ajoutant  à l’équation  (i)  celle  lu  -f-/a+/a  + /a. . . 
=x/a , on  a 

/a  -+•  /4  +/S  + /8 . . . -f-  l*x  — (x-f-  3 )lx  — x ~h  x/a 
-f-  const (d). 

De  l’équation  (c)  retranchant  celle  (d) , et  faisant  at- 
tention que  (2x -f-i)/ax  = (ax-j- i)/x-f- (ax+  |)/a, 
on  a , toutes  réductions  faites 

li  j— ^7. . .-f-/(2x — 1 )=xér-f-  (x-f  i)/2 — x. . . (e)  : 

enfin  doublant  l’équation  ( d)  , passant  un  des  deux  fax 
dans  le  second  membre,  de  ce  double  de  (d)  retran- 
chant le  double  de  l’équation  ( e ) , et  faisant  la  ré- 
duction , on  a 


a/a+-2/4+î/6-t-a/8...-t-a/(jr — a)-t-/a.r 
— a/i — a/3 — a/5— a/7...— a/(ax — 3) — 2/(22: — 1) 


Mais  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à 
ht  — la  , on  a donc  2 const.  = hr  -f-  la  , ou  const. 
— l /air.  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (a) 
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de  l’article  (6a3j,  on  a complètement 

S.lx  = xlx  -f  - lx  — x + - 1 l , 

2 T a a. 3.x  6 3. 4- 5.x* 

+ etc.  -+-  - hir. 

• a 

Par  le  moyen  de  cette  formule  on  trouve  que  re- 
présentant par  log.  les  logarithmes  tabulaires  , c’est- 
à-dire  dans  le  système  qui  a pour  base  io,  on  a 
1 ~4~log  a+log3. . .-f-log  îooo  on  log£t  .2.3...iooo] 
* a567,6o4644aa2 1 3a8  ; ainsi  le  produit  de  i .2.3...  îoo, 
se  compose  de  a5S8  chilTres  , et  il  est  aisé  de  voir  par 
le  moyen  des  tables , que  le  nombre  en  question  est 
compris  entre  4023872  suivi  de  a56i  zéros  et  4023873 
suivi  du  même  nombre  de  zéros. 


APPENDICE. 

Dans  les  applications  tic  la  tbc'orie  des  qnadrarfares  [art.  53a , 
chap.  III , scct.  V 3 » nous  avons  oublie  qu’?»  la  page  ai 7 du 
tome. Ie*",  nous  annoncions  que  dans  ce. Calcul  Intégral  nous  don- 
nerions la  quadrature  de  la  Icmnicasie,  fig.  11  du  Calcul  Diffcren- 
tiel.  Nous  allons  reparer  cette  omission. 

Nous  avons  vu  à l'article  167  que  l’equation  de  cette  courbe  est 


r[/ 1/0 — j 


• , donc  d<ar(~yd.jr)  [équat.  555] 


xdx}/ a7—  s * 


(a*  ar*)a* 

d'où  sr=const. ^ — — [art.  an].  Mais  lorsque  x = o,  on  a 

, . , lt  — ( a * — jr*)f 

w=o , donc  const . = -j  ; ainsi  on  a complètemen  t «■= 

Si  on  fait  x — a , on  a pour  Faire  d’une  demi-feuille  de  la  courbe 

«7  rr-;  — ■ donc  l’air*  de  la  lemnicaste  entière  est  égale  il  celle  du 

tiers  dn  quarté  formé  snr  l’axe  BC  de  la  courbe. 
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2.3 


équations  de  condition  sem- 
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blables  h celle  (33o) , servant  à.  vérifier  si  une  équation 
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^ ' 
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\ydx  + X'dj  -f.  ydy  =0  J . (347)  » 


Xjrdic  ■+■  X'dj  -j-  tçdx  : 
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tégration de  la  proposée  , de  la  résolution  algébrique 
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par  rapport  au!  différentielles,  et  on  réussit  dans  les 
quatre  cas  suivans.  , 

Premier  cas.  Si  la  proposée  se  présentant  sous  la  forme 
^ à*  jyn'fdxm  = o . . .(385) , les  quan- 

tités j'y».  .fmfy  ne  sont  que  des  fonctions  rationnelles  de 
y' , et  si  cette  variable  n’est  elevée  qu’à  des  puissances 
moiodresque  m,  - i5a 

3g5.  Second  eus  , qui  ne  diffère  du  premier  qu’en  ce  qu’on  supj 
pose  que  quelqu'une  des  fonctions  de  y renferme  cette 

variable  élevée  à une  puissance  , if>4 

*396.  Troisième  eus.  C'est  celui  ou  les  artifices  employés  dans 
1 article  précédent  ne  réussissent  p&s,  . • 

3p7*  Quatrième  cas.  Lorsque  réqûutiôn  proposée  est  homogène', 

a.  * 3* 
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et  que  le  dggré  d'homogénéité  des  variables  primitive»  est 
Art.  plus  p lit  que  celui  (le  leurs  différentielles,  page  i5q 
3gtf,  3ç)t).  SoLCTioit  dp  pboblèmk.  Etant  donnée  une  équation 
primitive  l'(r,  y , u )=  o entre  trois  variables  , et  ayant 
entre  ces  mêmes  variable»  liquation  différentielle  du  se- 
cond degré  du*  — Jy*  -f-rfr*  , on  demande  l'équation 
, de  relation  entre  deux  de  ce»  variables,  163.  |65 

4oo , 401 , 4»a.  Intégration  des  équations  de  la  forme 

■fdx  — gxdy  = j\ady~  + bdf—'dx.  ■ ,-f-  ndxm ] , 168 

m 

ydx  — xdy  — <Jiadfm  + etc.  ] , 1-0 

mm mm 

dym-n  —{axmA-bjr*}dx  — » , I ~5  £ 

4o3.  Séparation  des  équations  de  la  forme 

, • dY  = (ajm  + bf  " ,3<tg> «77 

SECTION  IIL 

■ De  I intégration  des  formules  et  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs.  • 

CHAPITRE  I.  Intégration  des  formules  différentielles 
de  tous  les  ordres  a une  seule  variable. 

4®4-  Etant  donnée  une  formule  différentielle  de  l’oidre  n,  telle 
que  P </’x  -+•  Qd’~‘xdr^-Rdl,-,xdx. . .-f-Vrfx1'. . (399)» 
dans  laquelle  P , Q , R , ...  V représentent  des  fonction* 
de  la  variable  x , et  dans  laquelle  aucune  différentielle 
de  x d'nn  ordre  inférieur  à n n'est  considérée  comme 
constante , nous  cherchons  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coefficiens  P , Q. . . V pour  que  l'intégration 
de  la  formule  O99)  puisse  se  ramener  h celle  d’une  for- 
mule différentielle  de  premier  ordre  à une  seule  variable, 

■79 

4o5,  4°6.  Solutions  de  cette  question  dans  les  cas  de  n = a et 
de  n = 3,  • * 180,  181 

*4°7-  Simplification  de  la  méthode  dans  certains  cas  , i85 

*408.  Définition  des  intégrales  répétées  et  notation  , 186 

409.  Démonstration  que  l’intégrale  finale  de  la  formule  d"X 
= <f.rr/  i*  , dans  laquelle  dx  est  considérée  comme  cons- 
tante , doit  toujours  être  de  U forme  X — /x  * 

-f-e'x*-». . .•+.  , 187 
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Art. 

4to.  Développement  de  f*qxdxn  eu  une  suite  de  n intégrales 
simples,  page  189 

CHAPITRE  II.  De  quelques  fonctions  et  équations  dif- 
férentielles des  ordres  supérieurs  entre  deux  ou  un 
plus  grand  nombie  de  variables  , auxquelles  on  peut 
appliquer  des  règles  générales  pour  les  intégrer. 

*4f  1.  Recherches , 1°  des  équations  de  condition  qui  doivent 
exister  entre  les  fonctions  de  x représentées  par  A , B , E, 
H,  K,  pour  que  la  fonction  différentielle  du  second  ordre 

A ddx  -|-  Vuidy  -+.  h'.dx 1 -f.  H djr’  -f-  K dxdjr. . . (4o5) , 


soit  la  différentielle  première  d’une  fonction  différentielle 
du  premier  ordre,  a®.  De  la  forme  de  l’integrale  finale 
de  la  formule  (4o5) , igt 

*ji2.  Avantage  de  la  méthode  précédente  sur  celles  des  articles 
55  et  359  pour  déterminer  si  une  fonction  différentielle 


de  l’ordre  m est  une  différentielle  exacte 

d’une  antre 

fonctiop  différentielle  de  l’ordre  m — r , 

>94 

presque  sans  calcul , la  (n— t)”*  intégrale  d’une  fonc- 
tion différentielle  de  l’ordre  n et  exacte,  dans  laquelle 
aucune  différentielle  d'un  ordre  inférieur  à n,  n’a  été  con- 
sidérée comme  constante,  Aid. 

|t4.  De  l’intégration  des  fonctions  différentielles  du  second  ordre 
à deux  variables,  dans  lesquelles  la  différentielle  pre- 
guère  de  l une  des  denx  variables  est  considérée  commis 
constante , ,q5 

4i5,  De  l’intégration  des  éqnations  différentielles  du  second 
ordre,  dans  lesquelles  la  différentielle  du  premier  ordre  de 
l’nne  des  deux  variables  est  considérée  comme  rnns. 


416,  41?-  Dgs  intégrations  des  équations 


196 


aoS 


àmr  _j  (Vmzy_' 


_ , '£\ 

dxm  J \dxn~*  J 1 


308 


CHAPITRE  III.  De  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre  entre  deux  variables , lors- 
qu'on fait  éprouver  a ces  équations  certaines  modi- 
fications exigées  par  les  conditions  des  problèmes  qui 
ont  donné  Heu  à de  pareils  calculs  , ou  que  ces 

38...  . 
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lorsque  les  (leux  racines  de  sou  auxiliaire  sont  im.-igi- 
Art.  nalres,  * page  xlg 

43g.  Intégration  de  l'equation  generale  du  fameux  problème  des 
trois  corps  , 14° 

41o.  Du  cas  où  l’auxiliaire  a tonies  scs  racines  , ou  simplement 
quelques-unes  de  ses  racines  égales  en  no  elles  , 

43. , 43x  , 433.  Intégration  de  l’équation  (4 >A)  ^ -ns  le  cas  où  A, 
B...  étant  toujours  des  quantités  constantes,  on  a X =0, 
en  considérant  d’abord  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire 
comme  réelles  et  inégales , ensuite  quelques-unes  d’ellcg 
comme  imaginaires  \ enfin  considérant  le  cas  où  il  y a 
des  racines  égales  , 34  î,  i\\ 

434,  $35  » 4^&  De  ^intégration  de  l’équation  (fo'i  lorsque  A, 
-B...  cl  X sont  des  quantités  constantes,  dans  les  trois 
cas  que  comporte  la  nature  des  racines  de  l’auxiliaire , 

♦ 346,247,348 

437.  Introduction  h la  théorie  développée  dans  l’article  sui- 

vant , 349 

438.  Intégration  des  équations  différentielles  et  linéaires  d'un 

ordre  quelconque , dans  lesquelles  tous  les  cnefficiens sont 
„ des  fonctions  delà  variable  qui  varie  unifoiniément,  ibid, 
43g.  Toutes  les  équatious  linéaires  d'un  ordre  quelconque  n et  de 
* la  forme 

aydx'+bxdx"—1  dy+gx*dx”-~id7y . . . -for  "dnyzzi\dxw. . .(448), 
dans  laquelle  a , b , g. . . représentent  des  constantes  dé- 
terminées , peuvent  toujours  s’intégrer  par  les  méthodes 
enseignées  aux  articles  4^3. . »43o  , a6l 

44o.  Intégration  de  l’équation 

aydx " 4- &(/>-+-  qx”dx*—'dy  g'p-bqj)*dxn—*d*y 

.•-+(p  + qx;nd"yz=\dx" (4Î9)  » 

dans  laquelle  p , q , a , b , g. . . sont  des  fonctions  dc'- 
teiminces  de  constantes,  et  X une  fonction  de  x , 264 

44**  On  Pcut  toujours  trouver  un  nombre  infini  de  valeurs  dey 
et  de  z en  fonction  dex,  qui  satisferont  simultanément 

à toute  équation  entre  les  trois  variables  x9y9z9  et  linéaire 
par  rapport  aux  deux  variables  y et  z9  dont  les  différentielles 
premières  ne  sont  pas  considérées  comme  constantes,  265 
443.  Il  y a tin  nombre  infini  de  courbes  h double  courbure 
qui  satisfont  h l’équation  considérée  dons  l’article  pré- 
cédent , 266 

443.  Si  l’équation  linéaire  de  l’ordre  n considérée  dans  les  deux 
articles  précédons  appartenait  k une  surface  courbe,  on 
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férentesTune  équation  diffeientielle  de  l’ordre  n , telle 
que  celles  que  nous  considérons  , on  pomra  avoir  l'inté- 
grale finale , sans  intégrer  les  équations  différentielles 
Art.  d’ordres  inférieurs  è n , page  38» 

456.  Moyen  déduit  de  la  théorie  précédente,  pour  intégrer  dans 
certains  cas  une  équation  difféientielle  inexacte,  sans  être 
obligé  de  chercher  le  facteur  qui  la  rend  une  différen- 
tielle exacte , 384 

CHAPITRE  VI.  De  la  résolution  par  approximation 
des  équations  différentielles  entre  deux  variables  et 
du  second  ordre  qu'on  ne  peut  résoudre  exactement , 
lorsqu’on  éprouve  des  difficultés  insurmontables  pour \ 
trouver  les  facteurs  propres  à rendre  ces  équations 
exactement  intégrables. 

*4^7.  Méthode  générale  pour  résoudre  par  approximation*! 'équa- 
tion du  second  ordre  et  linéaire 

d'y-i-Xdfdx-byÇdx*  =0 (45a) , 

dans  laquelle  X et  £ rcprésententdcs  fonctions  quelconques 


de  x , 385 

*458.  Application  delà  méthode  précédente  à la  résolution  par  ap- 
proximation de  l’équation 

.ddy+ax,ydx*  — 0.....($r>5),  386 


45g.  SoLOTiotr  dd  problème.  Connaissant  l'une  des  deux  in* 
tégrales  particulières  de  l’équâ’ion  (45a),  que  l’on  obtient 
de  l’intégrale  complète  en  faisant  l’une  des  deuxe  ins- 
tantes c ou  c'  = o , trouver  l’autre  intégrale  particulière, 
et  par  conséquent  l'intégrale  générale  de  la  proposée,  393 
460,  461 . Résolution  par  approximation  de  l’équation  (4  5)  , 
lorsque  certaines  valeurs  particulière^  de  n et  de  a com- 
binées ensemble,  mettent  en  défaut  la  méthode  précé- 
dente, 3g  j , 397 

Comment  on  peut  ramener  l’intégration  de  l'équation  du 
comte  Riccati  h celle  de  l’équation  (455)  , 3o  > 

*453.  U tililé  de  ce  qui  est  démontré  dans  l'article  précédent , 3oi 

SECTION  IV. 

♦ 

Supplément  aux  trois  premières  sections. 

CHAPITRE  I.  Intégration  simultanée  de  certains  sys- 
tèmes d’équations. 
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*4^4*  Intégration  simultanée  des  deux  équation» 
(A z -f-  B y)  dx  -f-  D dz  -f*  E djr  = XÆt*  1 
(H z -f*  I y )dx  -f-  K dz  -4-  L djr  — (dx  j * 


•m  > 


*465 


dans  lesquelles  A.  ..E,  H. . .L  représentent  des  quantités 
constantes  dctgroincc»,  et  X,  ( des  fonctions  quelconque* 

de  x 9 page  3o3 

, *4<>7  ■ 468  , jGç).  Examen  des  cas 


où  b étant  de  signes 
contraires 


J on  a J Jbrn  ^ j (a  — n)  * 


3o6 

3o» 


. , . . .4  ( DL  = EK , 

ou  dans  les  équations  I . „ ’ 

**>  riïïziï; 


3io 
3i  1 
ibid. 


470. 

(Az  ■+■ 
(Hz  + 
(Oz  + 

471. 

♦47a. 


■Intégration  simultanée  des  trois  équations 

Bj  -+-  Ct)dx  -+-  Ddz  -f-  Edy  + G dt  = Xel.:  1 
I / 4-  K/)r/x  -4-  Ldz  -t-  Md/  -h  Ndr  = X'</.i  j . . . (479),  3ia 
P r -+-  Q t)dx  + l\dz  -I-  s dy  -H  T dt  =X'V* 

Scolic,  ’ 3i4 

Intégration  simultanée  des  deux  équations  différentielles  du 
second  ordre 


(Ay-J-Bz)rirJ+(Cdy.4-Drf*)<fx-t-Erf*y-+-IM»z=X<£r*  1 

Qjy-hK.*)dx'+(Ldy+hldj;)dx+Ndy+Od’zz=;Çdx*  j 3l^ 

■'473.  Idem.  De 

(Ay+Bz-t-Dy/x’-t-Ed’y-t-Hd’z  — o » 

(ly  -t- K*+L)dx*-4-Mrf»y+Nd»«=: „ ( ' ' ' ‘ v*8*'  > 3l? 

*4:4-  Examen  du  cas  où  p‘  et  p"  sont  négative» , 3ai 

*'4/5.  Les  formules  d’intégrations  simultanées  trouvées  dans  les 
deux  articles  précédons , ne  peuvent  servir  lorsque  les  va- 
leurs de  C*  et  de  Cfi  sont  réelles  et  égales  , et  lors  qu’elles 
sont  imaginaires  , nous  trouvons  des  formules  générales 
qui  peuvent  servir  dans  tons  les  cas  possibles,  3a3 
*"47®-  Nous  prouvons  que  les  deux  formules  trouvées  dans  l’ai* 

* '■  ticle  précédent,  satisfont  au  cas  de £'=£",  3aS 

**477-  El  an  ,cas  de  & et  C"  imaginaires  , ' 3a8 

478.  Examen  du  cas  où  dans  les  équations  ( 48a  ) , on  a 
AM  = El , - 33o 

CHAPIIPiE  II.  Intégration  de  certaines  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  entre  deux  variables  et 
separebt,  dont  on  obtient  les  intégrales  algébriques  , 
quoique  la  fonction  différentielle  de  chacune  de  ces 
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deux  variables  étant  considérée  isolément , ne  puisse 
s'intégrer  algébriquement , et  que  cps  deux  fonctions 
ne  puissent  s’intégrer  en  même  temps  par  les  logar 
Art.  rit  fîmes  , ou  par  les  arcs  de  cercle. 

479.  Intégration  algébrique  de  l'équation 


dx 


dy 


t-hbx^-h  ex 3 -f-  hx  -4-  //*]  v^[  ayb-*-bYi'+’ej'2-\-hy-\~m'] 


(5oo), 


dont  chacun  des  membres,  considéré  isolément,  ne  pour- 
rait s'intégrer  ni  algébriquement,  ni  par  le*  logarithmes, 
ni  par  les  arcs  de  cercle , page  33a 

48o.  Intégration  algébrique  d’équations  qui  sont  dans  des  cas 
semblables  à celle  qi^on  a intégrée  dans  l’article  précé- 
dent , m 336 

* Remarque , 3$7 

*48i*  Intégration  algébrique  de  denx  équations  qui  sont  dans  les 
mêmes  cas  que  les  précédentes , mais  dans  lesquelles  les 
variables  x et  y sont  élevées  h des  puissances  > 4»  338 

CHAPITRE  III.  Des  intégrales  et  solutions  particulières 
des  équations  différentielles  cTordres  supérieurs. 

482  , 483.  Définition  de  ces  intégrales  et  solutions  particulières, 
avec  le  moyen  de  parvenir  de  l’intégrale  finale  à réqua- 
tion différentielle  de  l’ordre  n9  dont  elle  est  l'intégrale, 
- 34i 

484.  Méthode  pour  déduire  de  l’intégrale  finale  d’une  équation 

différentielle  de  l’ordre  n , toutes  les  solutions  particulières 
de  la  proposée.  Les  recherches  dont  on  s’est  occupé  dans 
cet  article,  conduisent  au  principe  que  la  solution  parti- 
culière la  plus  étendue  que  puisse  avoir  une  équation 
différentielle  de  l’ordre /z,  ne  saurait  être  exprimée  par 
. une  équation  primitive  contenant  plus  de  n — i cons-^ 
tantes,  3$3 

485,  48Ç-  Remarques  sur  certains  cas  pour  lesquels  la  méthode 

enseignée  à l’article  4?4  > se  simplifie  beaucoup  , 34^,347 

487.  Méthode  extraite  d'un  savant  mémnirc  de  Legendre , pour 

déduire  directement  de  l’équation  différentielle  proposée 
ses  solutions  particulières,  347 

488.  Caractère  des  solutions  particulières  f 3.^9 

48g.  L’équation  x = const.  , qui  satisfait  h tontes  les  équations 

différentielles  entre  y et  x , ne  doit  pas  être  mise  au  nom- 
bre des  solutions  particulières , 35o 

490.  Application  des  théories  précédentes  , • ibid . 


< 


6oi 
Art. 

491.  Les  solations  particulières  des  équations  différentielles  d’n* 
ordre  quelconque,  ne  sont  pas  toujours lessolntionspar-. 
Meulières  des  différentielles  de  l’rquat  on  proposée  , on 
de  ses  intégrales  de  tous  les  ordres,  page  353 

493 ■ Recherche  des  suintions  paiticulièies  et  simultanées  d’un 
système  de  m rquations  différentielles  d'an  ordre  quel- 
conque entre  m -+■  1 variables  , 355 

CHAPITRE  IV.  De  l’intéçtratinn  des  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre. 

4q3  , 4ü4-  Définition  et  notation,  358  , 35q 

4l)5.  De  Toi  dre  des  équations  ans  différentielles  partielles,  36o 
•4.0-  De  l’intégration  des  équations  au»  différentielles  partielles 
et  linéaires  du  premier  ordre  dans  quelques  cas  parts* 
cnliers,  3t»i 

,,497-  Intégration  de  ces  mêmes  équations  dans  le  cas  le  plus 
Rentrai , 3tia 

D’un  cas  particulier  où  l’intégration  pourrait  s'effectuer 

comme  dans  le  cas  général  , mais  qui  s’obtient  bien  plus 
aisément  par  une  méthode  que  nous  faisons  connaître  dans 

cctarticle , 36a 

499-  Manière  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  de  variable» 
qui  entren^  dans  les  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rentielles partielles , lorsque  ces  dernières  équations  ont 

pour  objet  quelque  point  d’analyse  appliquée , 37a 

5oo.  Intégration  de  l'équation  , 

/*«=LÇ/>s) (5 18), 3;3 

♦Soi.  Intégration  des  équations  anx  différentielles  partielles  dq 

premier  ordre  è quatre  variables  , * 3 "5 

5na.  Où  ,1'on  généralise  l’analyse  précédente  anx  équations  aux 
différentielles  partielles  linéaires  du  premier  ordre,  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  de  variables, 38o 

• 5o3.  Int'  gration  des  équations  aux  différentielles  partielles  dq 
premier  ordre  , qui  ne  sont  pas  linéaires,  38 r 

* Remarque , 383 

CHAPITRE  V.  Intégration  des  équations  aux  différen- 
tielles partielles  du  second  ordre  à trois  variables. 

5o4-  Motions  préliminaires,  ' 383 
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dy,  =H page  384 

froo: 

17.  Intégrations 

dyjjc  H (W»  385 

<M>,  ** 

des 

(5o8.  équations 

5 09.  1 

|^=D^r 386 

f'rz'  = a'f^'z (53î)  , ihd. 

l5to. 

f*rz  =a\fx*  z f534) , 38<) 

5n. 

J’ r z — Vif r z + H . . . (53G),  3^o 

5ia.  ' 

fy*z  — ~Efxz  -4-  H . . . (538),  3<)i 

5i3.  Du  cas  ob  dans  les  équations  gn’ona  traitées  précédemment, 
les  lettres  capitales  renfermeraient  ia  variable  princi- 


pale*. 

ibid. 

^5t4,  5i5.  Intégrations  des  équations 

p'z  = Ef’z -4-  H* (54c), 

3ga 

fr'z+  D/>*-+-Ef**=o. . .(540, 

3»4 

5i6.  Etantdonnée  la  différentielle  du  second  ordre  d*z  d’unefonc- 

lion  * de  deux  variables  t et  u par  rapport  & 

ces  va- 

riables  , nous  trouvons  d’après  Euler , la  valeui 

r de  la 

même  différentielle  d'z  par  rapport  à deux  nouvelles  va- 
riables x et  y qui  ont  avec  celles  t et  u des  relations 
semblables  à celles  qui  existent  entre  ces  deux  dernières 
variables  et  celle  z , > 3g6 

*5t7.  Intégration  de  Pég nation  — /Vs  — o , dans  laquelle 

xa  représente  une  fonction  déterminée  de  x et  de  y , 398 

S18.  Intégration  de  la  même  équation  lorsque  x est  en  outre  une 

fonction  de  fxz  et  de  fïz, 4°° 

■**519.  Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  du 
second  ordre,  prises  dans  toute  leur  généralité  et  lescoefü- 
ciens  pouvant  être  des  fonctions  quelconques  de  x , y , 

*>/**»/’■*>  401 

CHAPITRE  VI.  Quelques  notions  sur  les  intégrations 
des  équations  différentielles  partielles  des  ordres  su- 
périeurs au  second , et  sur  les  solutions  particuliers 
des  équations  aux  différentielles  partielles  de  tous  les 
ordres. 

Üao.  Equations  aux  différentielles  partielles  de  Tordre  m-j-n,  qu’on 
intègre  par  le  moyen  des  intégrations  d'équations  de  même 
espece  aui  ne  sont  que  de  l’ordre  m,  4°7 
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5ai.  Antres  espèces  d'équ  a lions  aux  différentielles  partielles  dont 
l'intégration  se  ramène  h celle  des  équations  différentielles 
ordinaiits  du  même  ordre  que  les  premières , pape  408 

5aa.  Elimination  de  consiaqtes  entre  1rs  équations  primitiveset 
leurs  différentic  les,  qui  conduisent  à des  iquations  aux 
différentielles  dont  les  équations  primitives  mentionnées 
précédemment  sont  les  intégrales,  - ibid . 

5a3.  Des  solutions  particulières  des  équations  aux  différentielles 
partielles,  « ^ 410 


SECTION  V. 

Application  du  Calcul  intégral  à la  Géométrie. 

■'"CHAPITRE  I.  Quelques  problèmes  et  théorèmes  refa- 
♦ tifs  aux  développées  et  développantes  des  courbes 
planes. 

5a4*  Solution  nu  problème.  Etant  donnée  la  valeur  du  rayon 
osculatcur  d’une  comité  en  fonction  de  constantes  et  de 
lignes  trigononietriqnes  de  l'angle  fornié  par  la  notmale 
avec  Paie  des  abscisses  prouver  l’équation  entre  les  coor- 
données rectangulaires  de  cette  courbe , 4*^ 

6a5.  Démonstration  de  deux  équations  importantes,  • 4;5 

5ab.  Solution  nu  problème.  Etant  donnée  l'équation  d'une  4 

courbe , trouver  celle  de  sa  développée  T ibid, 

5ay.  On  tire  plusieurs  conclusions  de  ce  qui  précède  , et  entre 
autres  la  méthode  de  déduire  de  l'équation  d'une  courbe 
donnée,  celle  de  la  développante  de  cette  conrbe,*4I7 
5a8.  Démonstration  de  deux  formules  primitives  qui  rendent  bien 
plus  facile  les  recherches  qui  nous  ont  occupé  dans  les 
deux  articles  précédcns  , ^10 

■'"CHAPITRE  II.  De  la  rectification  des  courbes  planes 
et  h double  courbure , et  de  la  quadrature  des  courbes 
planes , 

539.  Formule  générale  de  la  rectification  des  courbes  planes  rap- 
portées h leurs  coordonnées  rectangulaires,  4aï 

530.  Iilem . Pour  les  courbes  polaires,  427 

53 1.  Idem.  Pour  les  combes  h double  eonrburc  , 4^1 

53a.  Quadrature  des  courbes  planes  rapportées  à leuçs  coordonnées 

rectangulaires,  4^* 
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533.  Idem.  Pour  les  courbes  polaire»  , 


Paee  44» 


CHAPITRE  III.  De  la  quadrature  des  surfaces  courbes 
et  (le  la  cuba  turc  des  volumes  terminés  par  de  pa~ 
reilles  surfaces » 

*534.  Expression  generale  des  aires  des  surfaces  courbes  quel- 
conques , 411 


535.  Lient.  D»s  surfaces  (ie  révolution  , 


Ah 


*53ü.  De  la  cubatnre  d’nn  volume  quelconque  terminée  par  une 
surface  conrhe  , 45a 

537.  Itl  cm.  Des  solides  de  re'volnlion  , 4 »$ 

CHAPITRE  IV.  Applical  inn  du  Calcul  intégral  h quel- 
ques quations  et  théories  générales  de  Géométrie. 

538.  Des  trajectoires  en  çcm'ral  et  des  ira  ectoires  orthogonales. 

Applications  aux  lignes  du  second  degré , et  il  la  ligne 
droite  tournant  autour  d*un  point  lise,  456 


53g.  De  la  tractoire, 


4<j3 


S4o.  SoLDTioa  on  PSOBL&MS.  Etant  donnée  une  équation  de  re- 
lation  entre  la  rectification  d’un  arc  de  courbe  incoiuiuc , 
et  lis  coordonnées  cQrrcspondantes  h l'extrémité  de  eet 
arc,  trouver  liquation  <ic  la  courbe  , 4SS 

54t.  Des  courbes  dont  les  équations  primitives  satisfont  à un 
nombre  infini  d'équations  différentielles  , ibid. 

54a.  Des  solutions  particulières  dés  problèmes  de  géométrie,  4O7 

SECTION  VI. 

• * • 

v Calcul  des  variations. 

a 

CHAPITRE  I.  Introduction. 

543. »Delinition  et  notation  , 4^ 

544.  La  différence  d’un  ordre  quelconque  de  la  variation  d’une 

variable,  est  égalé  à la  variation  de  la  différence  du  meme 
ordre  de  la^rariabfiT]  471 

545.  Démonstration  d'un  théorème  analogue  an  precedent  , rc- 

lancement  ans  différentielles  des  variations  et  variations 

des  différentielles  , 4-3 

546.  La  variation  de  l'intégrale  d’un  ordre  qnelconque*d’nne 

fonction  différentielle  , est  égale  à l'intégrale  du  même 
ordre  de  la  variation  de  la  fonction  différentielle,  ibid. 
54".  De  la  variation  des-  formules  différentielles  , 4-3 

CHAPITRE  IL  Méthode  des  variations  dans  le%  ques\ 
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563.  Dans  le  en»  oit  x varie  dan»  le  «en»  caractérisé  par  t,  l’é- 
quation  generale  des  extrêmes  grandeur»  reste  la  même . 
et  celle  des  limites  change  , / page  4t)7 

S&}.  Application  generale  de  cette  tlieornT,  ^8 

565.  Conclut  ion,  SÔa 


SECTION  II. 

Calcul  intégral  aux  différences  , et  application  de  ce 
calcul  à celui  de  la  sommation  des  séries. 

CHAPITRE  I.  Règles  fondamentales,  et  intégration 
des  fonctions  aux  différences  du  premier  ordre  algé- 
briques et  transcendantes. 

566 , 567.  Définitions  et  notation , Sn3 

568.  De»  constante»  arbitraires  qu'on  doit  ajonter  aux  intégrales, 

5o4 

56g.  On  peut  passer  les  facteurs  constans  des  formules  qu’on 

intègre  en  avant  du  signe  d’intégration,  ibid. 

5;o.  L’integrale  d’un  polynôme  est  égale  * la  somme  des  in- 


tègrales  de  chaque  tern»| 

ibid. 

Syt.  Intégration  de  xm , 

ibid. 

5ja.  Idem,  de  ar(x -4-  ir)(r+lAr)...(ï+  nAr), 

5o7 

5j3.  Modification  de  l’intégrale  trouvée  dans  l’article 

precë- 

aent. 

5o8 

574. 

' 1 

ibid. 

x(x-f-A x).  . ,(l+SA*)  ’ 

575. 

I 

(x  + aAi)(i+iij)+  etc.  ’ 

ibid. 

576. 

A-f.  Bx 

c.. 

x(x+a  ax){x+b  ùx)...(x+p  Ax)(x-f-q  Ax)’ 

577.  Intégra- 

ta». 

5ia 

— ■ — » 

5?9- 

T» 

5i3 

S80. 

sin  x et  cos  x , 

5i4 

681. 

x"sin  x et  x"  cos  x , 

5 1 5 

58a. 

Ix , . - 

ibid. 

583. 

J*"s 

5t6 
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♦CHAPITRE  II.  De  l’intégration  des  équations  aux 
tlijfirences  Jinies  d’un  ordre  quelconque , et  a une 
Art.  seule  variable • 

584»  Définitions, page  5i^ 

585.  Conversion  de  l’cquation  generale  aux  différences  d’un  ordre 

quelconque  n , en  une  antre  entre  fx  , f[x  -4-  i), 

f (x  -+-  n) , et  intégration  de  celte  équation , ibid» 

586,  587-  Application  de  la  théorie  precedente  h la  recherche  des 

termes  generaux  des  séries  récurrentes  composées  regu* 

lières  et  irrégulières  , 5a7 , 5?g 

588.  Du  cas  où  toutes  les  racines  de  l’auxiliaire  de  Tc-quation 
aux  différences  qu’on  veut  intégrer  sont  e'gales , 53o 

58g.  Du  cas  où  les  racines  de  l’auxiliaire  sont  parties  inégales 
et  parties  égales,  t>33 

690,  591  et  5ga.  Nous  n’avons  jusqu’à  présent  considéré  X que 
comme  une  fonction  exponentielle  de  jr , nous  considérons 
ici  les  trois  cas  suivons,  1 • X=à  une  constante;  a°  Xsrh  une 
fonction  algébrique  et  rationnelle  de  0^3°  X=o.  534,536 
6q3.  Du  cas  où  X étant  = o , l'auxiliaire  a une  partie  de  sc« 
racines  égalés , 538 


M.  Ou  tomes  ses  racine»  égales  , 


539 


{195.  Ou  qu'elle  se  compost 
_premier  degré 


çjde  plusieurs  facteurs  binômes  du 

9 ! 


Sp6.  Quentin,  qu'elle  renferme  des  racines  imaginaires,  5 \t 
897.  Développement  de  l’intégrale  generale  troruée  K l’article 
585 , en  supposant  d’aboni  X = à une  fonction  expo- 
nentielle tic  .t  , 5tj3 

5Q8,.  Intégration  de  l'équation  aux  différences  (5g5) , lorsque  X 
étant  une  fonction  exponentielle  de  ar , l'auxiliaire  a île» 
racines  imaginaires,  545 

593.  Développement  de  la  formule  5g8  lorsque  l'ajoutée  est  une 
constante,  S-jti 

600.  Idem.  Lorsque  X est  une  fonction  rationnelle  de  x , ibid . 

601.  Cas  qui  se  soustrait  à -la  méthode  précédente  , moyen  d’y 

obvier , 549 

60a.  Du  cas  oit  les  eoefliciens  de  l’équation  générale  aux  diffé- 
rences sont  fonctions  de  la  variable  , ij5 1 

CHAPITRE  III.  Quelques  notions  sur  lUntégratinri 
des  formules  et  équations  qui  contiennent  plusieurs 
variables  , 

6o3,Co4-  Intégration  des  différences  exactes  de  monomes  on  poW- 
~nomrs  entre  plusieurs  variables,  554,  555 

6ô£ 
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Ait- 

605.  De  ^intégration  des  équations  aux  différences  entre  plusieurs 

variables  qui  ne  peuvent  s’intégrer  par  les  méthodes  pre- 
cedentes, page  555 

CHAPITRE  IV.  Application  du  Calcul  intégral  a la 
sommation  des  séries.  * 

60 6.  Equation  (le  relation  entre  le  terme  sommatoire  d’une  sérié 

et  l’intégrale  de  son  terme  general , 557 

607.  Sommation  complète  de  tontes  les  sériés  dont  la  différence 

* d’un  ordre  quelconque  est  constante, 55g 

608.  Ce  qu’on  doit  faire  lorsqu’on  ne  veut  avoir  le  terme  sont- 

matoirc  qu’à  commencer  d’un  terme  de  termine',  56  r 

Gog.  Expression  générale  du  terme  sommatoire  des  sériés  dont 
les  différences  d’un  ordre  quelconque  sont  constantes,  56a 
G io.  Expression  generale  et  complète  du  terme  sommatoire  des 
séries  de  la  forme 

€i[a+  A afl.. ♦[(<*•!•  A ap-t-a  Axl  , (a-*-  Ar )[(a-H  A .r)-f- A y] . . . 

A r)  -4-  //  A x] , (a-f-l  A x)[(a  + 2^0:)+  A x]. .. [(a+2  A x) 

■4*  n Axl  etc. , 563 

611.  Expression  générale  et  complète  du  terme  sommatoire  des 
se'ries  de  la  forme  . . 


a{â-\-  Ar)....(a+rt  ùt)  * (a+ûr)[(a+ûj)+  Ax)]  ....[a-t-  Ax)+«  AarJ 

(a-f a Ax)[((i+Q  Ax)+  Ax]...[(<i-f2  Ax)-j-n  Ax]  ' etc,  y 56^ 
*6ia.  De  la  sommation  des  séries  de  sinus  et  cosinus  d’arcs  qui  t 
croissent  uniformément  d’un  arc  quelconque,  et  on 
examine  particulièrement  le  cas  où  l’arc  d’accroissement 
d’un  terme  à l’antre  "est  égal  h Tare  principal , 565 

*6i3.  Sommation  des  mêmes  puissances  de  sinus  ou  cosinus  d’arcs 
qui  croissent  comme  la  suite  naturelle  des  nombres  , en 
prenant  l’arc  principal  pour  l’unité  , „ 568 

Ci 4-  Sommation  des  séries  qui  ont  respectivement  pour  termes 

. generaux  z"  sinws,  etzwcosmc, 570 

61 5.  Sommation  des  séries  récurrentes  composées,  dont  l’ajoutée 

" est  une  quantité  exponentielle  , ibid. 

*616.  Du  cas  où  l’anxiliaire  de  l’équation  qui  exprime  la  loi 
de  da  série  récurrente  qu’on  vent  sommer  , a uue  on 
plusieurs  racines  égales  6 l’unité,  5?i 

*617.  Du  cas  où  l’ajoutée  est  une  quantité  constants, 672 

*618.  Sommation  des  séries  récurrentes  simples , ibid. 

*619.  Du  cas  où  Pajoutéc  de  l’équation  qui  exprime  la  loi  de  la 

a. . 3g 
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série  récurrente  qu’on  veut  sommer  étant  exponentielle  ? 
sa  basé  est  égale  k une  des  racines  de  l’auxiliaire  , pag  57S 
CHAPITRE  V.  Usage  du  Calcul  intégral  aux  différent 
tieUes,ou  Calcul  intégral  proprement  dit,  dans  le 
Art.  Calcul  intégral  aux  différences . 

*620.  Moyen  de  trouver  par  le  Calcul  intégral  la  limite  trans- 
cendante des  séries  , 5^4 

621.  Expression  generale  de  S)' déduite  des  Calculs  différentiel  , 
intégra]  et  aux  différences,  577 

* Je  fais  conualtre  le  moyen  qu’indique  Euler  pour  déterminer 
les  valeurs  numériques  des  coefGciens  cons  tans,  et  en- 
suite je  fais  connaître  un  autre  moyen  qui  donnespon- 


tanemerit  ces  valeurs  numériques  , 579 

62a.  Usage  de  la  formule  démontrée  dans  l’article  précédent  pour 
sommer  les  séries,  58r 

6x3.  Expression  de  S-lx  avec  une  constante  qui  est  encore  indé- 
terminée, 58x 

624*  Démonstration  d’un  beau  théorème  de  Wallis,  58S 
6x5.  Détermination  de  la  constante  de  la  valeur  de  S./xqui  était 
encore  indéterminée  h l’article  6x3  , 58 4 

Appendice , 58§ 


jriat  DE  LÀ  TABLE  DO  S ECO. ND  ET  DERHIER  TOLCKE- 


Digitized  by  Google 


Supplément  à T errata  du  tome  premier. 
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Page  7,  lïg.  I,  laque,  lisez  laquelle. 

18,  10,  (ax+by') , lisez  («jr+ir3). 

i5,  , lisez 


>9» 

36, 

Ibid. 


37, 

Ibid.  * 4 — 


33, 


38, 

47» 

5î, 

59, 

73, 


Idem, 

Idem, 

3.4, 

3i6, 

344, 

368, 

492» 

dernière , 


q \/ (a  -+■  cj*)ï  “ 1 q (a  -f-  c: r)i~* 

12 , (b  -f*  s")  > lisez  (£  -+-  r)n. 

"I. _ m 

avant-dernière  ligne,  (a  *+-^n”m6in  %/(a-{-zn)  t 
n{  m 

lisez  \/ (&-f“  *)"“”*  *in  V''  (b-*-z)n , 

2 (aa — bzm)  f lisez  (a*  — bzm)r,~n. 

n 

bmq\^  (a7 — bzm)zm~'  fïz 


lisez  • 


n cos’  {/ a7 — bzm 

n 

bmq  V (a* — bzm)i-nzrn~'dz 


n eosa  \/ ( a* — bzm)i 

7 et  8,  des  variables , lisez  des  différentielles 
des  variables. 


3,  V {xy-hf'Y'i  lisez  ÿ (xy-\-y*)*% 

1 1 , 3Ear* , lisez  4Ej:3. 

5 et  i3,  fraci ion  , lisez  fonction.  # 

i3 , = etc. , lises  — etc. 

28,  il  aurait,  lisez  il  y aurait. 

* dydx  dydx 

o j ■ ) lisez  . • 

S)V  ajcy'x 

*p  P P 

4,  — - = Rc  d’où  R = — - , lisez  — = — Re , 

ac1  ac*  ac» 

• ,,  . ,,  P 

d ou  R = 

a*J 

9,  ztA  [t=p,  lisez  rfcA  [t±. 

*4  » r~—  Tllse~  r = — — • 

le  n»  de  la  pagea53  est  marquée  a33. 

5,  37 — 3,  lisez  (at/ — 3). 

7 , a , lisez  n. 

i5,  V — 1 » l‘sez  — I- 

6,  p — t , lisez  p~hi. 

10,  x* , lisez  a», 

g , 345 , lisez  349- 
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Pag*  45»  üg-  antépénultième , les  équations  différentielles , lisez 

Toute  équation  différentielle. 

64»  m antépénultième,  mettez  deux  points  après  le  mot 

algébrique. 

89,  18,  , lisez  £(—*)'. 

iag,  jo,  Remarque,  lisez  Remarque III. 

16S,  i3,  lisez^-rlx. 

1 8g,  1 , n O , lisez  On. 

30 1,  dernière,  ca,  lisez  ces. 

I 38 0,  a3,  peu*,  lisez  peut. 

le  n°  de  la  page  3y3  n’est  marqué  que  par  un  3. 
43a,  au  lieu  da 

/*  dx  cos  x f l~  dx  ~\ 

— : : = - x — p -Mconst.  (360) 

p -f- 17  sin  x.  q L r P -+•  q cos  rj  ' ' 

..  p dx  sin  x 1 p dx 

lisez  I — : = — I x — p I — - : -f-const.  (360) 

Jp+q  sin*  >1  L JP  + qz mxj  v 


>4 
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